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第一章 从自然数到有理数

1.1 分数、整数、有理数

我们已经学过自然数：0, 1, 2, 3, · · ·。自然数是 0和 1相加得到的数。从
0 开始，不断加 1，就能得到任何自然数。

比如：4 = 0 + 1 + 1 + 1 + 1。

自然数之间做加法和乘法，得到的还是自然数。

加法和乘法都满足结合律和交换律，乘法对加法有分配律。

自然数是自然产生的。当我们发现两头牛和两天有共同之处时，自然
数的概念就诞生了。

为了回答类似“三个人平分七只鸡”的问题，人们发明了除法。除法是
乘法的逆运算。

比如：3× 7 = 21，于是 3 = 21÷ 7，7 = 21÷ 3。

除法产生了分数。自然数可以看作分母是 1 的分数。分数之间可以做
加法、乘法和除法，得到的还是分数。

为了回答类似“五个鸡蛋吃了两个还剩几个”的问题，人们发明了减
法。减法是加法的逆运算。
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6 第一章 从自然数到有理数

比如，3 + 2 = 5，于是 3 = 5− 2，2 = 5− 3。

既然可以写出 5− 2，那么可不可以写 0− 2 呢？0− 2 有什么含义呢？

借用“五个鸡蛋吃了两个还剩几个”的思路，0− 2 可以表示“本没有
鸡蛋，借鸡蛋来吃了两个还剩几个”。剩下的是“欠两个鸡蛋”，是一种负债
状态。因此，这样的数称为负数。

我们一般把 0− 2 中的 0 去掉，只记为 −2。−2 满足 −2 + 2 = 0。对
某个数，比如 3 来说，3 + (−2) = 3 + (0− 2) = 3− 2。也就是说，一个数
加上 −2，就和减去 2 一样。以此类推，可以得到：

−1,−2,−3, · · ·

它们由 1, 2, 3, · · · 前加上减号得到，表示 0 减去 1, 2, 3, · · · 的结果，读作
“负一”、“负二”、“负三”等等。我们把负数带的减号称为负号（读作“负”），
和一般减法区别开来。

一般来说，在任何分数前加上负号，也可以得到一个负数，表示 0 减
去它的结果。

有没有 −0 呢？−0 就是 0 − 0，也就是 0 自己，所以就没有必要加负
号了。

自然数和它们的负数合称整数。我们把 −1,−2,−3, · · · 这些负数称为
负整数，把原来 1, 2, 3, · · · 这些数称为正整数，和负整数相对。由于 −0 就
是 0，约定 0既不是正数，也不是负数。于是整数分为正整数、负整数和 0。

分数和它们的负数合称有理数，我们把带负号的分数称为负有理数或
负分数，把原来的分数（除了 0）称为正有理数或正分数。正有理数包括正
整数，负有理数也包括负整数，有理数包括整数。

自然数或分数前面加负号得到的负数，叫做它的相反数。反过来，一个
负整数或负分数去掉负号得到的数，也叫做它的相反数。约定 0 的相反数
就是 0。于是，每个有理数都有唯一的相反数。
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除了 0 以外，相反数总是成对的。比如，3 的相反数是 −3，−3 的相
反数就是 3。一个有理数的相反数的相反数，就是它自己。

思考 1.1.1. 一个有理数前面加上负号，一定会得到一个负数吗？

加上一个负数，就和减去它的相反数一样。所以，现实中遇到和加法对
应的概念，可以用减法和负数表示相反或相对的概念。比如，如果把“往东
走”视作“加”，那么“往西走”就可以视作“减”。“原地往东走三步，再
往西走两步”，就可以视作“0+ 3− 2”。计算得到 1。它表示最终和原来比，
往东走了一步。

1.2 有理数的大小

加法不仅可以表达累加的概念，还可以用于比较大小。比如，5比 3大，
3 比 5 小。

我们用大于号“>”和小于号“<”记录大小关系。5比 3大就写作 5 > 3，
读作“5 大于 3”；3 比 5 小就写作 3 < 5，读作“3 小于 5”。

大小关系有哪些基本性质呢？

首先，大小关系用来形容不相等的数。所有不相等的数都能比大小。两
个数如果不相等，那么总有一个比较大，另一个比较小。

大小关系是互反的。说一个数比另一个数大，就是说另一个数比它小。
反之亦然。

大小关系还是传递的，甲数比乙数大（小），乙数比丙数大（小），那么
甲数就比丙数大（小）。

5 比 3 大，可以理解为 5 是 3 再加自然数 2 得到的，而 3 却没法通过
5加上一个自然数得到。一般来说，如果一个数加上某个自然数或分数等于
另一个数，那么它比另一个数小，另一个数比它大。



8 第一章 从自然数到有理数

我们希望大小关系对所有的有理数都成立，这样，我们就可以比较任
何有理数的大小。首先，任何正有理数都大于 0。负有理数的相反数是分数，
而任何负有理数加上它的相反数都得到 0。所以，按照大小关系的定义，我
们规定 0 大于任何负有理数。于是任何正有理数大于 0，从而大于任何负
有理数。

我们约定大于 0 的数叫做正数，小于 0 的数叫做负数。正整数、正有
理数都是正数，负整数、负有理数都是负数。这样的约定和前面负数的定义
是一致的。之前的结论可以这么说：任何正数大于任何负数。

负有理数之间如何比较大小呢？举例来说，0 = −3 + 3 = −3 + 1 + 2，
所以 −3 + 1 = 0 − 2 = −2。−2 由 −3 加上自然数 1 得到，所以 −3 小于
−2。进一步分析，我们发现，自然数 1 来源于“3 可以写成 2 + 1”。所以
我们可以总结出两个负有理数比较大小的方法：看它们的相反数。相反数
中较大的，可以写成较小数加上一个分数，于是，相反数较大的负有理数加
上这个分数，就等于相反数较小的负有理数。因此，相反数较大的负有理数
比较小，相反数较小的负有理数比较大。

正数和负数可以比较大小。所以，现实问题中涉及到相反或相对的概
念比较大小时，可以用有理数表示。

比如，今天延安的气温是 3.4 摄氏度，长春的气温是 −8.2 摄氏度，哈
尔滨的气温是 −15.1 摄氏度，那么延安气温最高，长春气温比延安低，而
哈尔滨气温又比长春低。

思考 1.2.1.
1. 用自己的话总结：我们是怎样定义负数的大小关系的？
2. 怎么评价这样定义的大小关系？
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1.3 乘方

乘法可以更方便地表示若干个相同的数相加。比如，我们用 3× 4 表示
3 + 3 + 3 + 3。那么，能不能方便地表示若干个相同的数相乘呢？

我们把 3× 3 称为 3 乘 2 次方，把 7× 7× 7× 7× 7 称为 7 乘 5 次方。

同一个数连乘几次，叫做它乘几次方。连乘的结果，叫做它的几次方或
几次幂。这种运算叫做乘方或乘幂。

我们把 7的 5次方记作 75，把 7称为底数，把 5称为指数。这样记法，
比 7× 7× 7× 7× 7 更方便。

一个数的 1 次方就是它自己。一个数的 2 次方也叫做它的平方。一个
数的 3 次方也叫做它的立方。

约定任何数的 0 次方是 1。

7× 7× 7× 7× 7 = (7× 7× 7)× (7× 7)。用乘方表示这个关系，就是：
75 = 73 × 72。注意到 5 = 3 + 2。用日常的话来说，5 个 7 相乘，等于 3 个
7 相乘，再和 2 个 7 相乘。

同底数乘方的积，是指数之和的乘方。乘方的乘法，可以转化为指数的
加法。因此，乘方的除法，也可以转化为指数的减法。

比如，73 × 72 = 73+2 = 75，所以，

75−2 = 73 = 75 ÷ 72.

同底数乘方的商，是指数之差的乘方。

既然乘方的乘除可以转化为指数的加减，那么是否有负指数？能否定
义一个数的负数次方？

如果定义 7−3 为：7−3 × 73 = 70 = 1，那么 7(−3) 就等于 1
73
。一个数的

负几次方，就是 1 除以它的几次方。
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显然，0 没有负数次方。

再来看乘方的乘方。考虑 (23)
4。按照定义，这表示把 23 连乘 4 次。而

23 本身表示把 2 连乘 3 次。把它写出来，就是：

(
23
)4

=
(
23
)
×

(
23
)
×
(
23
)
×
(
23
)

= 23+3+3+3

= 24×3 = 212 = 4096.

乘方的乘方，就是乘方的连乘积；而乘方的乘法就是指数的加法，所以乘方
的连乘就是把指数重复相加，也就是对指数做乘法。因此，一般来说，乘方
的乘方，就是乘方的指数的积。

例题 1.3.1. 计算：
1. 25 × 22 × 2−3

2. 34 × (32)
3

解答.
1. 按照规则，

25 × 22 × 2−3 = 25+2−3

= 24 = 16.

2. 按照规则，

34 ×
(
32
)3

= 34 × 33×2

= 34+3×2

= 310 = 59049.

最后来看底数的运算对乘方的影响。比如，如何计算 (7× 5)3？按照定
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义，(7× 5)3 就是把 7× 5 连乘 3 次。将它写出来，可以发现：

(7× 5)3 = (7× 5)× (7× 5)× (7× 5)

= (7× 7× 7)× (5× 5× 5)

= 73 × 53.

一般来说，底数的积的乘方，是乘方的积。

要注意的是：(7×5)3 和 7× (53)是不一样的。那么，可不可以写 7×53

呢？

我们约定，乘方运算比乘法优先。也就是说，7× 53 表示 7× (53)，而
不是 (7× 5)3。

乘方的底数相乘，可以转换为乘方相乘。那么底数相除，如何计算呢？
让我们考虑一个简单的例子：

(
7
5

)3。按照定义，(7
5

)3 就是把 7
5
连乘 3次。将

它写出来，可以发现： (
7

5

)3

=
7

5
× 7

5
× 7

5

=
7× 7× 7

5× 5× 5

=
73

53
.

一般来说，底数的商的乘方，是乘方的商。

和底数的乘积一样，要注意：
(
7
5

)3 和 73

5
是不一样的。我们约定，乘方

运算比除法优先。也就是说，7
5

3 表示 73

5
，而不是

(
7
5

)3。7÷ 53 表示 7÷ (53)，
而不是 (7÷ 5)3。

例题 1.3.2. 计算：
1. 33 ×

(
1
3

)4
2.

(
6
5

)3 × (
5
6

)3
3.

(
2
15

)3 × (
35
4

)2
4.

(
3
4

)−2 ×
(
7
2

)3
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解答.
1. 按照规则，

33 ×
(
1

3

)4

= 33 × 14

34

=
��33

3�41

=
1

3
.

从这个例子可以看到，1
3
的 4 次方就是 14 除以 34 的商，而 14 就是 1，

所以，3 的倒数的 4 次方就是 3 的 4 次方的倒数，也就是它的 −4 次方。

一般来说，非零的数，倒数的乘方就是乘方的倒数。或者说，取倒数的
乘方，就是取指数为相反数的乘方。

2. 按照规则，

(
6

5

)3

×
(
5

6

)3

=
63

53
× 53

63

=
��63 ×��53

��53 ×��63

= 1.

从这个例子可以看到，如果两个乘方的底数互为倒数，指数相同，那么
它们的乘积等于 1。再次验证了：倒数的乘方就是乘方的倒数。

我们也可以换个角度理解：6
5
的倒数的 3 次方，就是它的 −3 次方。因

此，我们要计算的是 6
5
的 3 次方乘以它的 −3 次方，即它的 3 − 3 = 0 次

方。因此结果是 1。



1.3 乘方 13

3. 按照规则， (
2

15

)3

×
(
35

4

)2

=
23

153
× 352

42

=
23 × 352

153 × 42

=
23 × (5× 7)2

(3× 5)3 × (22)2

=
23 × 52 × 72

33 × 53 × 22×2

=
��23 ×��52 × 72

33 × 5�31 × 2�41

=
72

33 × 5× 2

=
49

90
.

4. 按照规则， (
3

4

)−2

×
(
5

2

)3

=

(
4

3

)2

× 53

23

=
42

32
× 53

23

=
(22)2 × 53

32 × 23

=
22×2 × 53

32 × 23

=
2�41 × 53

32 ×��23

=
2× 53

32 × 2

=
250

18
.

综上所述，我们总结出乘方的运算法则：
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1. 一个数的几次方，就是把它连续乘几次。
2. 任何数的 0 次方是 1。
3. 一个数的负几次方，就是 1 除以它的几次方。
4. 两个同底数乘方的积，是该底数的乘方，指数是两者指数的和。
5. 两个同底数乘方的商，是该底数的乘方，指数是两者指数的差。
6. 乘方的乘方，是同底数的乘方，指数是两次乘方的指数的积。
7. 底数的积的乘方，是乘方的积。
8. 底数的商的乘方，是乘方的商。

思考 1.3.1.
1. 约定任何数的 0 次方是 1，有什么好处？
2. 计算乘方的乘方，和乘法的结合律，有什么相似之处？为什么？
3. 计算底数乘除法的乘方，和乘法对加减法的分配律，有什么相似之

处？为什么？
4. 为什么要约定乘方运算比乘除法优先？
5. 为什么说一个数的倒数就是它的 −1 次方？
6. 乘方中，指数的倒数，代表什么，是否有意义？指数的除法，代表

什么，是否有意义？
7. 是否有关于两数之和的乘方的运算方法？



第二章 从变量到方程（上）

2.1 数和代数

讨论数的性质时，我们常常发现，总结一些普遍的规律，需要用很多话
来说清楚。比如：

例子 2.1.1.
4 = 3 + 1, 42 − 32 = 4 + 3.

5 = 4 + 1, 52 − 42 = 5 + 4.

(2× 4 + 1)2 = 8× 10 + 1.

(2× 5 + 1)2 = 8× 15 + 1.

我们想总结两个对所有数都适用的规律，但只举了几个例子。这种方
法不好。

有没有更好的方法呢？

对于第一个规律，我们可以说：如果天元比地元大 1，那么天元的平方
减去地元的平方等于天元加地元。对于第二个规律，我们可以说，每个自然
数两倍加 1 的平方除以 8 余 1。

我们用“天元”、“地元”、“每个自然数”代替了具体的 4 和 5，以说明
这是更普遍的规律，而不是只对 4 和 5 成立的等式。这种思想叫做代数的

15
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思想。代数可以让我们暂时忽略具体的数，把重点放在数与数之间的关系
上。我们能轻松看出这些关系是普遍的，不依赖特定的数。我们把这样的关
系叫做代数关系。

为了和数区别，“天元”、“地元”、“每个自然数”等称为量。量是对
可以运算的概念的称呼。量可以有现实意义，比如物理学里会讨论物理量，
也可以没有现实意义，比如数学中代替数的量可以称为数量。

在讨论问题的时候，如果我们认为一个量代替的数不会变化，就说这
个量是常量；如果会变化，就说它是变量。

我们可以用变量描述上面两个规律：

如果天 =地+ 1, 那么天2 −地2 =天+地.

(2×甲+ 1)2除以 8余 1.

为了方便，我们一般用字母命名的变量来指代数。

如果a = b+ 1, 那么a2 − b2 = a+ b.

(2× x+ 1)2除以8余1.

其中变量 a, b, x 可以变成 3, 4, 5 或任何一个自然数。

用变量代替数，可以用简明的语言表示更复杂、更普遍的规律。

例题 2.1.1. 用代数的方法，说明加法的结合律。

解答. 用文字表示加法的结合律：任意三个数相加，先把前两个数相加，或
者先把后两个数相加，和不变。

考虑任意三个数，记这三个数为 a、b、c，那么：

(a+ b) + c = a+ (b+ c).

也就是说，加法的结合律可以写成：

对任意三个数 a, b, c, (a+ b) + c = a+ (b+ c).
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例题 2.1.2. 用代数的方法，证明：
1. 先减一个数后加另一个数，等于先加另一个数后减这个数。
2. 减去两个数的差，等于先减被减数，再加上减数。

解答.
1. 把被减数记作 a，先减的数记作 b，后加的另一个数记作 c。我们要

证明：
a− b+ c = a+ c− b.

设 a+ c− b 的结果为 d，则按照减法的定义：

a+ c = d+ b = b+ d.

因此，
c = b+ d− a.

代入 a− b+ c，得到：

a− b+ c = a− b+ b+ d− a

= a+ d− a = d+ a− a (加法交换律)

= d = a+ c− b.

2. 把减去的两个数分别记作 b 和 c，被 b− c 的差减的数记为 a。我们
要证明：

a− (b− c) = a− b+ c.

设 a− (b− c) 的结果为 d，则按照减法的定义：

a = d+ (b− c).

根据加法交换律和前面的结论，

d+ (b− c) = (b− c) + d = b− c+ d = b+ d− c.
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所以，

a+ c = b+ d.

因此，根据加法交换律和前面的结论，

a+ c = d+ b

d = a+ c− b = a− b+ c.

即

a− (b− c) = d = a− b+ c.

例题 2.1.3. 用代数的方法，说明同底数乘方的乘除法。

解答. 设底数为 a，考虑两个乘方：am 和 an，其中正整数 m,n 是乘方的指
数。它们的乘积可以这样计算：

am × an = am+n.

这是因为按照乘方的定义，am 和 an 分别是 m 个 a 和 n 个 a 连乘的结果，
因此，两者的乘积就是：

am × an =

m个 a︷ ︸︸ ︷
a× a× · · · × a×

n个 a︷ ︸︸ ︷
a× a× · · · × a

=

m+n个 a︷ ︸︸ ︷
a× a× · · · × a

= am+n.

任何数 a 的 0 次方是 1。如果 n = 0，那么 an = 1，于是

am × an = am × 1 = am = am+n.

m = 0 时也是如此。因此：

对任意自然数m, n, am × an = am+n.
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乘方的除法就是乘法的逆运算。am × an = am+n，因此，当 m ⩾ n 的时候，

am−n × an = am−n+n = am.

我们把这个定义扩展到任意自然数 m,n，也就是说，只要不出现 0 的负数
次方，那么

对任意自然数m, n, am ÷ an = am−n.

因此，只要不出现 0 的负数次方，那么

对任意整数m, n, am × an = am+n, am ÷ an = am−n.

思考 2.1.1.
1. 用代数的方法，说一说怎样比较两个负有理数的大小。
2. 用代数的方法，说明乘方的运算法则：
只要不出现除以 0 的情况À，那么：
(1). 对任何数 a 和任何正整数 m，

am =

m个a︷ ︸︸ ︷
a× a× · · · × a .

(2). 对任何数 a，a0 = 1。
(3). 对任何数 a 和任何自然数 m，a−m = 1

am
。

(4). 对任何数 a 和任何整数 m,n，am × an = am+n。
(5). 对任何数 a 和任何整数 m,n，am ÷ an = am−n。
(6). 对任何数 a 和任何整数 m,n，(am)n = am×n。
(7). 对任何数 a, b 和任何整数 m，(a× b)m = am × bm。
(8). 对任何数 a, b 和任何整数 m，

(
a
b

)m
= am

bm
。

3. 用代数的方法，描述加法结合律、加法交换律、乘法结合律、乘法
交换律和分配律。

4. 用代数的方法证明：
4.1. 先除以一个数后乘以另一个数，等于先乘以另一个数后除以这个

À0 的负数次方实际上就是除以 0。
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数。
4.2. 除以两个数的商，等于先除以被除数，再乘以除数。

2.2 代数式

含有变量的算式叫做代数式。为了区别，我们把只有数的算式叫做数
式。

a+ 2，1.84× x2 − 3，2×x3−1
an+1

，0.79× j2 − h+1
n

+ 5 等等都是代数式。

数式既表示计算过程，也表示计算的结果：一个数。把数式中的数用变
量代替，我们不再计算结果，只关心计算过程本身。这对我们找出并解释计
算过程中的规律很有帮助。掌握了计算的规律后，我们再用具体的数代替
变量（称为赋值或代入），就能更快更好地算出结果。

乘号 × 和 x 或 X 很像，为了避免混淆，一般省略乘号，或用 · 代替
乘号。1.84× x− 3 可以写成 1.84x− 3 或 1.84 · x− 3

代数式中不同的变量称为元。只与一个变量有关的式子叫做一元式，和
多个变量有关的式子叫做多元式。

变量和数通过四则运算得到的代数式，叫做有理式。变量和数通过加
法、减法和乘法得到的代数式，叫做整式。如果除法中涉及了变量，就叫分
式。有理式中除了整式，就是分式。

例子 2.2.1.
整式：x3 + 5x− 3.32，a+ b2 − 2C，(b− 4)9.

分式：1−0.9r+v2

3B−k
，n2 − 7 + 0.88

(H−6)3
, t− (t+ 0.382g)−3.

我们知道，数的乘法比加减法优先。比如，计算 4 + 3× 6 时，我们要
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先计算 3 × 6 = 18，再计算 4 + 18 = 22。先计算加法是不对的。代数式特
别是整式中，我们也更关心乘法。我们把变量和数相乘的部分称为项。举例
来说，0.54xba，−1.24 · gb · 1.19 · g2，u · 98K 分别是一项，10b− V 是两项
的差。

项是变量和数的乘积。变量之间不一定能运算，但数与数之间可以运
算。我们可以把一项中所有的数相乘，放在最前面，叫做项的系数。其次，
一项之中，同一个变量多次相乘，可以放在一起，作为连乘，用乘方表示。
这样把项变得更简洁的过程，叫做化简。

比如，考虑代数式 x · 3 · y · 2 ·x。它只有一项。这一项中，可以先把所有
的数相乘，得到 6，放在前面。然后找出相同的变量多次相乘的情况。这里
x 乘了两次，因此可以写成 x2。整理后我们得到 6x2y。这就是化简的结果。

代数式某一项化简后，总是一个数乘以若干个变量的乘幂。

要注意的是，项的某个变量前有负号，说明它是 −1乘以这个变量的结
果。这时要把 −1 计到系数里面。比如，化简 x · 2 · (−y) · 3 · x 时，系数为
−1 · 2 · 3 = −6，化简结果为：−6x2y。

如果两项变量部分相同，只有系数不同，就说它们是同类项。同类项的
一项就是另一项乘以某个（不是零的）数。

同类项的变量部分相同，系数不同。因此，根据乘法分配律，可以合
并，规则是把系数相加。比如，代数式 3.52x2y + 0.19x2y 由两项组成，而
3.52x2y 和 0.19x2y 可以合并，得到 3.71x2y。合并同类项也是代数式化简的
一部分。

例题 2.2.1. 对以下代数式合并同类项：
1. 3x2y − y22x+ 1 + yx2 − 6y · (xy + 4)

2. aha− 5a(h+ ah) + 4ha2 + hab

3. a+2b
a−b

+ 2a2−b
(a−b)(a+b)

解答.
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1. 首先用乘法分配律将每一项展开出来，

3x2y − y22x+ 1 + yx2 − 6y · (xy + 4)

= 3x2y − y22x+ 1 + yx2 − 6yxy + 6y · 4.

然后按同一顺序把每项的字母排好，最左边是系数，然后按字母表顺序排
列。比如：y22x 改写为 2xy2。这样，我们就能方便地找出同类项，然后合
并。

3x2y − y22x+ 1 + yx2 − 6yxy + 6y · 4

= 3x2y − 2xy2 + 1 + x2y − 6xy2 + 24y

= (3x2y + x2y) + (−2xy2 − 6xy2) + 24y + 1

= 4x2y − 8xy2 + 24y + 1

2. 同上，

aha− 5a(h+ ah) + 4ha2 + hab

= a2h− 5ah− 5a2h+ 4a2h+ abh

= (a2h− 5a2h+ 4a2h)− 5ah+ abh

= 0a2h− 5ah+ abh

= − 5ah+ abh

这里几个 a2h 相关的同类项合并之后系数为 0，这说明几个同类项相互抵
消了。同类项抵消是代数式化简的主要原因。
3. 分式的化简需要考虑分子和分母。为了方便，通常会先进行通分，然后
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对分子做合并同类项，最后约分。

a+ 2b

a− b
+

2a2 − b

(a− b)(a+ b)

=
(a+ 2b)(a+ b) + 2a2 − b

(a− b)(a+ b)

=
a2 + 2ba+ ab+ 2b2 + 2a2 − b

(a− b)(a+ b)

=
(a2 + 2a2) + (2ab+ ab) + 2b2 − b

(a− b)(a+ b)

=
3a2 + 3ab+ 2b2 − b

(a− b)(a+ b)

一项中所有变量的指数的和，叫做它的次数。比如 3.71x2y 的次数是 3，
它可以叫 3 次项。不含变量部分的项叫常数项。我们约定，常数项次数为
0。

整式是变量和数通过加减法和乘法得到的代数式。由于乘法优先计算，
可以认为整式是一些项做加减法得到的。合并同类项后，如果只剩下一项，
就说它是单项式。一般来说剩下不止一项，称为多项式。多项式的每一项都
是单项式。多项式次数最高的项叫做最高次项。最高次项的次数就叫多项
式的次数。如果多项式每一项的次数都相等，就称它为齐次多项式。

习题 2.2.1.
1. 合并同类项：

• 3 + 9x3 + 5x− 7x3 − 3.32− 1.05x

• ab2 + (c− b)a2 − ba(b− c) + c(b+ a)c+ (a− c)b(c+ a)− (b+ c)bc.

2. 判断是否是齐次多项式：

• (a+b)3

a−b

• a4 − bx3

• a4b4
(

a2

b
+ c2

a

)4
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2.3 等式和方程

等式就是把两个式子或多个式子用等号连起来。不等式就是把两个式
子或多个式子用不等号连起来。一般情况，默认是两个式子。

等式可以是真的，也可以是假的。前者也叫等式成立，后者也叫等式不
成立。同样，我们也说不等式成立（或不成立）。

按大小关系，不等号分为两类：大于类和小于类。按是否包含相等关
系，不等号分为两类：严格类和可等于类。一共有四个不等号：“<”（严格
小于），“⩽”（小于等于），“>”（严格大于），“⩾”（大于等于）。

等式的基本性质：两边同时加、减、乘、除同一个量，成立的等式仍然
成立。

为了解决生活中的问题，我们学过简单的方程。把未知的数，用变量表
示。问题中的相等关系，就变成了含变量的等式，称为方程。解决这个问题，
求出使得等式成立的变量值，称为解方程，这时变量的值称为方程的解。

如果问题中的条件是不等关系，我们就得到了含变量的不等式。解决
这个问题，求出使得不等式成立的变量值，称为解不等式。变量的值称为不
等式的解。

习题 2.3.1. 以下哪些是等式？哪些是不等式？哪些是方程？

(1). 3x+ 1 = 4, (2). 6 = 4, (3). a = b = c+ 1

(4). v ⩽ 4r2 − v, (5). 2 > 3, (6). h ⩾ f > g − f
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3.1 集合

我们用集合表示一类事物。把不同性质的事物聚集在一起，合起来考
虑，就是集合，简称集。构成集合的事物称为集合的元素。

• 集合的元素互不相同。
• 集合的元素没有顺序。
• 集合的元素是确定的：一个事物要么属于该集合，要么不属于。

某个事物 a 属于集合 A，记作 a ∈ A。某个事物 a 不属于集合 A，记
作 a /∈ A。

例子 3.1.1.
可以在大括号中列出集合的元素，比如：{1, 2, 3} 是一个集合。重复列

出的元素视为同一个，比如：{1, 2, 2, 3}也是集合，它和 {1, 2, 3}是一样的。
也可以在大括号中用条件描述集合。集合的元素是满足条件的元素，比

如：{a | a是偶数}。竖线左边是元素的样子，右边是它满足的条件。
还可以直接用文字描述集合，比如：{一年的十二个月份} 是一个集合。
除了以上方式，也可以用示意图、图表、列表等方式表示集合。

没有元素的集合称为空集，记为 ∅。

自然数、整数、分数、有理数都是集合。自然数一般简记为 N，分数一

25
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般简记为 F，整数一般简记为 Z，有理数一般简记为 Q。“a 是自然数”可
以记为 a ∈ N。

如果集合 A 的元素都是集合 B 的元素，就说 A 是 B 的子集，或者
说 A 包含于 B，记为 A ⊆ B，B 是 A 的母集，或者说 A 包含 B，记为
B ⊇ A。如果两者不相同，就说 A 是 B 的真子集，记为 A ⊂ B，B 是 A

的真母集，记为 B ⊃ A。

集合也可以做“减法”。从集合 A中去掉属于 B 的元素，只剩下不属于
B 的元素。这些元素也构成一个集合，称为 B 在 A中的差集，记为 A \B。
讨论问题的时候，我们可能会默认某个集合是问题涉及的所有事物的集合，
其他集合都是它的子集。这样的集合一般称为全集。全集存在的时候，集合
A 作为全集的子集，在全集中的差集，可以简称为 A 的补集，记为 Ā 或
A 。

例子 3.1.2.
1. 集合 {1, 2} 是集合 {1, 2, 3} 的真子集，集合 {1, 2, 3} 是集合 {1, 2}

的真母集：{1, 2} ⊂ {1, 2, 3}，{1, 2, 3} ⊃ {1, 2}。
2. 任何集合 S 总是空集 ∅ 的母集：∅ ⊆ S。
3. {1, 2} 在集合 {1, 2, 3} 中的补集是 {3}。{3} 在集合 {1, 2, 3} 中的补

集是 {1, 2}。

自然数集、整数集、分数集和有理数集有以下关系：

N ⊂ Z ⊂ Q

N ⊂ F ⊂ Q

以上每个集合中的正数与负数，构成它的子集，一般用上标 + 和 − 标示。
比如，Z+ 就表示正整数集合，Q− 就表示负有理数集合。

考虑若干个集合。由属于其中至少一个集合的元素构成的集合，称为
这些集合的并集；由属于所有集合的元素构成的集合，称为这些集合的交
集。两个集合 A,B 的并集记为 A ∪B，交集记为 A ∩ B。
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几个集合交集为空集，就说它们不相交，否则就说它们相交。几个集合
中任取两个，都不相交，就说它们两两不相交。如果集合 A 的一些子集两
两不相交，而且它们的并集是 A，就说这些集合是 A 的分划。

例子 3.1.3.
1. 集合 {1, 2} 和 {2, 3} 的并集是集合 {1, 2, 3}，{1, 2} 和 {2, 3} 的交集

是 {2}。
2. 集合 A = {1, 2}、B = {3, 4}、C = {5, 6} 两两不相交。它们的并集

是 S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}。A,B,C 是 S 的分划。
3. 集合 {1, 2, 3}、{3, 4, 5}、{1, 5, 6} 两两的交集都不是空集，但它们的

交集为空集。它们不相交，但不是两两不相交。

习题 3.1.1. 验证集合满足以下性质：

• A ∪ B = B ∪ A

• A ∩ B = B ∩ A

• A ∪ A = A ∩ A = A

• A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C

• A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C

• A ∩∅ = ∅
• 如果 A ⊆ B，那么 A ∩B = A，A ∪B = B

• (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) = A ∩ (B ∪ C)

• (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) = A ∪ (B ∩ C)

3.2 概念和集合

概念和集合有密切的关系。下面让我们从集合的角度，重新理解“概
念”。一个概念的范围，其实就是一个集合。而概念的含义，就是用来描述
这个集合的语言形式。

比如，“五行”这个概念的范围，就是“金、木、水、火、土”。所以，
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我们考虑“五行”这个概念，其实就是考虑集合 {金,木,水,火,土}。又比
如，“自然数”这个概念的范围，也就是一个个具体的自然数。所以“自然
数”这个概念就对应自然数的集合。

考虑“偶数”这个概念，我们可以定义“偶数就是能被 2 整除的数”，
所以，作为集合的“偶数”，就可以写成：

{x | x能被2整除}.

这说明，概念的定义就是描述它对应的集合的语言。概念的特性，就是集合
的元素需要满足的条件。

再来看概念的关系。概念的关系有：等同关系，从属和包含关系，交叉
关系，互斥关系和矛盾关系。

设有甲、乙两概念，分别对应集合 A、B。

• 甲、乙两个概念等同，就是说 A = B，两个集合完全相同。
• 概念甲从属于乙，就是说 A 是 B 的子集。同理，甲包含乙，就是说

A 是 B 的母集。
• 甲、乙交叉，表示 A、B 不相同，且 A、B 的交集不是空集。
• 甲、乙互斥，就是说 A、B 的交集是空集，两个集合不相交。
• 甲、乙（关于两者都从属的概念丙）矛盾，就表示 A、B 不相交，而
且是丙对应的集合 C 的分划。A 关于 C 的补集是 B，B 关于 C 的
补集是 A。

为了更好理解，我们可以用叠圈图直观理解集合的关系。

如下图，每个圈表示一个集合À，圈内的区域表示属于该集合的元素，
圈外的区域表示不属于该集合的元素，也就是该集合（关于全集的）补集。
两个圈重叠的部分就表示同时属于两者的元素的集合，也就是两个集合的
交集。而两个圈各自的部分加上重叠的部分，就是至少属于其中之一的元
素的集合，也就是两个集合的并集。

À也可以用其他形状的区域。
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1. 等同关系，2. 从属关系，3. 包含关系，
4. 交叉关系，5. 互斥关系，6. 矛盾关系。

叠圈图可以让我们直接看到集合之间的关系。可以看到，用集合来解
释概念，方便得多。

习题 3.2.1.
1. 请用集合解释概念的属加种差定义方法。
2. 用叠圈图表示“偶数”、“3 的倍数”、“自然数”之间的关系。
3. 三个集合 A,B,C 都是集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 的子集，它们都不是空

集，而且构成集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6} 的分划。
3.1. 请写出一个符合条件的 A,B,C 的例子。
3.2. 符合条件的 A,B,C 一共有几种？

3.3 判断和集合

理解了概念和集合的关系，我们可以用集合的概念来重新看待判断和
命题。

简单的性质判断，只涉及一个概念和一个性质。在对应的命题里，概念
是主语，性质是谓语。我们把主语的概念记为 A，把谓语的性质记为 b，那
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么简单的性质判断可以写成：
A 是 b.

如果把 a 看成集合，把用 B 表示所有具有性质 b 的东西的集合。那么，性
质判断“A 是 b”就是说：

A ⊆ B

所以，简单的性质判断，就是描述概念的从属关系，也就是集合的子集关
系。判断为真，就是说 A ⊆ B 成立；判断为假，就是说 A ⊆ B 不成立。

命题：兔子是动物。

如果判断的概念 A 是单独概念，那么它对应的子
集只有一个元素。我们把这种只含有一个元素的集合称
为单元集。

如果把 A 的元素记为 a，那么 A = {a}。{a} ⊆ B

实际上就是说 a ∈ B。

也就是说，判断的概念 A 是单独概念时，我们实际在判断概念是否属
于有某个性质的集合。

我们可以给判断的概念 A加上全称和有称，比如“所有 A都是 b”。“所
有”的意思是，概念 A 的范围里所有的元素，都是 b。于是，“所有”其实
只是再次强调了子集关系。

在数学语言里，我们引进表示全称的符号：∀。它读作“任一”、“任
何”、“每个”。全命题：“所有 A 都是 b”可以记作“∀x ∈ A，x ∈ B”。它的
意思是“A 中任一元素都是 B 的元素”。也就是说，A 是 B 的子集。

如果我们说“有些 A 是 b”，我们要表达的意思是，A 的元素里，有些
元素是 b。这些元素构成 A 的子集，但不一定是 A。所以，有命题其实表
示 A 和 B 相交，交集不是空集。

在数学语言里，我们引进表示有称的符号：∃。它读作“存在”，“有”，“至
少有一个”。有命题“有些 A 是 b”可以记作“∃x ∈ A，x ∈ B”。它的意思
是“A 中至少有一元素是 B 的元素”。也就是说，A 和 B 的交集不是空集。
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左：有些鱼是海洋动物，右：所有的鱼都是动物。

举例来说，“所有偶数都是自然数”可以写作“∀x ∈ {偶数}，x ∈
{自然数}”，换句话说，偶数集是自然数集的子集。“有些偶数是 3 的倍
数”可以写作“∃x ∈ {偶数}，x ∈ {3的倍数}”，换句话说，偶数集和 3 的
倍数的集合相交，交集不是空集。

例题 3.3.1. 用代数的方法，表示加法和乘法的交换律、结合律。

解答. 加法的交换律：任意两个数相加，交换次序，和不变。把两个数用 a、
b 表示，加法交换律可以表示成：

∀ a, b, a+ b = b+ a.

加法的结合律：任意三个数相加，先把前两个数相加，或者先把后两个
数相加，和不变。把三个数用 a、b、c 表示，加法结合律可以表示成：

∀ a, b, c, (a+ b) + c = a+ (b+ c).

乘法的交换律：任意两个数相乘，交换次序，积不变。把两个数用 a、b
表示，乘法交换律可以表示成：

∀ a, b, a× b = b× a.

乘法的结合律：任意三个数相乘，先把前两个数相乘，或者先把后两个
数相乘，积不变。把三个数用 a、b、c 表示，乘法结合律可以表示成：

∀ a, b, c, (a× b)× c = a× (b× c).
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复合判断，也可以用集合的方式表达。

联言判断是多个判断的全判断。考虑这样的联言判断：A 不仅是 b，也
是 c。它表达的意思是，A不仅包含于性质 b对应的集合 B，也包含于性质
c 对应的集合 C。A 的元素同时在 B、C 中。换句话说，A 是 B、C 的交
集的子集。

一般来说，考虑关于概念 A 的联言判断，它表达的是 A 包含于多个性
质对应的集合的交集。如果把这些性质的集合记为 I，把每个性质对应的集
合记为 Bi，那么联言判断就是说，A 包含于它们的交集，记为：

A ⊆
⋂
i∈I

Bi.

或言判断是多个判断的有判断。考虑这样的或言判断：A 也许 b，也许
c。它表达的意思是，A 可能包含于性质 b 对应的集合 B，也可能包含于性
质 c 对应的集合 C。A 的元素至少在 B、C 中的一个里。换句话说，A 是
B、C 的并集的子集。

一般来说，考虑关于概念 A 的或言判断，它表达的是 A 包含于多个性
质对应的集合的并集。如果把这些性质的集合记为 I，把每个性质对应的集
合记为 Bi，那么或言判断就是说，A 包含于它们的交集，记为：

A ⊆
⋃
i∈I

Bi.

右图中，每个圈代表一个分支判断对应
的集合。联言判断对应着所有圈交叠的区域
（颜色最深的部分），而或言判断对应着所有
蓝色的区域的总和。

思考 3.3.1. 有个理发师，坚持只给那些不
给自己理发的人理发。那么，他是否该给自
己理发呢？
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习题 3.3.1.
1. 用代数的方法，表示乘法对加法的分配律。
2. 用代数的方法，表示乘方的运算法则。
3. 考虑假言判断：如果 A 是 b，那么 A 是 c。设性质 b、c 对应的集

合是 B、C，集合 A、B、C 之间有什么关系？
4. 从集合的角度，解释这句话：“如果全部 A 都是 b，那么有些 A 是

b”。

3.4 映射

我们用映射表示事物之间的对应关系。把一个事物对应到另一个事物，
可以理解为事物的变换或对事物进行操作。因此映射也叫做变换或操作。把
数量对应到数量的映射，叫做函数。

例子 3.4.1.
1. 把现有《道德经》各个版本和它的字数对应起来，就是一个映射：

王弼《老子道德经注》（通行本） −→ 5162字
河上公《道德经章句》 −→ 5201字
傅奕《道德经古本》 −→ 5450字
马王堆帛书甲本 −→ 5344字
马王堆帛书乙本 −→ 5342字
郭店楚墓本 −→ 2046字

2. 把事物对应到自己的映射叫做恒等映射或等映射。比如，把每个自
然数对应到自己的映射就叫自然数集上的恒等映射，也叫恒等函数。任何
非空集合上都有恒等映射。恒等映射的定义域和值域相同。

3. 把事物对应到同一个对象的映射叫做恒映射或常映射。比如，把任
意自然数对应到 0 的映射就是恒映射。



34 第三章 集合和映射

我们把映射涉及的事物用两个集合记录：出发集和到达集。映射把出
发集的一个元素对应到到达集的一个元素。用变量 x 指代出发集的元素，x

的取值在出发集里变化时，映射对应的元素也在到达集里变化，可以用变
量 y 表示。一般称 x 为自变量，y 为应变量。出发集和到达集都是数集的
时候，映射就叫做函数。

需要强调的是，映射可以把多个元素对应到同一个元素，但不会把一
个元素对应到多个元素。

映射把图形对应到它的颜色

如果把映射记作 f，那么可以用 y = f(x) 或 f : x 7→ y 表达“映射把
出发集的元素和到达集的元素对应起来”这件事。对出发集的元素 x 来说，
如果映射 f 把它和到达集的元素 y 对应起来，就说 y 是 x（经过 f 映射）
的值，记作 f(x) = y。

出发集中，某个映射涉及的元素集合称为映射的定义域；到达集里，某
个映射涉及的元素集合则称为映射的值域。定义域是出发集的子集，值域
是到达集的子集。
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举例来说，映射 f 的定义域是 {1, 2, 3, 4, 5}，它把 1, 2, 3, 4, 5 分别对应
到 6, 7, 8, 7, 6。那么它的值域是 {6, 7, 8}。具体来说，f(2) = 7，f(3) = 8。

每个一元式都可以用来定义映射。比如，设定定义域是自然数集 N 后，
代数式 4− 0.3x+ 9x2 + (1−x+2.69x4)

0.5x−1.385
就可以定义映射：

∀x ∈ N, x 7→ 4− 0.3x+ 9x2 +
(1− x+ 2.69x4)

0.5x− 1.385
.

如果把定义域设成另一个集合，比如 {1, 2, 3} 或全体偶数，就定义了另一
个映射。

我们知道，每个概念都对应某种集合。如果我们把这个集合作为定义
域或者出发集，那么，确定了定义域后，每个含有变量的简单性质判断就可
以定义一个映射。

比如，考虑这样一个命题：“{1, 2, 5, 6} 中的任何数 n 都能被 5 整除”。
我们可以看到，定义域是 {1, 2, 5, 6}，而“n 能被 5 整除”就可以定义以下
的映射：

∀n ∈ {1, 2, 5, 6}, n 7→ n能被 5整除。

这个映射从简单判断的主语出发。主语的概念对应集合 {1, 2, 5, 6}。

对集合中每个单独的元素 n，“n 能被 5 整除”这个判断要么是真的，
要么是假的。因此，如何我们考虑集合 {真,假}，那么这个集合就是上面的
映射的到达集，因为对每个 n来说，“n能被 5整除”这个判断要么是真的，
要么是假的。而它的值域就是集合 {真,假} 的子集。

“真”、“假”就是命题的真值，所以我们一般把这个集合称为真值集或
者二元集。很多时候，我们也会用 0 表示“假”，1 表示“真”À。

思考 3.4.1.
1. 全判断 ∀x ∈ A, P (x) 和映射 x 7→ P (x) 之间存在什么关系？

À也有的时候会反过来。
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习题 3.4.1.
1. 映射 f 的定义域是 {1, 2, 3}，值域是 {4, 5}。
1.1. 写出一个满足条件的映射 f。
1.2. 你能写出几个满足条件的映射 f？
2. 判断以下说法是否正确。
2.1. 到达集中的元素，总是映射的结果。
2.2. 出发集中的元素经过映射的值，总在映射的值域中。



第四章 有理数的运算

我们已经学过自然数和分数的运算。两个自然数可以做加法、减法和
乘法，任两个分数可以做加法、减法、乘法和（不为零的）除法。把自然数、
分数扩展到有理数后，两个有理数可以做加法、减法、乘法和不为零的除
法。

有理数的运算和自然数、分数相比，多了与负数有关的运算。为了讨论
方便，我们首先介绍一个表示负数的方法：每个负数都能表示成 −a 的形
式，其中 a 是它的相反数，是一个正数。

4.1 有理数的加减法

我们先来看与负数有关的加减法。按照负数的定义，任何负数 −a =

0− a。所以，一个数加上一个负数，就等于减去它的相反数：

b+ (−a) = b+ (0− a) = (b+ 0)− a = b− a.

换句话说，减去一个正数，就等于加上它的相反数。另一方面：

b− (−a) = b+ a− a− (−a) = b+ a+ (−a)− (−a) = b+ a.

换句话说，减去一个负数，也等于加上它的相反数。

两者可以用同一句话描述：减去一个数，等于加上它的相反数。

37



38 第四章 有理数的运算

b− a = b+ (−a)

减法化加法

换成相反数

于是，有理数的减法总可以转化为有理数的加法。

例子 4.1.1. 1. 计算：

(1). 3.4− (−2.1) (2). 2.8− (−5)

(3). 9.1− (−4.6) (4). 1.2− (−4.4)

2. 把以下减法改为加法：

(1). 3.4− 2.1 (2). 2.8− 5

(3). − 9.1− (−4.6) (4). − 1.2− (−4.4)

解答.
1.
(1). 3.4− (−2.1) = 3.4 + 2.1 = 5.5

(2). 2.8− (−5) = 2.8 + 5 = 7.8

(3). 9.1− (−4.6) = 9.1 + 4.6 = 13.7

(4). 1.2− (−4.4) = 1.2 + 4.4 = 5.6

2.
(1). 3.4− 2.1 = 3.4 + (−2.1)

(2). 2.8− 5 = 2.8 + (−5)

(3). − 9.1− (−4.6) = −9.1 + 4.6

(4). − 1.2− (−4.4) = −1.2 + 4.4

再来看两个有理数的加法。我们要计算：

a+ b
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如果两者都是正数，就是我们熟悉的分数加法。

如果两者都是负数，那么 −a、−b 都是正数：

0 = 0 + 0 = (a+ (−a)) + (b+ (−b)) = a+ b+ ((−a) + (−b)) .

因此，和是 (−a) + (−b) 的相反数。

如果 a、b 一正一负，不妨设 a 正 b 负À，于是 −b 是正数。

a+ b = a− (−b)

式子中 a 和 −b 都是正数。如果 a > −b，那么 a − (−b) 是正数。如果
a < (−b)，那么 a− (−b) 是负数。而由于：

0 = 0 + 0 = a− a+ (−b)− (−b) = (a− (−b)) + ((−b)− a) ,

因此 a − (−b) 和 (−b) − a 互为相反数。也就是说，a + b 是正数 (−b) − a

的相反数。

看得出，上面讨论中 a和 −b的大小关系很重要。为了方便总结，我们
引进绝对值的概念：

定义 4.1.1. 正数的绝对值是它自身，负数的绝对值是它的相反数。0 的绝
对值是 0。

按照这个定义，可以把前面讨论的结果简化：

如果两个有理数同为正数（负数），那么它们的和也是正数（负数），绝
对值是它们绝对值的和。如果两个有理数一正一负，那么它们的和的正负
与绝对值较大者的正负一致，和的绝对值是绝对值较大者减去绝对值较小
者的差。

总结两个有理数的加减法：

À如果 a 负 b 正，根据加法交换律，可以转化成 a 正 b 负的情形。
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1. 将减法转为加法。
2. 任何数与 0 相加都得到自身。
3. 计算两个数的绝对值。
4. 如果两个数同正负，取绝对值的和，加上对应的正负号。
5. 如果两个数一正一负，用较大的绝对值减去较小的绝对值，
加上绝对值较大的数的正负号。

例子 4.1.2. 计算：

(1). 3.4− (−2.1) (2). 2.8− 5 (3). − 7 + 2.3

(4). − 9.1 + (−4.6) (5). − 1.2 + 4.4 (6). − 0.9− 3.4

解答.
(1). 3.4− (−2.1) = 3.4 + 2.1 = 5.5

(2). 2.8− 5 = 2.8 + (−5) = −(5− 2.8) = −2.2

(3). − 7 + 2.3 = −(7− 2.3) = −4.7

(4). − 9.1 + (−4.6) = −(9.1 + 4.6) = −13.7

(5). − 1.2 + 4.4 = 4.4− 1.2 = 3.2

(6). − 0.9− 3.4 = −0.9 + (−3.4) = −(0.9 + 3.4) = −4.3

习题 4.1.1. 算一算：
1. 2.56− (−1.9)，(−4) + 3.29，10.8 + (−42.15).

2. −59.76 + 40.3，−2.8− 6.6，−5.09− (−2.9).

3. −1.76−(−5.21)−1.874，3.202−(−1.94)−1.57，2+(−9.18)−(20.354).

4. 3− 2− (−8) + (−2.2)，−8.1− ((−1.6)− 1.96 + (−3.9 + 1.203)).

4.2 有理数的乘除法

讨论有理数的乘除法，可以从最简单的情况开始：(−1)× 1 和 (−1)×
(−1)。按照定义，

0 = 0× 1 = (−1 + 1)× 1 = (−1)× 1 + 1× 1 = (−1)× 1 + 1.
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于是

(−1)× 1 = 0− 1 = −1.

同理，(−1)× 0 = 0。根据乘法交换律，1× (−1) = −1，0× (−1) = 0。

最后：

0 = 0× (−1) = (−1 + 1)× (−1)

= (−1)× (−1) + 1× (−1)

= (−1)× (−1)− 1.

于是 (−1)× (−1) = 1.

所以，−1 的乘法性质可以归纳为“负零得零，负正得负，负负得正”。

同理，把乘数换成一般的数，也有：

(−1)× a = 0− a = −a, (−1)× (−a) = 0− (−1)× a = a.

也就是说，一个数乘以 −1，总得到它的相反数。

从绝对值的角度来看，任何正数都等于它的绝对值，任何负数都等于
它的绝对值乘以 −1。换句话说，在乘法中，任何有理数都可以分成两部分
考虑：绝对值和正负号。

因此，两个有理数 a、b 相乘，可以分别把两部分相乘。比如：

(−3.3)× 6 = (−1)× 3.3× (+1)× 6 = ((−1)× (+1))× (3.3× 6).

其中 3.3、6 分别是乘数和被乘数的绝对值，−1 和 +1 是它们的正负号。

两个有理数的乘积，是两者绝对值的乘积，乘以两者正负号的乘积。绝
对值的乘积总是正数，正负号的乘积总是 ±1。因此，两个有理数的乘积，
绝对值是两者绝对值的乘积，正负号是两者正负号的乘积。具体来说，看
−1 的个数，就可以确定乘积的正负了。如果正负号都是正数，那么不需要
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考虑 −1的问题。如果两者一正一负，那么乘积是负数，如果正负号都是负
数，“负负得正”，于是乘积是正数。

如果乘数或被乘数是 0，结果是 0。

除法是乘法的逆运算。除以一个正有理数 a，等于乘以它的倒数：1
a
。我

们只需要把涉及负数的除法也转为乘法即可。

除数是负有理数 −a 的时候，我们首先找到 b ÷ (−a) 的商，也就是使
得 c× (−a) = b 的数 c。根据前面对乘法的推导，

b× (−1)× 1

a
= c× (−a)× (−1)× 1

a
= c× a× 1

a
= c

或者说

c = b×
(
(−1)× 1

a

)
= b×

(
−1

a

)
.

即

b÷ (−a) = b×
(
−1

a

)
.

最后，我们说明 − 1
a
是 −a 的倒数：

(−a)×
(
−1

a

)
= a× (−1)× (−1)× 1

a

= (−1)× (−1)× a× 1

a

= 1× 1 = 1.

所以，无论除数是正有理数还是负有理数，除以一个数，等于乘以它的
倒数。

b÷ a = b× 1

a

除法化乘法

换成倒数
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于是，有理数的除法总可以转化为有理数的乘法。

综上所述，可以这样总结有理数的乘除法：

1. 将除法转为乘法。
2. 任何数与 0 相乘都得到 0。
3. 计算两个数的绝对值。
4. 如果两个数同正负，取绝对值的乘积。
5. 如果两个数一正一负，取绝对值乘积的相反数。

例子 4.2.1. 计算：

(1). 3.3× (−5) (2). − 3
7
× (−5

6
) (3). (−2.4)× 1

6

(4). 4.8÷ (−1.6) (5). − 3
7
÷ (− 5

14
) (6). (−2.8)÷ 2

3

解答.
(1). 3.3× (−5) = −(3.3× 5) = −16.5

(2). − 3
7
× (−5

6
) = 3

7
× 5

6
= 5

14

(3). (−2.4)× 1
6
= −(2.4× 1

6
) = −0.4

(4). 4.8÷ (−1.6) = 4.8× (−5
8
) = −(4.8× 5

8
) = −3

(5). − 3
7
÷ (− 5

14
) = −3

7
× (−14

5
) = 3

7
× 14

5
= 1.2

(6). (−2.8)÷ 2
3
= (−2.8)× 3

2
= −(2.8× 3

2
) = −4.2

习题 4.2.1.
算一算：
4.51× (−2.2)，(−1.2)× (−3.9)，(−1.8)× 0.8.

1.98÷ (−0.3)，−2.8÷ (−0.7)，5.2÷ (3÷ (−1.5)), (−3)÷ (0.5× (−2.4)).

思考：
1. 为什么“任何数与 0 相加都得到自身”？
2. 为什么“任何数与 0 相乘都得到 0”？
3. 为什么说“涉及负数的乘法也满足交换律和分配律”？



44 第四章 有理数的运算

4.3 数轴

为了直观表示有理数，我们引入数轴的概念。

从左往右画一条直线，在直线上取一点表示 0，称为原点。选择适当长
度作为单位长度，规定右边是正方向，往右移动一个单位长度就是“+1”。

从原点出发往右移动，每移动一个单位长度就是“+1”。因此，每隔单
位长度取一个点，就可以表示出 1, 2, 3 · · ·。相对的，往左移动一个单位长
度就是“−1”，类似可以表示出 −1,−2,−3 · · ·。这就是数轴。

数轴可以用来做加减法。比如，计算 3+2，可以先在数轴上找到 3，然
后向右移动 2 个单位长度，到达 5 对应的点，这说明 3 + 2 = 5。

数轴上的点，越往右就越大，越往左就越小。正数都在 0 右边，负数
都在 0 左边。比较两个数的大小，可以在数轴上找对应的点：靠右的比较
大，靠左的比较小。

思考 4.3.1.
1. 数轴的用法和有理数的运算法则是否有矛盾？
2. 所有的有理数都在数轴上吗？怎么在数轴上找到一个有理数？



第五章 代数式的运算

代数式是含有变量的算式。代数式的运算和数式并没有区别。毕竟，代
数式里的变量只是用来代替数的。对代数式做运算，使用和数式运算一样
的规则：加法结合律、乘法结合律、加法交换律、乘法交换律，以及乘法对
加法的分配律。

5.1 整式的运算

与整式有关的计算，一个常见的目标是把式子展开，也就是把几个整
式的乘积转成一个整式：单项式或多项式。展开整式，可以按照以下步骤操
作：

• 用分配律把整式乘积转为整式中各项的乘积之和。
• 合并同类项（用到结合律和交换律）。

例子 5.1.1. 计算：
1. 展开并化简 (a+ b)(a− b)
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解：

(a+ b)(a− b) = a · (a− b) + b · (a− b) (分配律展开)

= a · a− a · b+ b · a− b · b

= a2 + (−1 + 1)ab− b2 (合并同类项)

= a2 + 0ab− b2

= a2 − b2

2. 展开并化简 (a2 + ab− b2)(a− b)

解：

(a2 + ab− b2)(a− b)

= a2 · (a− b) + ab · (a− b) + (−b2) · (a− b) (分配律展开)

= a2 · a− a2 · b+ ab · a− ab · b+ (−b2) · a+ (−b2) · (−b)

= a2 · a− a2 · b+ a2b− ab2 − b2 · a+ b2 · b

= a3 + (−1 + 1)a2b+ (−1− 1)ab2 + b3 (合并同类项)

= a3 + 0a2b− 2ab2 + b3

= a3 − 2ab2 + b3

在第一个例子中，我们首先把 a− b 看成一个整体，把 a+ b 看成两项
相加。使用分配律，就把 (a + b)(a− b) 转为 a · (a− b) 与 b · (a− b) 的和。
接下来，我们把 a− b 看成两项相减，再次使用分配律，就把 (a+ b)(a− b)

完全转成若干项的和：

a · a− a · b+ b · a− b · b

接着，我们合并同类项。使用交换律，可以知道 ab = ba，所以这两项是同
类项，可以合并。合并后，系数是 −1 + 1 = 0，所以这 ab 项被消去了。剩
下的两项无法合并同类项了。于是我们最后得到：

(a+ b)(a− b) = a2 − b2.
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第二个例子中的计算步骤也是如此。需要注意的是，展开 (−b2) · (a− b)

这样带有多个减号（负号）的式子时，要仔细处理正负号。为了防止出错，
可以先将容易出错的减法转为加法。比如，计算 ab− b(a− c)时，可以把它
化为：ab+ (−b) · (a+ (−c))。使用分配律展开各项之后，再用“负正得负，
负负得正”的法则，消去负号，化简各项。比如，展开 ab− b(a− c)：

ab− b(a− c) = ab+ (−b) · (a+ (−c)) (减法化加法)

= ab+ (−b) · a+ (−b) · (−c) (分配律展开)

= ab− ba+ bc (消去负号)

= bc.

另一种常见的代数式计算叫做变量代换。我们知道，变量是用来代替
数的。其实，变量也可以用来代替变量。用变量代替变量，可以变化代数式
的形式，很多时候，可以帮助我们更好地理解事物间的关系。

举例来说，我们想展开 (a− 2b+ 1)(a− 2b− 1)，除了像上面的例子一
样直接使用分配律然后合并同类项，还有什么别的方法吗？

我们可以观察到，这个式子是两个整式的乘积，第一个是 a − 2b 与 1

的和，第二个是 a− 2b 与 1 的差。于是，我们可以把 a− 2b 看成一个整体，
把 1 看成一个整体。我们用变量 x 代替 a− 2b，y 代替 1，那么原式就变成
了 (x+ y)(x− y)，于是等于 x2 − y2。

我们再把 x和 y代替的变量和数代回去，就得到原式等于 (a−2b)2−12。
12 = 1，所以我们现在只需要展开 (a− 2b)2 了。展开 (a− 2b)2：

(a− 2b)2 = (a− 2b)(a− 2b)

= (a− 2b) · a− (a− 2b) · 2b

= a2 − 2b · a− a · 2b+ 2b · 2b

= a2 + (−2− 2)ab+ 4b2

= a2 − 4ab+ 4b2
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因此，

(a− 2b+ 1)(a− 2b− 1) = (a− 2b)2 − 1 = a2 − 4ab+ 4b2 − 1.

数学中常用的整式等式：
1. (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab

2. (a− b)2 = a2 + b2 − 2ab

3. (a+ b)(a− b) = a2 − b2

4. (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

5. (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

6. a3 + b3 = (a2 − ab+ b2)(a+ b)

7. a3 − b3 = (a2 + ab+ b2)(a− b)

8. (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca

9. (a+ b)(a+ c) = a(a+ b+ c) + bc

10. (a+ b)(b+ c)(c+ a) + abc = (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)

11. a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

习题 5.1.1.
1. 展开并化简：
1.1. (4a+ 2b− 1)(a− 3b+ 1).

1.2. (a+ b2 − b− 2a2)(a2 − 2b2 + a+ b).

2. 验证以下等式：
2.1. (a+ b)2 + (a− b)2 = 2a2 + 2b2.

2.2. a4 + a2 + 1 = (a2 + a+ 1)(a2 − a+ 1).

2.3. 3(a− b)(b− c)(c− a) = (a− b)3 + (b− c)3 + (c− a)3

3. 求以下代数式中 x3 的系数：
3.1. (x− 2)5.

3.2. (x2 − x+ 1)(x3 − x2 + 2x− 1).
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5.2 分式的运算

和分数一样，分式运算常见的目的有约分和通分。约分是把分子和分
母中共有的式子消去，让分式更简洁。无法继续约分的分式叫做既约分式。
通分是让几个分式的分母相同，以便相加。约分和通分的方法和分数相同。

例子 5.2.1. 通分：
1. b+c

a
+ c+a

b
+ a+b

c

解：

b+ c

a
+

c+ a

b
+

a+ b

c
=

(b+ c)bc+ (a+ c)ac+ (a+ b)ab

abc

=
a2b+ b2c+ c2a+ ab2 + bc2 + ca2

abc

2. a+2b
a+b−1

− a+b+1
a−b+1

解：

a+ 2b

a+ b− 1
− a+ b+ 1

a− b+ 1
=

(a+ 2b)(a− b+ 1)− (a+ b+ 1)(a+ b− 1)

(a+ b− 1)(a− b+ 1)

=
a2 − ab+ a+ 2ab− 2b2 + 2b− (a2 + 2ab+ b2 − 1)

(a+ b− 1)(a− b+ 1)

=
−ab− 3b2 + a+ 2b+ 1

(a+ b− 1)(a− b+ 1)

习题 5.2.1.
1. 通分：
1.2. 1

a+b
+ 1

2a−b
.

1.2. a2

a+1
+ a+1

a−1
.

1.1. a+b
a+b+c

+ c−a
a+b−c

.

2. 验证以下等式：
2.1. 1

a+b
+ 1

a−b
= 2a

a2−b2
.

2.2. a
a+b

+ b
a−b

= a2+b2

a2−b2
.
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3. 求以下代数式中 x 的系数：
3.1. (x2 − 1

x
)5.

3.2. (x− x2 − 1
x
+ 1)(x2 + x+ 3− 2

x
).



第六章 从变量到方程（下）

6.1 一元一次方程

例子 6.1.1. 根据以下问题，设未知数并列出方程：
(1). 用一条 50 厘米长的丝带给一个正方形的盒子包装，捆好一周后，还有
26 厘米可以用于打结。盒子的边长是多少？
(2). 把一箱书分给某组学生阅读。如果每人分 3 本，则剩余 20 本；如果每
人分 4 本，则还差 16 本。这个班有多少学生？

解答.
(1) 解：设盒子的边长是 x 厘米，列方程：

4x+ 26 = 50.

(2) 解：设这个班有 x 个学生，列方程：

3x+ 20 = 4x− 16.

以上的方程都有这样的性质：恰好含有一个变量来表示未知数，而且
含有变量的项都是一次项。这样的方程叫做一元一次方程。一元一次方程是
由关于未知数的一元一次式构成的方程，它的一般形式是：ax+ b = cx+ d。
其中变量 x 是方程的未知数，a, b, c, d 称为方程的系数。实际的问题中，系
数 a, b, c, d 是已知数，根据等式的基本性质，我们可以求出未知数 x 的值。
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首先，我们把含有变量 x 的项移到等式一边，把常数项移到等式另一
边。利用等式的基本性质，我们将等式两边同时减去 b，再同时减去 cx，得
到 ax− cx = d− b。

ax 和 cx 都是只含有 x 的一次项，它们之间只差一个系数，所以可以
合并同类项：ax− cx = (a− c)x。

如果 a 6= c，那么可以把等式两边同除以 a− c，得到 x = d−b
a−c
。这就是

方程的解。

如果 a = c，那么我们得到 0 = d− b。如果 b 6= d，那么这个等式总是
不成立的。任何 x 的值都不能使等式成立。我们说方程无解。如果 b = d，
那么我们得到 0 = 0。这个等式总是成立的。任何 x 的值都能使等式成立。
我们说方程有任意解。

使方程的等式成立的值是一个集合，称为它的解集。我们把上面的说
法用集合的说法再表述一次：方程无解，就是说方程的解集是空集。方程有
任意解，就是说方程的解集是全集。方程有唯一解 x = d−b

a−c
，就是说方程的

解集就是 {d−b
a−c

}。

解答. 按这个方法，我们可以解以上两个问题中的方程：
(1) 解：设盒子的边长是 x 厘米，列方程：

4x+ 26 = 50.

等式右边没有含变量的项，我们将等式两边同时减去 26，得到：

4x = 50− 26.

即：

4x = 24.

再将等式两边同时除以 4，就得到解：x = 6。
答：盒子的边长是 6 厘米。
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(2) 解：设这个班有 x 个学生，列方程：

3x+ 20 = 4x− 16.

将等式两边同时减去 20，再将等式两边同时减去 4x，得到：

3x− 4x = −20− 16.

左边合并同类项，右边计算减法，就得到：

−x = −36.

再将等式两边同时除以 −1，就得到解：x = 36。
答：这个班有 36 个学生。

我们可以这样总结一元一次方程 ax+ b = cx+ d 的解：



a 6= c 有唯一解： d−b
a−c

a = c


b 6= d 无解

b = d 有任意解

思考 6.1.1. 以下方程如何求解？
ax+ b

cx+ d
= 1

它的解有哪些情况？试和一元一次方程对比。

6.2 一元一次不等式

例子 6.2.1. 根据以下问题，设未知数并列出不等式：
(1). 海水的盐度是 0.351%，生理盐水的盐度是 0.9%，一千克海水中至少要
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加入多少克纯水，才能让盐度降到生理盐水的盐度以下？
(2). 100 亩地规划种植葡萄。食用葡萄每亩年收益为 0.4 万元，酿酒葡萄每
亩年收益为 0.6 万元。规划年收益 52 万元。要如何安排种植？

解答.
(1) 解：设要加 x 克水，题目条件可以写成：

1000× 0.351%
1000 + x

< 0.9%.

由题目条件，可以假设 1000 + x 是正数，两边乘以左式分母，得到：

1000× 0.351% < 0.9% × (1000 + x).

(2) 解：设 x 亩地种食用葡萄，那么 100− x 亩地种酿酒葡萄，题目条件可
以写成：

0.4× x+ 0.6× (100− x) ⩾ 52.

一元一次不等式和一元一次方程很像，也涉及关于变量的一元一次式。
一元一次方程中，两个一元一次式有相等关系，一元一次不等式中，两个一
元一次式有不等关系。区别在于，相等关系只有一种，而不等关系有两类四
种。

不等式的基本性质和等式有什么共同点，又有什么区别呢？

例子 6.2.2. 观察以下不等式，你能发现什么规律？
(1). 2 < 3, 3 < 4, 6 < 7

(2). 4 ⩽ 7, 6 ⩽ 10.5, 1.2 ⩽ 2.1, 28 ⩽ 49

(3). 3 < 5, 9 < 15, −6 > −10, −0.36 > −0.6

(4). − 7 ⩽ 1, 7 ⩾ −1, −1.4 ⩽ 0.2, 1.19 ⩾ −0.17

等式的基本性质是：等式两边加、减、乘、除以同一个量，成立的等式
仍然成立。
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不等式两边加减同一个量，成立的不等式仍然成立。不等式两边乘以
或除以同一个量，成立的不等式不一定成立。

我们观察到，只有当不等式两边同时乘以或除以正数的时候，不等式
仍然成立；不等式两边同时乘以或除以负数的时候，不等式不再成立，反号
的不等式反而成立。

为什么乘除法和加减法有这样的区别呢？我们可以看以下的例子：

例子 6.2.3. 观察以下的式子，不等关系之间有什么联系？
(1). 2 < 3, 3 > 2, −2 > −3, −3 < −2

(2). 4 ⩽ 7, 7 ⩾ 4, −7 ⩽ −4, −4 ⩾ −7

一般来说，两个数 a, b 的不等关系是互反的：如果 a < b，那么 b > a，
反之亦然；如果 a ⩽ b，那么 b ⩾ a，反之亦然。左右边互换的时候，不等
号要反过来。而两个数的相等关系是对称的：如果 a = b，那么 b = a。左
右边互换的时候，等号仍然是等号。

从 2 < 3 到 −2 > −3，可以理解为两边同时乘以 −1；也可以理解为两
边同时减去 2，再同时减去 3，然后左右边互换。左右边互换时，不等式反
号。如果两个数相等，那么左右边互换时不需要反号，或者说，等号的反号
仍然是等号（因此说相等关系是自反的）。

追根究底，不等关系反映了数与数之间的顺序，相等关系反映了数与
数之间有共同之处。它们代表了数的不同性质。

一元一次不等式的解法，思路和一元一次方程类似。我们都希望把一
次项整理到不等式一边，把常数项整理到不等式另一边，然后合并同类项，
最后两边同时除以变量 x 的系数，求出 x 的解。

因此，在处理一元一次不等式的时候，可以有两种方式。要么用加减法
使一次项的系数变成正数，然后两边同时除以系数得到解。这个方法不需
考虑做除法时不等式反号的问题；要么不要求一次项的系数是正数，两边
同时除以一次项系数的时候，视情况决定不等号是否要反号。
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解答. 按这个方法，我们可以解以上两个问题中的不等式：
(1) 解：设要加 x 克纯水，题目条件可以写成：

1000× 0.35%
1000 + x

< 0.9%.

由题目条件，可以假设 1000 + x 是正数，两边乘以左式分母，得到：

1000× 0.351% < 0.9% × (1000 + x)

3.51 < 9 + 0.009x

3.51− 0.9 < 0.009x

2.61 < 0.009x

两边同时除以正数 0.009，得到：

2.61

0.009
< x

即：
x >

2.61

0.009
= 290.

此时 1000 + x > 1290 > 0，符合假设。
答：至少要加 290 克纯水。
(2) 解：设 x 亩地种食用葡萄，那么 100− x 亩地种酿酒葡萄，题目条件可
以写成：

0.4× x+ 0.6× (100− x) ⩾ 52

0.4x− 0.6x+ 60 ⩾ 52

−0.2x ⩾ 52− 60

−0.2x ⩾ −8

一次项系数 −0.2 是负数，所以两边同时除以 −0.2，不等式反号：

x ⩽ −8

−0.2
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得到 x ⩽ 40。由问题条件，x 还需要满足 0 ⩽ x ⩽ 100，所以解为：x ⩽ 40

且 0 ⩽ x ⩽ 100，也就是 0 ⩽ x ⩽ 40.
答：至多 40 亩地种食用葡萄，其余的地种酿酒葡萄。

可以看到，一元一次不等式的解与一元一次方程的解是不一样的。一
元一次方程的解总是单元集、全集或空集，一元一次不等式的解一般既不
是全集、也不是单元集或空集。

另外要注意的是，在解决实际问题的时候，往往需要根据题目条件做
一些额外的假设，才能列出方程或不等式。解完方程、不等式后，应该及时
检验得到的解，看是否能让这些假设成立。

综上所述，可以这样总结解一元一次不等式的方法：

方法一：
1. 通过两边同时加减法，将一次项移到不等式一边，将常数项
移到另一边，并保证一次项系数不是负数。
2. 如果一次项系数等于 0，比较不等式两边：
2.1. 如果不等式成立，则原不等式有任意解。
2.2. 如果不等式不成立，则原不等式无解。
3. 如果一次项系数大于 0，将两边同时除以一次项系数，得到
不等式的解。

方法二：
1. 通过两边同时加减法，将一次项移到不等式一边，将常数项
移到另一边。
2. 如果一次项系数等于 0，比较不等式两边：
2.1. 如果不等式成立，则原不等式有任意解。
2.2. 如果不等式不成立，则原不等式无解。
3. 如果一次项系数大于 0，将两边同时除以一次项系数，得到
不等式的解。
4. 如果一次项系数小于 0，将两边同时除以一次项系数，并将
不等式反号，得到不等式的解。
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思考 6.2.1. 以下不等式如何求解？

ax+ b

cx+ d
< 1

它的解和一元一次不等式有什么不同？


