
第三册

大青花鱼



2



目录

第一章 相似三角形 7

1.1 平行与相似 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 判定相似关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 相似三角形性质与应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

第二章 三角形的四线五心 15

2.1 垂直平分线和外心 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 垂线和垂心 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 角平分线、内心和旁心 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 中线和重心 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

第三章 归纳和反证 21

3.1 反证法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 归纳法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3 无穷 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3



4 目录

第四章 方根和实数 33

4.1 方根 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2 无理数和实数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.3 方根的乘除法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.4 二次方根的估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

第五章 图形和坐标 41

5.1 平面直角坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5.2 轴对称和中心对称 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.3 对称之间的关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

第六章 函数初步（上） 47

6.1 正比例函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.2 一次函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

6.3 直线与平移 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6.4 一次函数、方程和不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.5 区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.6 一元一次不等式组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

第七章 多变量的问题 61

7.1 二元一次方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

7.2 消元法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62



目录 5

7.3 多元一次方程组举例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

7.4 图像法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66



6 目录



第一章 相似三角形

形状一样，大小不同，我们把这样的关系称为相似关系。三角形之间自
然也存在相似关系。如果两个三角形对应的内角都相等或都相反，就说它
们同角相似或反角相似，统称相似。一般用 ∼和 ∽表示两个三角形同角和
反角相似。如果不要求区分，可以只用 ∼ 表示相似。

相似关系比全等关系的要求宽松一些。只要两个三
角形全等，它们必然相似。反之，两个三角形相似，它
们未必全等。

1.1 平行与相似

我们已经学习过相似关系的基本公理：

公理. 放缩公理从一点 A出发的两条射线，每条线上取两点：B,D和 C,E。
如果

|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

,

那么，
|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

=
|BC|
|DE|

,

而且 ∠ABC = ∠ADE，∠ACB = ∠AED。
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8 第一章 相似三角形

放缩公理说明，从一点出发的两条射线被两条直线所截，如果截得的
线段成相同的比例，那么这两条直线平行。注意到两条平行线截出了两个
三角形：4ABC 和 4ADE，它们的三个内角分别相等。所以 4ABC 和
4ADE 相似。我们把 |AB|

|AD| 称为两者的相似比。

反之，通过平行公理可以推出，如果从一点出发的两条射线被两条平行
直线所截，那么截得的线段成相同的比例，截得的三角形相似。甚至，“射
线”可以改为“直线”。

证明： 设从一点 O 出发的两条直线 m、n被两平行
直线 li、lj 所截。截点分别是 Mi、Mj 和 Ni、Nj。

如果所截的点在 O 两侧，那么作截点在 O 另一
侧等长的点。

比如，Mi、Mj 在直线 m上 O 的两侧，就作M ′
i

使得 M ′
i 和 Mj 在 O 同侧。

如果 M ′
i、Mj 重合，说明 |OMi| = |OMj|。又

|ON ′
i | = |ONi|，所以 4OMiNi 和 4OMjN

′
i 全等，∠ONiMi = ∠ON ′

iMj。
内错角相等，这说明 MjN

′
i // li。根据平行公理，MjN

′
i 就是直线 lj，因此

N ′
i 就是 lj 与 M 的交点，也就是 Nj。于是 4OMjN

′
i 就是 4OMjNj，两

者相似。截得线段比：
|OMi|
|OMj|

=
|ONi|
|ONj|

.

如果 M ′
i、Mj 不重合，根据上面的证明，我们只需要考虑所有截点都

在 O 同侧的情况，即把 N ′
i、M ′

i 当作 Ni、Mi。这时，可以把 m、n 看作
射线。

在射线 m 上取一点 P，使得 |OP | = |ONi||OMj |
|OMi| 。这样，

|OP |
|OMj|

=
|ONi|
|ONj|

.
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因此，根据放缩公理，

|OP |
|OMj|

=
|ONi|
|ONj|

=
|NiP |
|NjMj|

.

而且 ∠ONiP = ∠ONjMj。同位角相等，这说明 NiP // lj。根据平行公理，
NiP 就是 li，P 就是 Mi。也就是说，li、lj 截得的线段成相同的比例，截
得的三角形相似。

□

一般来说，如果两个三角形相似，它们对应的边是否成比例呢？

定理 1.1.1. 三角形相似，则相等内角的对边成比例。

证明： 设有三角形：4ABC ∼ 4A′B′C ′，即 ∠BAC = ∠B′A′C ′，∠CBA =

∠C ′B′A′，∠BCA = ∠B′C ′A′。在射线 AB 上找一点 D，使得 |AD| = |A′B′|，
在射线 AC 上找一点 E，使得 |AE| = |A′C ′|。根据“边角边”，4ADE '
4A′B′C ′。于是，∠DEA = ∠B′C ′A′ = ∠BCA。同位角相等，即 DE // BC。
因此

|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

=
|BC|
|DE|

.

即
|AB|
|A′B′|

=
|AC|
|A′C ′|

=
|BC|
|B′C ′|

.

如果 4ABC ∽ 4A′B′C ′，同样方法作出的 4ADE ⋍ 4A′B′C ′。于是通过
类似推理可以得到相同的结论。 □

1.2 判定相似关系

如何判断两个三角形是否相似呢？方法和判断三角形是否全等差不多。
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定理 1.2.1. 给定4ABC 和4A′B′C ′。如果 ∠BAC = ∠B′A′C ′或 ∠BAC =

∠C ′A′B′ 成立，且
|AB|
|A′B′|

=
|AC|
|A′C ′|

,

那么 4ABC 和 4A′B′C ′ 相似。

这显然是放缩公理的直接应用。在射线 AB、AC 上分别找到点 D 和
E，使得 |AD| = |A′B′|，|AE| = |A′C ′|，根据“边角边”，4ADE ∼= 4A′B′C ′。
于是根据放缩公理，4ABC 和 4ADE 相似，故而和 4A′B′C ′ 相似。我
们把这个判断方法也简称为“边角边”。和全等三角形“边角边”一样，
∠BAC = ∠B′A′C ′ 和 ∠BAC = ∠C ′A′B′ 的情况分别对应同角和反角相
似。

判定全等的“角边角”则化为显然的结论：如果两个三角形有两个内角
分别相等，则它们相似。

最后，“边边边”则对应定理 1.1.1的逆命题：

定理 1.2.2. 三角形对应的三边成比例，则它们相似。

证明： 设 4ABC 和 4A′B′C ′ 满足：

|AB|
|A′B′|

=
|AC|
|A′C ′|

=
|BC|
|B′C ′|

.

在在射线 AB 上找一点 D，使得 |AD| = |A′B′|，在射线 AC 上找一点 E，
使得 |AE| = |A′C ′|。则

|AB|
|AD|

=
|AB|
|A′B′|

=
|AC|
|A′C ′|

=
|AC|
|AE|

,

根据放缩公理，
|AB|
|AD|

=
|AC|
|AE|

=
|BC|
|DE|

,
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这说明

|DE| = |BC| · |AD|
|AB|

=
|BC| · |A′B′|

|AB|
= |B′C ′|.

根据“边边边”，4ADE ∼= 4A′B′C ′。因此 4ABC ∼ 4A′B′C ′。 □

我们把这个结论也简称为“边边边”。和判定三角形全等的“边边边”
一样，我们无法确定是同角相似还是反角相似。

1.3 相似三角形性质与应用

相似三角形性质在研究一般三角形性质的时候很
有用，因为，我们接下来会看到，三角形里面有很多有
趣的相似现象。

定理 1.3.1. 三角形顶点和对边中点确定的直线称为该
边的中线。设 4ABC 的边 AB 中点为 M，边 AC 的
中点为 N，过 M 的中线 CM 和过 N 的中线 BN 交
于一点 P，则

|BP |
|PN |

=
|CP |
|PM |

= 2.

证明： 从已知条件可以得到：

|AM |
|AB|

=
|AN |
|AC|

=
1

2
.

因此，作辅助线 MN。根据放缩公理，4AMN ∼ 4ABC，相似比为 1
2
。即

|BC| = 2|MN |。此外还推出 MN // BC，因此，4PMN ∼ 4PCB。因而
有

|BP |
|PN |

=
|CP |
|PM |

=
|BC|
|MN |

= 2.

□
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MN 也叫做关于边 BC 的中位线。另外要注意的
是：我们只知道点 P 把中线分成长度 2 : 1 的两段，并
不知道中线本身有多长。

定理 1.3.2. 设三角形 4ABC 的内角 ∠BAC 的角平
分线交对边于 P，则

|BP |
|PC|

=
|BA|
|AC|

.

证明： 过 C 作 AP 的平行线，与射线 BA 交于点 D。CD // AP，所以
同位角 ∠BAP = ∠BDC，内错角 ∠PAC = ∠DCA。而 AP 是角平分线，
所以 ∠BAP = ∠PAC。于是 ∠BDC = ∠DCA，4ACD 是等腰三角形，
|AC| = |AD|。
另一方面，CD // AP，所以 4BAP ∼ 4BDC，因此，

|BP |
|PC|

=
|BA|
|AD|

=
|BA|
|AC|

.

□

我们利用角平分线的性质构造了一个等腰三角形。
这是与角平分线相关的问题中常见的思路。相应地，也
可以过 B 作 AC 的平分线，和 AP 交于点 E，并证明
4ABE 是等腰三角形。

定理 1.3.3. 射影定理 直角三角形 ABC 中，∠A 是直角。作 A 到 BC 的
垂线，垂足为 H。则

|AB|2 = |BH| · |BC|, |AC|2 = |CH| · |BC|,

且

|AH|2 = |BH| · |CH|.
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证明： ∠AHB 和 ∠BAC 都是直角。∠HBA = ∠CBA，∠AHB = ∠BAC，
所以 4HBA ∼ 4ABC。因此，

|BH|
|BA|

=
|BA|
|BC|

,

即

|AB|2 = |BH| · |BC|.

同理，∠ACH = ∠ACB，∠CHA = ∠BAC，所以 4HAC ∼ 4ABC。因
此，

|CH|
|AC|

=
|CA|
|BC|

,

即

|AC|2 = |CH| · |BC|.

从 4HBA ∼ 4ABC 可以推出 ∠BAH = ∠ACB，从 4HAC ∼ 4ABC 可
以推出 ∠HAC = ∠CBA，因此，4HAC ∼ 4HBA。于是，

|BH|
|HA|

=
|AH|
|HC|

,

即

|AH|2 = |BH| · |CH|.

□

射影定理是一个十分有用的结论。它的本质是直角三角形中的相似关
系：4HAC ∼ 4HBA ∼ 4ABC。

定理 1.3.4. 勾股定理 直角三角形 ABC 中，∠A 是直角。则

|AB|2 + |AC|2 = |BC|2.
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证明： 作 A 到 BC 的垂线，垂足为 H。根据射影定理，

|AB|2 = |BH| · |BC|, |AC|2 = |CH| · |BC|,

这说明

|AB|2 + |AC|2 = |BH| · |BC|+ |HC| · |BC| = (|BH|+ |HC|) · |BC|

即
|BC|2 = |AB|2 + |AC|2.

□

勾股定理是数学中非常重要的定理，也是非常有名的定理。它的证明
方法有四百多种，涉及各种各样的技巧和知识。勾股定理在西方也称为毕
达哥拉斯定理。

从勾股定理出发，可以得出这样的推论：

推论 1.3.0.1. 垂距定理 记直线 l 外一点 P 到直线 l 的垂足为 DP，那么 P

到 l 上任一点 Q 的距离，不小于它到 DP 的距离。

|PQ| ⩾ |PDP |.

如果 Q 6= DP，那么 |PQ| > |PDP |。

定义 1.3.1. 点到直线的距离 一点 P 到直线 l 的距离，就是它到 l 上所有
点距离的最小值。

根据垂距定理，记 P 到直线 l 的垂足为 DP，那么点 P 到 l 的距离就
是 |PDP |。

思考 1.3.1.
1. 能不能定义一条直线到另一条直线的距离？如果能，怎么定义？如

果不能，为什么？

习题 1.3.1.
1. 证明垂距定理。



第二章 三角形的四线五心

证明三角形性质的时候，我们用到了三角形的中点和辅助线。三角形
的特殊点和相关辅助线对我们了解三角形的性质是很有帮助的。接下来我
们会介绍四种常见的特殊点和相应的辅助线。它们一般合称为三角形的四
线。

2.1 垂直平分线和外心

垂直平分线定理告诉我们，三角形每条边都对应一条称为垂直平分线
的直线。这条直线是到它的两个端点距离相等的点的集合，是过它的中点，
且与它垂直的直线。三角形的三边，对应三条垂直平分线。这三条垂直平分
线有什么联系呢？

我们先看两条垂直平分线的关系。给定三角形 ABC，记顶点 A对边的
垂直平分线为 p(A)，B 对边的垂直平分线为 p(B)。按照定义，p(A)垂直于
直线 BC，p(B)垂直于直线 AC。如果 p(A)和 p(B)相交于点 O，那么因为
O 在 p(A)上，|OB| = |OB|；同理，也有 |OA| = |OC|。于是 |OA| = |OB|，
O 也在 C 对边的垂直平分线 p(C) 上。也就是说，三角形三边的垂直平分
线都交于点 O。

那么，p(A) 和 p(B) 是否总相交呢？两条直线要么相交，要么平行或
重合。如果 p(A) 和 p(B) 平行或重合，根据垂直定理及推论，直线 BC 和

15
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AC 平行或重合。因此，要么 A,B,C 共线，这时我们说三角形退化为直线；
要么 p(A) 和 p(B) 相交。

定理 2.1.1. 外心定理（非退化的）三角形三边的垂直平分线交于一点，称
为三角形的外心。

按照定义，外心到三角形三个顶点的距离相同。

2.2 垂线和垂心

垂线定理告诉我们，过三角形每个顶
点，都有唯一垂直于对边的直线。我们把
A到对边 BC 的垂线记为 h(A)，B到 CA

的垂线记为 h(B)，C 到 AB 的垂线记为
h(C)。它们也叫三角形的高线。对应的垂
足记为 HA、HB、HC。这三条直线有什
么关系呢？

定理 2.2.1. 垂心定理（非退化的）三角形三边的垂线交于一点，称为三角
形的垂心。

证明： 如右图，过三角形顶点 A,B,C 分别作平行于对边的直线，它们两
两相交于 D,E, F。∠BAC 和 ∠ECA是内错角，所以相等。同理，∠ACB =

∠CAE。此外 |AC| = |CA|。因此，根据“角边角”，4ABC ∼= 4CEA。于
是 |CE| = |AB|，|AE| = |BC|。
类似地，有 4ABC ∼= 4DCB，4ABC ∼= 4BAF。因此，|CD| = |AB|，
|BD| = |AC|，|BF | = |AC|，|AF | = |BC|。进而可得，A是线段 EF 中点，
B 是线段 DF 中点，C 是线段 DE 中点。垂线 h(A), h(B), h(C) 分别是三
角形 DEF 三边的垂直平分线。根据外心定理 2.1.1，它们交于一点。 □
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习题 2.2.1.
给定三角形 ABC 的垂心 H，
1. 证明：B 是三角形 ACH 的垂心。
2. A,B,C,H 四点之间有什么关系？
过锐角三角形 ABC 的顶点 A 作 BC 的垂线，交 BC 于点 HA。
1. 请用 |AHA|、|BC| 和 |HAC| 表示 |AC| 和 |AB|。
2. |AC|2 和 |AB|2 + |BC|2 有什么关系？
3. 如果 4ABC 是钝角三角形，∠C 是钝角，你能得到什么结论？
4. 请写出勾股定理的逆命题。它是否成立？

2.3 角平分线、内心和旁心

三角形每个内角和外角都有角平分线，分别叫
内角平分线和外角平分线。

定理 2.3.1. 内心定理 （非退化的）三角形内角的平分
线交于一点，称为三角形的内心。

证明： 设 4ABC 的内角：∠B 和 ∠C 的平分线交于一点 I，作 I 到三角形
三边的垂线，设垂足分别为 IA、IB、QC。根据角平分线定理，|IAI| = |IBI|、
|IAI| = |ICI|。所以 |ICI| = |IBI|，根据角平分线定理的逆定理，I 也在 ∠A
的平分线上。 □

三角形的内心可以看作到三边距离相等的点。
作为对比，外心是到三个顶点距离相等的点。三角
形的内角平分线和外角平分线也有交点。在以上证
明的启发下，我们自然也猜测外角平分线有类似的
“心”。
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定理 2.3.2. 旁心定理 （非退化的）三角形任一内
角的平分线和另外两个外角的平分线交于一点，称为三角形的旁心。

证明： 设 4ABC 的外角：∠B 和 ∠C 的平分线交于一点 JA，作 JA 到三
角形三边所在直线的垂线，设垂足分别为 PA、PB、PC。根据角平分线定理，
|PAJA| = |PBJA|、|PAJA| = |PCJA|。所以 |PCJA| = |PBJA|，根据角平分线
定理的逆定理，JA 也在内角 ∠A 的平分线上。 □

三角形每个内角和另外两个外角都可以构造一个旁心，所以，三角形
有一个内心和三个旁心。

如果我们把三个旁心连成三角形，就会发现，原三角形的顶点在新三
角形的边上，而且恰好是新三角形顶点到对边的高线的垂足。我们把这个
新三角形称为原三角形的旁心三角形。

原三角形的内角平分线就是旁心三角形的高线，所以内心作为原三角
形内角平分线的交点，就是旁心三角形的垂心。

习题 2.3.1.
给定三角形 ABC 的内心 I 和旁心 JA、JB、JC，证明：
1. A 在 JBJC 上，B 在 JAJC 上，C 在 JAJB 上。
2. AJA ⊥ JBJC，BJB ⊥ JAJC，CJC ⊥ JAJB。
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3. I 是三角形 JAJBJC 的垂心。

2.4 中线和重心

三角形每个顶点和对边中点的连线，称为这个顶
点到对边的中线或该边上的中线。我们已经学习过等
腰三角形和直角三角形中线的性质。等腰三角形的三
条中线交于一点。一般情况下，这件事也成立。

定理 2.4.1. 重心定理（非退化的）三角形三边上的中线交于一点，称为三
角形的重心。

证明： 设 4ABC 三边中点为 MA、MB、MC，中线 BMB 和 CMC 交于点
G。根据定理 1.3.1，

|BG|
|GMB|

=
|CG|
|GMC |

= 2.

也就是说，G 在线段 BMB 上，而且 |BG| = 2
3
|BMB|。同理，设中线 BMB

和 AMA 交于点 G′。也有：

|BG|
|G′MB|

=
|AG′|
|G′MA|

= 2.

G 和 G′ 都在线段 BMB 上，且 |BG| = 2
3
|BMB| = |BG′|。这说明 G 和 G′

是同一点，它是 AMA、BMB 和 CMC 的公共点。□ 三角形的三条中线不
仅交于一点，而且这一点到每个定点的距离，都是到对边中点距离的两倍。

重心的概念有物理的意义。均匀分布的物体受到的重力，可以视为重
心受到的重力。

习题 2.4.1. 4ABC 的中线 AMA、BMB 和 CMC 交于重心 G，讨论：
1. 4BGC 的面积和 4ABC 的面积有什么关系？4BGA 和 4AGC 呢？
2. 4AMBMC 的面积和4ABC 的面积有什么关系？4BMAMC 和4CMAMB
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呢？
3. 4GMBMC 的面积和4ABC 的面积有什么关系？4GMAMC 和4GMAMB

呢？
设 4ABC 是等腰三角形，|AB| = |AC|，证明：顶点 A 到边 BC 的中线、
垂线和 ∠A 的平分线重合。
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严谨的推理和证明是数学研究的基石。漫长的数学研究历史中，人们
发明了各种各样的推理和证明技巧。归纳和反证是两种很有用、很常用的
证明技巧。

3.1 反证法

反证法，也称为归谬法，是一种古老的推理方法。为了论证某个命题是
真的，我们先假设它是假的，然后展开推理，直到出现矛盾。正确的推理得
到了矛盾，就说明我们最初的假设是有问题的，该命题不是假的，因此是真
的。同样，为了论证某个命题是假的，我们也可以假设它是真的，推理得到
矛盾，从而说明该命题是假的。

实际操作中，为了论证某个命题是真的（或假的），我们一般假设命题
的否定是真的（或假的）。命题的否定，真假和原命题相反，所以从命题的
否定为真（或假）推出矛盾，就说明原命题为真（或假）。

例子 3.1.1. 如果任一整数 n 的平方是偶数，那么 n 也是偶数。

证明： 使用反证法。命题“如果任一整数 n 的平方是偶数，那么 n 也是偶
数”的否定是“至少有一个整数 n，它的平方是偶数，并且它不是偶数”。为

21
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了证明原命题是真的，我们假设它的否定是真的，然后推理得到矛盾。
反设至少有一个整数 n 的平方是偶数，而且 n 不是偶数。于是 n 是奇数，
可以写成：

n = 2k + 1.

其中 k 是整数。于是：

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1.

即
n2 = 4k(k + 1) + 1.

于是 n2 是奇数。但 n2 是偶数。这就产生了矛盾！这说明原命题的否定“至
少有一个整数 n，它的平方是偶数，并且它不是偶数”是假的，因此原命题
是真的。 □

例子 3.1.2. 证明：
任何有理数的平方都不是 2。

证明： 使用反证法。命题“任何有理数的平方都不是 2”的否定是“至少有
一个有理数的平方是 2”。为了证明原命题是真的，我们假设它的否定是真
的，然后推理得到矛盾。
反设至少有一个有理数的平方是 2，设某个有理数 r 的平方等于 2。把 r 写
成既约分数：p

q
。 (

p

q

)2

= 2

所以，
p2 = 2q2.

于是 p2 是偶数，因此 p 也是偶数。把 p 写成 p = 2m，其中 m 是整数，于
是：

4m2 = 2q2.
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即

q2 = 2m2.

于是 q2 也是偶数，这说明 q 是偶数。因此 p 和 q 都是偶数。但 p
q
是既约

分数。这就产生了矛盾！这说明原命题的否定“至少有一个有理数的平方是
2”是假的，因此原命题是真的。 □

当原命题是“任何”、“不存在”这种全判断的时
候，它的否定是“至少有一个”这种有判断。这时，使
用反证法就可以对这个“有一个”的特例进行论证，非
常方便。

定理 3.1.1. 两条直线 m,n交另一条直线 l 于两点。如
果同位角相等，那么 m,n 平行。

证明： 使用反证法。命题“如果同位角相等，那么 m,n 平行”的否定是
“有一对同位角相等，而且 m,n 不平行”。为了证明原命题是真的，我们假
设它的否定是真的，然后推理得到矛盾。
反设有一对同位角 ∠1 和 ∠2 相等，而且 m,n 不平行。设 m,n 的交点 C

在点 A 的一侧（如右图）。∠ACB + ∠2 等于 ∠1 的补角。但 ∠1 = ∠2，所
以 ∠ACB = 0◦，这说明 m 和 n 重合而非平行。
这就产生了矛盾！
如果交点 C 在点 A 另一侧，通过类似推理可同样推出矛盾。
这说明原命题的否定“有一对同位角相等，而且 m,n 不平行”是假的，因
此原命题是真的。 □

反证法的好处在于，通过假设命题的否定为真，我们多了一个用来推
理的条件。

从定理 3.1.1出发，可以证明它的逆命题。

定理 3.1.2. 两条平行直线 m,n 交另一条直线 l 于两点，则同位角相等。
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证明： 记 m, l 交点为 A，n, l 交点为 B。过 B 作直线 n′ 使得 n′, l 的交角
等于 m, l 的交角。由于这个交角就对应 m,n′ 交 l 的同位角，所以根据定
理 3.1.1，m,n′ 平行。而根据平行公理，过直线外一点恰有一条直线与它平
行。所以 n′ = n。这说明 m,n 交 l 的同位角相等。 □

这里我们利用了平行公理的“唯一”性。这种利用“符合条件的恰有一
个”来证明的方法称为同一法。

习题 3.1.1.
1. 用反证法证明：如果任一整数 n 的立方是奇数，那么 n 也是奇数。
2. 用反证法证明：所有奇数的平方除以 8 都余 1。
3. 用反证法证明垂距定理的逆命题：如果直线 l 外一点 P 到 l 上某点

Q 的距离不大于它到 l 上任何点的距离，那么 OQ ⊥ l。
4. 两条直线 m,n 交另一条直线 l 于两点。
4.1. 用反证法证明：如果内侧角相等，那么 m,n 平行。
4.1. 用反证法证明：如果同旁内角和为平角，那么 m,n 平行。

动手做：
补全定理 3.1.1中根据“交点 C 在点 A 另一侧”推出矛盾的过程。

3.2 归纳法

例子 3.2.1. 观察并验证以下等式，你有什么发现？
1. 1 + 3 = 1

2
(32 − 1)，1 + 3 + 9 = 1

2
(33 − 1)，1 + 3 + 9 + 27 = 1

2
(34 − 1)。

2. 1 = 1
2
(1 + 1)，1 + 2 = 2

2
(1 + 2)，1 + 2 + 3 = 3

2
(1 + 3)。

3. 1
3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
> 9

10
，1

4
+ 1

5
+ · · ·+ 1

9
> 9

10
，1

5
+ 1

6
+ · · ·+ 1

12
> 9

10
。

从纷乱繁杂的事物中发现规律，是人类认识自然、改造自然的活动中
不可缺少的一环。归纳，就是试图用简单的规则概括已知的现象。比如，上



3.2 归纳法 25

面第一个例子中，我们可以归纳出这样的规律：

∀n ∈ N, 1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n =
3n+1 − 1

2
.

第二个例子中，我们可以归纳出：

∀n ∈ Z+, 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

第三个例子中，我们可以归纳出：

∀n ∈ Z+,
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n
>

9

10
.

归纳得到的规律，并不总是正确的。比如，把 n = 1 代入我们从第三个例
子中归纳出来的不等式：

1

2
+

1

3
>

9

10
.

这个结论是错的。

怎样正确地归纳事物的规律呢？或者说，什么时候，我们可以确信归纳
出的规律是正确的呢？在漫长的数学研究中，人们认识到：

公理. 归纳公理 设 P (n) 是一个含变量的命题，变量 n 可以是任意自然数。
如果 P 满足以下两个条件：
1. P (0) 成立。
2. 对每个自然数 n，只要 P (n) 成立，P (n+ 1) 就成立。
那么，P (n) 对任意自然数 n 都成立。

使用归纳公理的证明，也叫做用（数学）归纳法证明。用“数学”两个
字，是为了和日常生活中凭有限经验归纳的做法区别开来。

以上三个例子中的规律，如何用归纳公理来论证呢？我们分别来写出
过程。
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证明： 第一个例子 命题 P (n)：

1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n =
3n+1 − 1

2
.

按照归纳公理，要论证命题对任意自然数 n 都成立，我们分别验证两个条
件：
1. P (0) 可以写成：1 = 3−1

2
，显然成立。

2. 假设 P (n) 对某个自然数 n 成立，我们来证明 P (n+ 1) 成立。
P (n+ 1) 可以写成：

1 + 3 + 32 + · · ·+ 3n+1 =
3n+2 − 1

2
.

由于 P (n) 成立，(1) 式左边的前 n + 1 项可以写成 3n+1−1
2
，于是两边同时

减去这一项，得到：

3n+1 =
3n+2 − 1

2
− 3n+1 − 1

2

=
3 · 3n+1

2
− 3n+1

2

=
3 · 3n+1 − 3n+1

2

=
2 · 3n+1

2
= 3n+1

显然成立。因此，根据归纳公理，P (n) 对任意自然数 n 都成立。 □

我们可以看到，论证的时候，我们分别验证归纳公理要求的两个条件
成立。从复杂的代数式到显然成立的等式，我们用到了变量代换和因式分
解的技巧。

证明： 第二个例子 命题 P 只对正整数有定义，所以我们要证明 P (n) 对
所有正整数 n 成立。为此，我们稍微改变一下论证方式。
命题 P (n)：

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.
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按照归纳公理，要论证命题对任意自然数 n 都成立，我们分别验证两个条
件：
1. P (1) 可以写成：1 = 1(1+1)

2
，显然成立。

2. 假设 P (n) 对某个自然数 n 成立，我们来证明 P (n+ 1) 成立。
P (n+ 1) 可以写成：

1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

由于 P (n) 成立，(1) 式左边的前 n 项可以写成 n(n+1)
2
，于是两边同时减去

这一项，得到：

n+ 1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2
− n(n+ 1)

2

=
n+ 1

2
(n+ 2− n)

=
n+ 1

2
· 2 = n+ 1

显然成立。因此，根据归纳公理，P (n) 对任意正整数 n 都成立。 □

证明： 第三个例子 命题 P (n)：

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n
>

9

10
.

我们已经验证过，P (1) 不成立。现在利用归纳公理证明 P (n) 对大于等于
2 的自然数成立。为此，我们稍微改变一下论证方式。
要论证命题对任意大于等于 2 的自然数 n 成立，我们分别验证两个条件：
1. P (2) 可以写成：

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
>

9

10
.

计算可知等式左边等于 19
20

> 9
10
，因此 P (2) 成立。

2. 假设 P (n) 对某个自然数 n 成立，我们来证明 P (n+ 1) 成立。
P (n+ 1) 可以写成：

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

3n+ 3
>

9

10
.
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由于 P (n) 成立，我们试着把上式左边用 P (n) 有关的式子表达出来，我们
发现

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

3n+ 3
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n

+
1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
− 1

n+ 1

而

1

3n+ 1
+

1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
− 1

n+ 1
>

1

3n+ 3
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 3
− 1

n+ 1

=
3

3n+ 3
− 1

n+ 1
= 0.

这说明：

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

3n+ 3
>

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

3n
.

P (n) 告诉我们，上式右边大于 9
10
，所以上式左边也大于 9

10
。也就是说，

P (n+ 1) 成立。
因此，根据归纳公理，P (n) 对任意大于等于 2 的自然数 n 都成立。 □
从第二、第三个例子可以看出，归纳公理可以换个“开头”使用。为什么可
以这么做呢？让我们来理解归纳公理是如何告诉我们 P (n) 对任意自然数 n

都成立的。

举例来说，我们知道 P (0) 成立，并且只要 P (n) 成立，P (n+ 1) 就成
立。现在我们想知道 P (100) 为何成立。论证过程是这样的：只要 P (n) 成
立，P (n+1)就成立，而 P (0)成立，所以 P (1)也成立。接下来，既然 P (1)

成立，我们又可以得到 P (2) 成立。以此类推，经过 100 次这样的推理，我
们就知道，根据 P (99) 成立，有 P (100) 成立。

使用归纳公理，就好比跑步。第一个条件告诉我们从哪里出发；第二个
条件告诉我们，可以一步一步跑下去。第二、第三个例子的证明里，我们换
了一个“起跑线”，但论证了每步都能接到下一步。于是，我们可以从 1 或
2 出发，“跑”到每个大于等于 2 的自然数 n 那里去。
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思考 3.2.1. 想一想：
小强在证明的时候用了这样的归纳法：
首先证明：P (0)成立。然后证明：对每个自然数 n，只要 P (1), P (2), · · · , P (n)

成立，那么 P (n + 1) 也成立。根据以上两点，就可以说命题 P (n) 对任意
正整数成立。
你觉得这个推理方法对吗？

3.3 无穷

做整数除法的时候，我们会遇到两种情况：除得尽和除不尽。列出竖式
后，我们用被除数减去除数和商的积，得到余数。如果某次得到的余数是
0，就说除法除得尽。如果每次余数都不是 0，我们就说除法除不尽。举例
来说，计算 4除以 9，每步都用 4加 0得到 40，减去 9× 4 = 36，再次得到
4。我们可以不断按照竖式除法的规则做下去，但这个过程是无穷无尽的。

夜晚，仰望星空的时候，我们说星星是数不尽的，星星离我们无限遥
远。郊游时，看着满地的鲜花，我们说花儿是数不完的。是因为星星和花朵
的数量太多，数起来太费时间，还是因为它们不可能数得完？是因为星星和
我们的距离太远，没有测量的办法，还是因为它们不可能被测量出来？多、
远、大、久这些概念，是否有尽头？我们日常形容多、远、大、久等概念的
时候，会用“无限”、“无穷”、“无尽”这样的词来修饰，以表达夸张。到底
“无限”、“无穷”、“无尽”是什么意思呢？

为了好理解，我们用数数作为例子：从 1开始数数，每次加 1：1, 2, 3, · · ·。
会不会到了某一步，我们无法再数下去呢？

如果从 1 数到 1′0000，那么到了第 9999 步，我们就数完了。如果从 1

数到 1000′0000，那么到了第 999′9999 步，我们就数完了。

一般来说，如果要数的是前 n 个正整数，那么在第 n 步，我们就数完
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了，因为 n+ 1 乃至更大的数都不在前 n 个正整数里。

但是，如果要数的是全体正整数，那么我们可以一直数下去。因为每个
正整数 n 后面的数：n+ 1 都是正整数。所以，全体正整数集合和前 1′0000

个正整数、前 1000′0000 个正整数或前 n 个正整数构成的集合不一样。

数学中，我们可以将集合分为两类。一类称为有限或有穷，一类称为无
限或无穷。前 1′0000 个正整数、前 1000′0000 个正整数、前 n 个正整数这
样的集合是有限或有穷的。全体正整数、全体自然数这样的集合是无限或
无穷的。

我们把前面“数数”的方法推广到一般的集合，判别集合有穷还是无
穷。一开始，集合所有的元素都是没数过的。我们逐个来数它的元素：每次
选择一个没数过的元素，把它标记为数过的。这样，就说这个元素被数到
了。每个元素至多被数到一次，从没数过的元素变成数过的元素。

如果无论每次依什么规则选取元素，数数过程都会因为没有没数过的
数而停止，就说集合是有穷的，或集合元素的个数是有穷的。如果依照某个
规则，数数过程不会停止，就说集合是无穷的，或集合元素的个数是无穷
的。

概括来说，数得尽的集合是有穷的，数不尽的集合是无穷的。我们把这
种判别方法称为数数原则。

前面我们给正整数设计的数数规则就是一种不会停止的规则：选择上
次数到的数加 1 得到的数。一方面，按照这个规则，每次数到的数总是数
过的数里最大的。另一方面，正整数加 1 总是正整数，所以按照规则，用
上次数到的数加 1，就得到一个没数过的正整数。按照数数原则，我们可以
判定：全体正整数是无穷的。

依照同一个规则，我们也可以判定：全体自然数是无穷的。

对于前 n 个自然数的集合，我们可以证明它是有穷的。
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记前 n 个自然数的集合为 Xn，数数过程中，记第 i 步结束后所有
没数过的数的个数为 G(i)。记一开始所有没数过的数的个数为 G(0)，则
G(0) = n。无论用什么规则，每一步结束后，没数过的数都少了一个，即
G(i+ 1) = G(i)− 1。于是，G(n) = G(0)− n = 0。第 n 步后，不再有没数
过的数，数数过程只能停止。根据数数原则，Xn 是有穷的。

要注意的是，数数原则并不总要求每个数都被数过。如果集合是有穷
的，按照定义，停止时所有的数都被数过了；如果集合是无穷的，那么由于
数数过程不会停止，不一定每个数都被数过。比如，我们按照每次加 2 的
方式给全体正整数的集合数数：1, 3, 5, · · ·。这个过程不会停止，但偶数永
远不会被数到。

思考 3.3.1.
1. “除不尽”的例子中，什么是无穷的？
2. 全体偶数是否是无穷的？全体整数是否是无穷的？全体有理数呢？

你可以总结出什么规律？
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第四章 方根和实数

4.1 方根

减法是加法的逆运算，除法是乘法的逆运算，乘方有没有逆运算呢？

32 = 9，而 9通过乘 2次方的逆运算得到 3。这个运算称为开 2次方或
开平方。

开方是乘方的逆运算。已知一个数的乘方和相应的指数，开方就得到
原来的底数。开方的结果称为方根。一个数开几次方，就得到几次方根。

开 1次方得到的是自己。开 2次方也叫开平方，结果叫平方根。开 3次
方也叫开立方，结果叫立方根。一般来说，开 n次方的结果叫 n次方根。一
般用 n

√
· 表示开 n 次方运算。比如，5 开 3 次方记为 3

√
5。为了方便，n = 2

时，一般忽略 2
√
x 中的 2，直接记为

√
x。

开方是映射吗？我们知道 32 = 9，但同时也有 (−3)2 = 9，那么可不可
以说，9 开平方得到 −3 呢？

当 n 是偶数的时候，n 次乘方运算的结果总大于等于零。正数和负数
的乘方都是正数。为了让开方成为映射，我们约定：正数的方根总是正数À。
这样，开方运算就定义了一个映射。

À也有约定正数的方根不止一个，这时其中大于零的称为算术方根。

33
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偶数次乘方的结果不会是负数。因此，只有大于等于零的数可以开偶
数次方，负数无法开偶数次方。

当 n是奇数的时候，n次乘方运算的结果可以大于或小于零，因此，正
数和负数都可以开奇数次方。−1 的奇数次方仍是 −1，因此 −1 开奇数次
方也是 −1。这说明，互为相反数的，开奇数次方也互为相反数。

指数的加减意味着乘方的乘除，那么指数的乘除意味着什么呢？

考虑 23×2 = 26，3× 2 = 3 + 3，于是 26 = 23 × 23 = (23)
2。

指数相乘表示乘方的乘方。比如，2 的 3× 2 次方等于 2 的 3 次方的 2

次方。乘法满足交换律，故而 2 的 3 次方的 2 次方也等于 2 的 2 次方的 3

次方。

43÷2 意味着什么呢？

3÷ 2× 2 = 3，所以我们希望 43÷2×2 = 43，也就是说，(43÷2)
2
= 43。或

者说，我们定义 43÷2 为 4 的 3 次方再开 2 次方。这样，我们可以定义一个
数的分数次方。

显然，分数次方也不总是存在的，比如 43÷2 之所以存在，是因为 4 的
3 次方大于等于零，可以开平方。如果把 4 改为 −4，(−4)3÷2 是无法定义
的。但如果把 2 换成某个奇数，比如 5，那么 (−4)3÷5 是有定义的。

思考 4.1.1. n 是奇数时，证明：
1. 如果有理数 a > b，那么 an > bn。
2. 给定有理数 a, b。如果 an > bn，那么 a > b。
3. 只要 a 6= b，那么 n

√
a 6= n

√
b（假设两者存在）。

想一想：
(−3)2÷2 有意义吗？n 为奇数和偶数时，x 7→ n

√
xn 分别是怎样的函数？
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4.2 无理数和实数

学习反证法的时候，我们证明了这样一个结论：任何有理数的平方都
不是 2。而上一节中，我们定义了开平方的运算。2 开平方的结果记为

√
2，

于是我们有结论：
√
2 不是有理数。

另一方面，
√
2 是有意义的。勾股定理告诉我们，直角边长为 1 的等腰

直角三角形，斜边长的平方等于 12+12 = 2，因此斜边长是
√
2。也就是说，

等腰直角三角形斜边长度和直角边长度之比总是
√
2。

我们把能够表示为长度的数称为（正）实数。或者说，原点到数轴上任
一点的距离，按正方向标记正负，构成的集合，称为实数。

实数集合一般记为 R。
√
2 能够表示为长度或两点间的距离，所以

√
2 是实数。但

√
2 不是有

理数。我们把这样的实数叫做无理数。

无理数有哪些呢？按照证明 3.1.2的思路，只要自然数 n 不是完全平方
数，

√
n 总是无理数。另外，有理数之间的加减乘除总是有理数，所以：

定理 4.2.1. 任一无理数和任何有理数进行有限次加减乘除（不包括乘以 0），
得到的结果仍然是无理数。

证明： 用反证法证明。反设原命题的否定为真：存在某个无理数 t 和某些
有理数经过有限次加减乘除（不包括乘以 0）后得到的是有理数 r。那么，r
经过这些与有理数的加减乘除的逆运算（不包括除以 0），得到无理数 t。但
我们知道，有理数之间的加减乘除运算总得到有理数。这就造成了矛盾！
因此，原命题为真：任何无理数和任何有理数进行有限次加减乘除（不包括
乘以 0），得到的结果仍然是无理数。 □

比如，
√
2 + 1，

√
7− 2

5
，

2
√
3 + 19

3
等等都是无理数。
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习题 4.2.1. 证明：
1. 当 n,m 是正整数时， n

√
m 要么是整数，要么是无理数。

2. 2−
√
3√

3− 1
是无理数。

下面的式子能否表达成更简单的方式？
1.

√
8− 2

√
7

2. 3
√

26− 15
√
3

4.3 方根的乘除法

无理数与有理数的加减乘除（不包括乘以 0）不会得到有理数。那么，
我们要如何处理含有无理数的式子呢？

我们先来看最简单的无理数：平方根。

给定两个正数 q 和 r，它们的平方根的乘积满足：(√
q
√
r
)2

=
(√

q
√
r
) (√

q
√
r
)

= (
√
q
√
q)

(√
r
√
r
)
= qr

所以
√
q
√
r =

√
qr.

同样，r 6= 0 时， √
q

√
r
=

√
q

r
.

一般的方根也可以这样操作。给定两个正数 q 和 r 和正整数 k，q 和 r

的 k 次方根的乘积满足：

(
k
√
q k
√
r
)k

=

k次︷ ︸︸ ︷(
k
√
q k
√
r
) (

k
√
q k
√
r
)
· · ·

(
k
√
q k
√
r
)

=

k次︷ ︸︸ ︷
k
√
q
√
q · · · k

√
q ·

k次︷ ︸︸ ︷
k
√
r k
√
r · · · k

√
r = qr
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所以
k
√
q k
√
r = k

√
qr.

同样，r 6= 0 时，
k
√
q

k
√
r
= k

√
q

r
.

同次方根的积就是积的同次方根；同次方根的商就是商的同次方根。

不同次数的方根一般不能这样乘除。给定两个正数 q、r 和正整数 k、
m，我们可以这样计算它们的乘积：

(
k
√
q m
√
r
)km

=

km次︷ ︸︸ ︷(
k
√
q m
√
r
) (

k
√
q m
√
r
)
· · ·

(
k
√
q m
√
r
)

=

km次︷ ︸︸ ︷
k
√
q
√
q · · · k

√
q ·

km次︷ ︸︸ ︷
m
√
r m
√
r · · · m

√
r = qmrk

所以
k
√
q m
√
r = km

√
qmrk.

同样，r 6= 0 时，
k
√
q

m
√
r
= km

√
qm

rk
.

例题 4.3.1. 计算：
1.

√
15 ·

√
60

2. 3
√
9 · 3

√
24

3. 3
√
12 ·

√
3

4. 4
√
324 ·

√
2

解答. 1. 解：

√
15 ·

√
60 =

√
15 · 60 =

√
900 = 30.
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2. 解：

3
√
9 · 3

√
24 =

3
√
9 · 24 =

3
√
216 = 6.

3. 解：

3
√
12 ·

√
3 =

6
√
122 · 33 = 6

√
3888.

4. 解：

4
√
324 ·

√
2 =

4
√
324 · 22 = 4

√
1296 = 6.

思考 4.3.1.
1. 为什么例题中计算 4

√
324 ·

√
2 没用到 8 次方根？

2. 方根的加减有没有规律？两个 k 次方根的和的 k 次方，有什么特
征？

4.4 二次方根的估计

有理数开平方的结果，叫做平方根或二次方根。只要有理数 q 大于等
于 0，就存在二次方根 √

q。按照二次方根的定义，

∀q ∈ Q+, (
√
q)2 = q.

二次方根有多大？拿出尺子量一量，
√
2 厘米大概有多长？（如何画出

√
2 厘米？）

要求
√
2 的大小，我们可以采用逐步逼近的办法。首先，

√
2 是直角边

为 1 的等腰直角三角形的斜边长，因此，
√
2 大于直角边长：1，小于另外

两边之和：2。接下来，我们可以用二分法，尝试找到一个近似的值。
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第一步：使用 1 和 2 的平均数：1.5。比较 1.5 和
√
2 的大小：

1.5−
√
2 =

1.52 −
(√

2
)2

1.5 +
√
2

而 1.52 = 2.25 > 2 =
(√

2
)2，所以

1.52 −
(√

2
)2

1.5 +
√
2

> 0,

即 1.5 >
√
2。

第二步：使用 1 和 1.5 的平均数：1.25。比较 1.25 和
√
2 的大小. 使用

如上办法，得到 1.25 <
√
2。

依此法重复，每步得到
√
2 的上下限：a <

√
2 < b，然后比较上下限的

平均数 a+b
2
和

√
2 的大小。如果 a+b

2
比

√
2 大，就用 a+b

2
代替 b，得到一个

新上限；如果 a+b
2
比

√
2 小，就用 a+b

2
代替 a，得到一个新下限。然后对新

得到的上下限进行下一步。每步结束后，上下限之间的差距都缩小到之前
的一半。于是，n步之后，上下限之间的差距就会缩小到 1

2n
。比如，10步之

后，上下限之间的差距是 1
1024
，具体是：1.4140625 <

√
2 < 1.4150390625。

一般来说，二次方根 √
q 也可以用类似的方法求得。

思考 4.4.1.
1. 对大于 2 的整数 k，怎么求 k 次方根？说说你的想法。
2. 本节的估计法中，为什么需要取平均数？有没有别的方法更新上下

限？

习题 4.4.1.
1. 以下的二次方根大约有多大（精确到两位小数）？
1.1.

√
3,

√
5,

√
7.

1.2.
√
1.6,

√
9.2.

1.3.
√

5

4
,

√
7

3
.
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1.4.
√
2 + 1.6,

√
12.5− 1.

2. 计算并估计以下的二次方根的值（精确到两位小数）：
2.1.

√
2.4 ·

√
9.6

2.2.
√
7− 2

5
,

4
√
3 + 1

5

2.3.
√

9

10
,

√
1.78

0.92
+ 1

2.4. 2−
√
3√

3− 1
,

1 +
√
5

1 +
√
3
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5.1 平面直角坐标系

我们已经了解了数轴的概念。数轴把数和形状结合了起来，给定了一
条直线，确定了原点、单位长度和正方向，我们就可以把数和直线上的点联
系起来。

思考 5.1.1. 如何在数轴上找到 7
11
对应的点？

√
2− 1 呢？

数轴可以把直线上的点和数联系起来，通过数的大小，确定点的位置
关系。规定了正方向之后，我们可以说，如果数轴上三点 A,B,C 对应的数
a, b, c 满足 a < b < c，那么点 B 就在 A 和 C 之间，或者说在线段 AC 上。
如果 a < c < b，那么 B 就不在线段 AC 上。

在平面里，能否把点和数联系起来，方便地确定点的位置呢？

从数轴的原点 O 出发，我们作另一条直线。在这条直线上，我们沿用
O 为原点，沿用单位长度，并选择一个正方向。这样，我们就建立了一个
坐标系。换句话说，把两条数轴放在一起，让原点重合，就得到一个坐标
系。我们一般让新数轴与原数轴垂直，这样得到的坐标系叫做直角坐标系。
我们把原来的数轴叫做 x 轴，把新数轴叫做 y 轴。直角坐标系可以简记为
Oxy 或 xOy。两个坐标轴把平面分成四部分。我们把右上的部分称为第一
象限，然后沿逆时针顺序，把左上、左下、右下部分分别称为第二、三、四

41
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象限。

平面直角坐标系

直角坐标系如何表示平
面中一点的位置呢？

设 P 是平面中一点。过
P 分别作 y 轴和 x轴的平行
线，交 x 轴和 y 轴于点 Px

和 Py。Px 和 Py 分别对应
数轴上的数 xP 和数 yP。我
们就用这两个数组成的数对
(xP , yP ) 表示点 P。

注意：数对和集合不同。
首先，它是由两个数构成的，
这两个数可以相同。其次，数
对规定了这两个数的顺序，
顺序改变了，数对也改变了。比如 (1, 2) 和 (2, 1) 是两个不同的数对。

用这种方法表示平面中的点，有什么好处呢？

首先，我们可以发现，一个点确定一个数对，反过来，一个数对也恰好
确定平面中一个点。给定一个数对 (xP , yP )，数 xP 在 x 轴上确定唯一一点
Px，yP 在 y 轴上确定唯一一点 Py，于是，过 Px 作 y 轴平行线，过 Py 作
x轴平行线，交于唯一一点 P。不会有两点对应同一个数对，也不会有两个
数对对应同一个点。

我们把点到数对的映射记为 f，把数对到点的映射记为 g，f 和 g 这样
的映射称为一一映射，也叫做双射。

其次，给定一点 P，我们可以方便地知道它到原点的距离。考虑4OPxP，
它是直角三角形，∠OPxP 是直角。因此，根据勾股定理，

|OP |2 = |OPx|2 + |PxP |2.
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|OPx| = |a|，而 4OPxP ∼= 4PPyO，所以 |PxP | = |OPy| = |b|，也就是说，

|OP |2 = a2 + b2.

任意两点 P 和 Q之间的距离也可以用类似的方法计算。把上面论证中
的 O 改为 Q，使用全等三角形的性质，可以得到

|PQ|2 = |PxQx|2 + |PyQy|2.

根据数轴上的运算法则，设 P 和 Q 分别对应数对 (xP , yP ) 和 (xQ, yQ)，那
么 |PxQx| = |xP − xQ|，|PyQy| = |yP − yQ|。因此

|PQ|2 = (xP − xQ)
2 + (yP − yQ)

2,

也就是说，平面中 P 和 Q 两点的距离（线段 |PQ| 的长度）是：

|PQ| =
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2.

我们把数对 (xP , yP ) 叫做点 P 在坐标系 Oxy 上的坐标，把 xP 叫做它的横
坐标，yP 叫做它的纵坐标。

习题 5.1.1. 证明 |PQ|2 = |PxQx|2 + |PyQy|2.

5.2 轴对称和中心对称

“对称”是生活中常用的词。数学中，对称也是很
重要的概念。讨论全等三角形的时候，我们用右图中
的方法证明“边角边”定理。图中的 ABC 和 ABD

就是对称的。可以注意到，直线 AB 有特殊的地位。
如果把 4ABC 沿着 AB 从上往下“翻过来”，恰好
就是 4ABD。这样的对称关系称为轴对称。我们说
4ABC 和 4ABD 是关于直线 AB 对称，直线 AB 称为对称轴。
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对称和角有密切关系。比如，4ABC 和 4ABD 是关于直线 AB 对称，
而 ∠CAB 和 ∠DAB 是一对相反的角。角关于自己的一条边所在直线作对
称，得到的是相反的角。

借助平面直角坐标系，我们可以更好地理解轴对称。比如，我们把直
线 AB 设为 x 轴，把 P 点设为原点，以射线 AB 的方向为正方向；把直
线 CD 设为 y 轴，以射线 PC 的方向为正方向。这样建立的直角坐标系中，
设 C 的坐标是 (0, xC)，那么 D 的坐标就是 (0,−xC)。同样，设 4ABC 某
条边上任意一点的坐标是 (a, b)，那么 4ABD 对应的边上也会有一点，坐
标是 (x,−y)，反之亦然。

一般来说，平面中一点 P = (a, b)关于 x轴的轴对称是点 P ′ = (x,−y)。
它们的横坐标相同，纵坐标互为相反数。过 P 作 x轴的垂线，垂足为 M =

(a, 0)。延长 PM 到 P ′，使得 |PM | = |MP ′|，就得到 P ′。

给定平面中一点 P 和一条直线 l，P 关于 l 的对称点也可以依法作出。
以 l 为 x 轴，P 的横坐标和它的对称点相同，纵坐标和它的对称点相反。

简单来说，说两点关于直线对称，就是说直线是两点连成线段的垂直
平分线。

除了关于直线的对称，图形还可
以关于点对称。证明三角形外角等于
另外两内角之和的时候，我们构造了
类似右图的形状。图中的 4ABO 和
4CDO是全等三角形。按照图中构建
的直角坐标系，点 A 的坐标是 (1, 2)，
点 C 的坐标是 (−1,−2)；点 B 的坐
标是 (3, 0)，点 D 的坐标是 (−3, 0)。
设 4ABO 某边上一点坐标是 (a, b)，那么在 4CDO 对应边上可以找到一
点，坐标是 (−a,−b)，反之亦然。也就是说，把一个三角形的横坐标和纵坐
标都取相反数，就得到另一个三角形。
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图中最特殊的一点当属点 O。它的坐标是 (0, 0)，横坐标和纵坐标都取
相反数，还是它自己。我们说 O 是对称的中心。我们把这样的对称关系称
为中心对称，4CDO 与 4ABO 关于 O 对称。4CDO 是 4ABO 关于 O

的对称图形，反之亦然。

给定平面中一点 P 和中心点 O，延长 PO到点 P ′，使得 |PO| = |OP ′|，
那么 P ′ 就是 P 关于 O 的对称点。

简单来说，说两点关于一点 O 对称，就是说 O 是两点连成线段的中
点。

对于角来说，如果中心点是角的顶点，那么角的对称是它的对顶角，因
此大小和它相等。

思考 5.2.1.
1. 三角形关于直线的对称图形与它自己有什么关系？
2. 证明：角的轴对称图形是大小相反的角。
3. 直角坐标系中，两点关于点 (4, 3) 对称。这两点的坐标有什么关系？
4. 三角形关于一点的对称图形，与它自己有什么关系？
5. 证明：角的中心对称图形是大小相等的角。

5.3 对称之间的关系

给定直角坐标系 xOy，考虑关于 x 轴的轴对称。它把平面中每个点都
对应到平面中另一点（可能重合）。把平面所有点视作集合，记作 P，那么
关于 x轴的轴对称就是一个从 P到 P的映射。我们把从一个集合到自身的
映射叫做变换。为了方便，关于 x 轴的轴对称变换记作 α：

α(a, b) = (a,−b).

同理，关于 y 轴的轴对称也是从 P 到 P 的变换，我们把它记作 β：

β(a, b) = (−a, b).
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点 (a, b) 经过 α，变为 (a,−b)，再经过 α，又变回自身。同样，(a, b) 经过
β，变为 (−a, b)，再经过 β，也再次变回自身。

如果 (a, b) 经过 α 变换，再经过 β，就变成 (−a,−b)，也就是关于原点
的中心对称点。如果先经过 β 变换，再经过 α，(a, b) 也变成 (−a,−b)。也
就是说，关于两个坐标轴的轴对称变换叠加，等于做了关于原点的中心对
称变换：γ。

把每个点对应到自身的变换，称为恒等变换，记为 ι。考虑 ι、α、β 和
γ。它们相互叠加，得到的结果是什么？你能补全下面的表格吗？

◦ ι α β γ

ι

α ι γ

β γ ι

γ

ι、α、β 和 γ 相互叠加，有什么规律？如果用 ◦表示变换的叠加，比如 α ◦β
表示先经过 β 变换，再经过 α 变换。那么 ◦ 之于对称变换和乘法之于数有
什么共同之处？又有什么不同之处？据你所知，有什么概念和 ι、α、β 和 γ

的关系相似吗？

思考 5.3.1.
1. 等边三角形有几个对称轴？等腰三角形呢？是否有三角形恰好有两个对
称轴？
2. 直角坐标系 xOy 中，设 OA 是 ∠xOy 的平分线，直线 OB 垂直于 OA，
用 v 和 w 分别表示以 OA 和 OB 的对称轴的轴对称变换。它们之间有什
么关系？它们和 ι、α、β 和 γ 又有什么关系？
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函数是把数量对应到数量的映射。函数的出发集和到达集都是 N、Q
这样的数集。

作为映射，函数用来描述数与数之间的关系。如何理解一个函数呢？对
于定义域是有限集合的函数，我们可以用穷举法，列出定义域中所有元素
在到达集里对应的值。对于定义域是无穷集合的函数，我们就没法使用穷
举法了。

理解函数，是数学中非常重要而困难的活动。为了理解 N、Q、R 等无
穷集合上的函数，数学家们发明了各种各样的手段。从十九世纪开始，这些
手段逐渐演变成一门学科，叫做分析学。

数学家们最早分析的，是定义在整数和实数集合上的函数。前者被称
为数列或级数，后者被称为实变函数。这两种函数和日常生活联系最紧密。
下面我们先来学习实变函数。

最简单的分析方法，是从一类或几类最简单的函数入手，然后研究别
的函数和这些函数有什么共同点，能否把我们在简单函数上理解到的东西
应用在更多函数上。我们把入手研究的函数称为初等函数或基本函数。如
果初等函数选得好，我们能通过它们的性质，理解更多的函数。

47
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6.1 正比例函数

我们知道，每个代数式都确定了一个函数，相应的代数式叫做函数的
表达式或解析式。可以用简单代数式表达的函数，叫做初等函数。其中，常
数对应的是常函数。常函数是把定义域中的元素对应到同一个常数的函数。
比如：x 7→ 1 就是一个常函数，它把所有元素对应到常数 1。常函数一般用
相应的常数标记，比如，x 7→ 1 可以记作 1。

另一种函数是恒等函数。它是代数式 x 对应的函数，把定义域中的元
素对应到自身。恒等函数一般记作 I 或 ι，即 I : x 7→ x。

从恒等函数出发，我们来了解正比例函数。

正比例函数，是从正面描述比例关系的函数。介绍图形的相似关系的
时候，我们提到了比例关系。比例关系也叫倍数关系，是一种常见的数量关
系。比如，两个三角形 4ABC 和 4A′B′C ′ 相似，那么对应的边长成比例：

|AB|
|A′B′|

=
|AC|
|A′C ′|

=
|BC|
|B′C ′|

= k.

我们把 k 称为比例系数。比例系数确定时，边长的关系就是正比例关系，对
应的映射叫正比例函数。一般来说，正比例函数是这样的：

x 7→ kx

也就是把自变量 x 对应为它的 k 倍。比如，x 7→ 3x 就是一个正比例函数。
恒等函数其实就是比例系数为 1 的正比例函数。

设有正比例函数 f : x 7→ kx。当 k > 0 的时候，x 的值越大，f(x) 也
越大。k < 0 的时候，x 的值越大，f(x) 越小。k = 0 的时候，无论 x 取值，
f(x) 的值总等于 0。k 的正负对函数的性质有本质影响。

思考 6.1.1. 生活中有哪些成比例的数量关系？如何用正比例函数表示这些
关系？
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有没有更直观的方式可以了解正比例函数
呢？我们可以用图形来表示正比例函数。

用函数 f : x 7→ 2x做例子。在平面中建立直
角坐标系 xOy。自变量 x取值为 1的时候，f(x)
的值为 2 · 1 = 2。我们用点 (1, 2) 表示这个对应
关系。横坐标用来表示自变量 x，纵坐标用来表
示函数值 f(x)。同样地，x取值为 0, 2, 3的时候，
f(x) 的值为 2 · 0 = 0，2 · 2 = 4，2 · 3 = 6。我们
分别用点 (0, 0)、(2, 4) 和 (3, 6) 表示这些关系。

如果我们让自变量取更多的值，就得到更多
的点：(x, f(x))。所有点 (x, f(x))构成的图形，称
为函数 f 的图像。

回到函数 f : x 7→ 2x，观察 (0, 0)、(1, 2)、(2, 4) 和 (3, 6) 点，我们发
现，它们都在一条直线上。可以猜测，(x, f(x)) 总在这条直线上，这条直线
上的点也必然可以写成 (x, f(x)) 的形式。也就是说，函数 f 的图像是一条
直线。

下面我们来证明这一点。

定理 6.1.1. 正比例函数的图像是一条过原点
的直线。

证明： 设有正比例函数 f : x 7→ kx，其中 k

是比例系数。我们证明：f 的图像是一条经
过原点的直线。
首先，f(0) = k · 0 = 0。所以原点 O 可以写
成 (0, f(0))，因此在函数的图像上。
其次，f(1) = k · 1 = k，因此点 P = (1, k) 在图像上。
设 O,P 确定的直线为 l，下面证明，f 的图像就是 l。
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首先考虑 k > 0 的情况。这时候，P 在第一象限。对任意数 a，考虑点
A = (a, f(a)) = (a, ka)。当 a 是正数的时候，A 也在第一象限。当 a < 0 的
时候，A 在第三象限。
按照定义，分别过点 A 和 P 作 y 轴的平行线，交 x 轴于 Ax = (a, 0) 和
Px = (1, 0) 两点，那么 |PxP | = k，|AxA| = ka，|PxO| = 1，|AxO| = a。而
∠PPxO = ∠AAxO = 90◦。所以，根据“边角边”，4PPxO ' 4AAxO。这
说明 ∠AxOA = ∠PxOP。a > 0 时，O,P,A 都在 ∠AxOA 的终边上。a < 0

时，A 和 P 分别在 O 两侧，射线 OA 和 OP 组成直线 l。两种情况下，A

都在直线 l 上。
另一方面，如果 A = (xA, yA) 是 l 上一点，那么类似作出 Ax 和 Px，可以
证明 4PPxO ' 4AAxO。于是

|AxA|
|AxO|

=
|PxP |
|PxO|

= k.

也就是说 |yA| = k|xA|。由于直线 l 只经过第一、三象限，xA, yA 要么同时
是正数，要么同时是负数。因此总有 yA = kxA。这就说明，A 也在函数 f

的图像上。
综上所述，k > 0 时，函数 f 的图像就是直线 l。
再考虑 k < 0 的情况，这时 P 在第二象限，直线 l 经过第二、四象限。可
以观察到，l 关于 x 轴的对称图像就是 k > 0 的情况。于是，通过类似推
理，可以证明函数 f 的图像就是直线 l。
最后考虑 k = 0 的情况，这时 f 就是常函数 x 7→ 0。于是对任意数 x 来说，
(x, f(x)) = (x, 0)。于是它的图像就是 x 轴：一条过原点的直线。 □

直角坐标系把函数和图形联系了起来，让我们有了一种直观理解函数
的方法。一般来说，我们无法根据函数的定义轻易画出函数的图像。如果已
知函数的图像，我们可以对函数有深入的了解。比如，给定自变量的取值，
我们可以直观地确定函数的值。

正比例函数的图像是一条过原点的直线。观察函数的图像，我们可以
总结正比例函数的一些基本性质。
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设有正比例函数 f : x 7→ kx。对同样的元素 x，x > 0 时，k 越大，
f(x) = kx 也越大；x < 0 时，k 越大，f(x) 越小。观察函数图像，可以发
现，如果 k > 0，那么 k 越大时，f 对应的曲线越“贴近”y 轴，或者说越
“陡峭”，反之，k 越接近 0，f 对应的曲线就越“贴近”x 轴，或者说越“平
坦”。而如果 k < 0，那么 k 越小时，f 对应的曲线越“贴近”y 轴，或者说
越“陡峭”，反之，k 越接近 0，f 对应的曲线就越“贴近”x 轴，或者说越
“平坦”。

讨论函数 f 的图像时，我们把 k 称为相应直线的斜率，它决定了正比
例函数对应的直线有多斜。

习题 6.1.1. 完成定理 6.1.1 中 k < 0 的部分。

6.2 一次函数

从正比例函数出发，我们还可以得到一次函数。可以注意到，恒等函数
和正比例函数分别对应一元一次式 x 和 kx。一般来说，一元一次式可以写
成 ax+ b 的形式。我们把形如 x 7→ ax+ b 的函数称为一次函数。其中的 a

仍然称为斜率，b 称为相应直线的截距。b = 0 的时候，一次函数就是正比
例函数。a = 0 的时候，一次函数就是常函数。

如何从常函数和正比例函数得到一次函数呢？我们可以定义函数的四
则运算。

设有函数 f 和 g，两者定义域一致，那么可以定义一个新函数 h：对定
义域中的任意元素 x，h(x) = f(x) + g(x)。这样的函数 h 称为 f 和 g 的和
函数，简称 f 和 g 的和，记为 f + g。类似可以定义 f 和 g 的差函数和积
函数，分别记为 f − g 和 f · g。如果函数 g 总不为 0，那么还可以定义 f

和 g 的商函数：h(x) = f(x)÷ g(x)，记为 f ÷ g 或 f
g
。

设有常函数 x 7→ b 和正比例函数 x 7→ ax，那么它们的和就是一次函数
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x 7→ ax + b。如果从常函数 x 7→ 1 和恒等函数 I 出发，那么前者需要乘以
b，后者需要乘以 a。于是，一次函数 x 7→ ax+ b 可以记为 aI + b。

可以发现，我们没有区分函数乘以函数和函
数乘以常量。这是因为在函数的四则运算中，常
函数可以看作和常数一样。比如，给函数加上
x 7→ 1 和加上 1，意义是一样的。

一次函数的图像是怎样的呢？我们可以通过
具体的例子来观察。设有一次函数 f : x 7→ 2x−1。
通过描点可知，点 (0,−1)、(1, 1)、(2, 3)、(3, 5)

在函数的图像上。用证明正比例函数的方法，我
们可以证明：

定理 6.2.1. 一次函数的图像是一条直线。

一般来说，一次函数 x 7→ ax + b 的图像是
一条经过 (0, b)的直线。(0, b)是直线和 y 轴的交
点，在数轴上对应 b。b > 0 时，直线和 y 轴交于 x 轴上方，a > 0 时，经
过第一、二、三象限，a < 0 时，经过第一、二、四象限。b < 0 时，直线和
y 轴交于 x 轴下方，a > 0 时，经过第一、三、四象限，a < 0 时，经过第
二、三、四象限。

习题 6.2.1. 证明定理 6.2.1：一次函数的图像是一条直线。

6.3 直线与平移

上一节的例子中，一次函数 f : x 7→ 2x − 1 和正比例函数 g : x 7→ 2x

相差一个常函数 1。我们来看它们的图像的差别。

f 和 g 定义域一致。对任意 x，f(x)总比 g(x)少 1。或者说，f 的图像
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在 g 的图像“下方”。如果把 g 的图像中的每一点 (x, y)都移到点 (x, y−1)，
就得到 f 的图像。

除此之外，还可以从另一个角度来看：对任意 y，使 f(x) = y 的 x 值
总比使 g(x) = y 的 x值多 0.5。比如，对 y = 3来说，f(2) = 3，g(1.5) = 3。
2 = 1.5 + 0.5。或者说，f 的图像在 g 的图像“右边”。如果把 g 的图像中
的每一点 (x, y) 都移到点 (x+ 0.5, y)，也能得到 f 的图像。

我们把这一类变换称为平移。沿 x 轴平移 x0 个单位，就是：

(x, y) 7→ (x+ x0, y),

沿 y 轴平移 y0 个单位，就是：

(x, y) 7→ (x, y + y0).

这两个变换也可以合并。沿 x 轴平移 x0 个单位，再沿 y 轴平移 y0 个单位，
就是：

(x, y) 7→ (x+ x0, y + y0).

要注意的是，这两个变换的顺序是可以交换的，谁先谁后并不影响结果。

两次平移变换合并而成的变换，也叫做平移。每个平移，可以对应平面
上一个点。沿 x轴平移 x0 个单位，对应 (x0, 0)。沿 y 轴平移 y0 个单位，对
应 (0, y0)。合并的平移，对应 (x0, y0)。反过来，平面中任何点 (x0, y0)，都
可以对应一个平移：它的效果是把原点移到 (x0, y0)。所以，当我们说平移
的时候，总说关于某个点的平移。

对一般的一次函数 x 7→ ax+ b 来说，它的图像沿 x 轴平移 x0 个单位，
再沿 y 轴平移 y0 个单位，就得到函数 x 7→ a(x − x0) + b + y0 的图像。这
是因为 x 7→ ax + b 上的点 (z, az + b) 平移得到点 (z + x0, az + b + y0)，而
后者满足关系：x 7→ a(x− x0) + b+ y0。

对一般的平面图像来说，把它看作平面中点的集合 S，那么它关于点
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(x0, y0) 平移得到的图像就是：

{(x+ x0, y + y0) | (x, y) ∈ S}.

对于一次函数 x 7→ ax + b 和它对应的直线来说，经过关于 (x0, y0) 的
平移得到的新直线与它重合，当且仅当 a(x− x0) + b+ y0 = ax+ b，也即是
说：

y0 = ax0.

或者说 (x0, y0) 在正比例函数 x 7→ ax 的图像上。因此，正比例函数不仅是
一次函数，而且在一次函数中有特殊的地位。我们把 x 7→ ax称为一次函数
x 7→ ax+ b 的直部。

定理 6.3.1. 一次函数的图像关于某点的平移是自身，当且仅当该点属于它
的线性部分的图像。

思考 6.3.1.
1. 如果平面点集 S 关于点 (x0, y0) 平移得到的图像是 S 自身，S 可能

是什么样的集合？你能举出几个例子？
2. 如果平面点集 S 关于两点 (x1, y1) 和 (x2, y2) 分别平移得到的图像

都是 S 自身，S 可能是什么样的集合？你能举出几个例子？

6.4 一次函数、方程和不等式

我们知道一次函数 x 7→ ax + b 的图像和 y 轴的交点是 (0, b)。它与 x

轴的交点呢？

函数与 x轴的交点，就是使 ax+ b = 0的点 (x, 0)，求出 x就是解一元
一次方程 ax+ b = 0。根据我们已经学过的知识，如果 a 6= 0，那么方程总
有唯一解 x = − b

a
。如果 a = 0，这时函数是常函数，有没有解取决于 b 是

否是 0。b = 0 时，任何 x 都使得 ax+ b = 0，所以解集是全体实数。b 6= 0

是，任何 x 都无法使 ax+ b = 0，所以解集是空集。



6.4 一次函数、方程和不等式 55

可以发现，一元一次方程 ax+ b = 0的解集，就是一次函数 x 7→ ax+ b

的图像和 x轴交点的集合。一般情况下，这个结论也是对的。方程 f(x) = 0

的解集，就是函数 f 的图像和 x 轴交点的集合。我们把函数图像和 x 轴的
交点叫做零点。每个零点都对应方程 f(x) = 0 的一个解，反之亦然。零点
的集合就对应方程 f(x) = 0 的解集。

再来看一元一次不等式 ax+b > 0，它的解集和一次函数 f : x 7→ ax+b

有什么关系呢？给定了自变量的值 x，一次函数的值是 ax+ b，因此对应点
(x, ax+ b)。ax+ b > 0，也就是说这点在 x 轴上方，纵坐标大于 0。

观察一次函数的图像。如果直线与 x 轴有交点，那么交点一侧总在 x

轴下方另一侧总在 x 轴上方。在 x 轴上方的一侧，自然就对应 ax + b > 0

的解集了。比如，假设 a = 2, b = −3，这时交点为 (1.5, 0)，观察图像可知，
x > 1.5 的时候，ax+ b > 0。因此解集是 {x | x > 1.5}。

如果直线与 x 轴没有交点，那么它与 x 轴平行。这时，要么它总在 x

轴上方，要么总在 x 轴下方。具体来说，可以观察直线和 y 轴的交点。它
对应点 b。如果 b > 0，那么直线总在 x 轴上方，不等式解集是全体实数；
否则直线总在 x 轴下方，不等式解集为空集。

综上所述，可以总结出求解一元一次方程或不等式的另一种方法：

1. 在直角坐标系中画出一次函数的图像。
2. 讨论直线与 x 轴的关系，得到方程或不等式的解集。

这种方法叫做图像法。

习题 6.4.1.
用图像法解以下方程、不等式：

1. −3.2x+ 9 = 0.2

2. 4x− 20 = −9

3. 8.1x− 7 < 9
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4. 1.8x+ 3 ⩽ 15

6.5 区间

使用图像法，我们可以把一元一次不等式的解集和 x 轴所在直线的子
集对应起来。比如 {x | x > 1.5} 就对应直线在点 (1.5, 0) 右侧的部分。这是
一条射线去掉端点。而 {x|x ⩾ 1.5} 对应的则是一条射线。

我们发现，仅仅用直线、射线、线段，还不足以描述一元一次不等式的
解集。如果我们考虑多个一元一次不等式的组合，那么解集会更复杂。比
如，同时满足 x > 1.5 和 x ⩽ 2 的 x 的集合是：{x | 1.5 < x ⩽ 2}，在直角
坐标系中，它对应 x 轴上的一条线段去掉左边的端点。为了更好地描述这
些集合，我们引入区间的概念。

区间用来描述直线的一部分。在直线上建立数轴，那么，

定义 6.5.1. 如果集合 S ⊆ R 满足以下条件，就说它是区间：
只要数 a 和数 b 都是 S 的元素，那么 a 和 b 之间的所有数都是 S 的元素。

具体来说，区间长什么样子呢？

• 形如 {x | a ⩽ x ⩽ b} 的集合，称为闭区间，记作 [ a; b ]。
• 形如 {x | a < x < b} 的集合，称为开区间，记作 (a; b)。
• 形如 {x | a < x ⩽ b} 的集合，称为左开右闭区间，记作 (a; b ]。
• 形如 {x | a ⩽ x < b} 的集合，称为左闭右开区间，记作 [ a; b)。
• 形如 {x | a ⩽ x}或 {x | x ⩽ b}的集合，称为半无穷闭区间，分别记作

[ a; +∞) 和 (−∞; b ]。
• 形如 {x | a < x} 或 {x | x < b} 的集合，称为半无穷开区间，分别记作

(a; +∞) 和 (−∞; b)。
• 全体实数集合称为全区间或无穷区间，记作 (−∞,+∞)。
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其中的 +∞ 和 −∞ 称为无穷符号。和正数一样，+∞ 也简记为 ∞。

一般来说，我们只考虑 a ⩽ b 的情况。空集 ∅ = (0; 0)，单元集 {a} =

[ a; a ]，所以它们也是区间。当然，我们说起“区间”时，它们并不会是典型
的例子。如果 a > b，那么形成的集合总是空集。我们约定空集是开区间。

直观上看，闭区间对应数轴所在直线上的线段，半无穷闭区间对应射
线，全区间对应整条直线。此外，开区间对应去掉两个端点的线段，左开右
闭区间和左闭右开区间分别对应去掉了左端点和右端点的线段。最后，半
无穷开区间对应去掉端点的射线。

怎么在数轴上表示区间呢？上图展示了两种表示区间的方法。一种是
用方括号截断数轴，形成区间。方括号朝着区间外，说明这一侧是开的（去
除端点），否则是闭的（保留端点）。另一种方法是用实心点和空心点来截
断数轴。空心点表示开（去除端点），实心点表示闭（保留端点）。

思考 6.5.1.
1. 无穷符号和无穷有什么关系？
2. 能否说：射线和直线是无穷的，线段是有穷的？

习题 6.5.1. 用区间的形式表示以下的集合：
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1. {x | x > −4，而且x ⩽ 0.4}
2. {x | x ⩾ 1且x ⩽ 5，或者x < 8且x > 7.2}
3. {x | x ⩽ 3.4，或者x < 6且x ⩾ −0.2}

6.6 一元一次不等式组

来看区间的用途。我们来看这样的问题：

例子 6.6.1. 某公司将组装好的轴承件运到海外销售。海运公司运输每船货
物的成本是 300 万元。海外铺货等销售成本是 800 万元。每箱货物净重导
致货船的吃水线升高约 1.3 厘米。货船给某公司留出的余地是 60 厘米。估
计每箱货物本地销售毛利润是 74 万元，运输过程平均损耗率是 0.6%。为
使海外销售不亏本，每次运输多少箱货物是可以接受的？

解答. 设每次运输 x 箱货物。根据条件，x 箱货物导致吃水线升高 1.3x 厘
米。因此：

1.3x ⩽ 60.

此外，x 箱货物毛利润是 74x 万元。运输过程损耗 0.006x 的货物之后，扣
除货运成本和海外销售成本，要使得海外销售不亏本，要有：

74(x− 0.006x)− 300− 800 ⩾ 0.

以上两个条件必须同时满足，因此问题的解集是以上两个不等式的公共解。

从例子中可以看到，实际生产和生活中，往往需要找到满足多个条件
的数。我们把这些条件转化成不等式后，用大括号括起来，叫做不等式组。
从集合的角度来看，我们要找的是多个集合的交集。比如，上题中的两个不
等式就可以写成： {

1.3x ⩽ 60, (1)

73.556x ⩾ 1100, (2)
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从不等式 (1) 可以解出：x ⩽ 60
1.3

≈ 46.154。从不等式 (2) 可以解出 x ⩾
1100
73.556

≈ 14.955。所以，(1) 的解集是区间 (−∞, 60
1.3

]，(2) 的解集是区间
[ 1100
73.556

,+∞)。它们的交集是：

(−∞,
60

1.3
] ∩ [

1100

73.556
,+∞) = [

1100

73.556
,
60

1.3
].

在数轴上画出这两个区间，可以更直观地理解这个步骤。在数轴上看，取两
个区间的交集，就是取它们重叠的部分。

由于箱数必然是整数，我们只考虑区间 [ 1100
73.556

, 60
1.3

] 中的整数。因此，问
题的解集是：{n |n ∈ Z 且15 ⩽ n ⩽ 46}。我们一般把这样的整数集合简记
为：[15 . . . 46]。

如果我们想知道每次运输到海外销售，获利和数量的关系是怎样的，我
们可以建立箱数和利润（万元）之间的函数关系：

x 7→ 74(x− 0.006x)− 300− 800 = 73.556x− 1100.

如果我们不考虑亏损的话，这个函数的定义域可以是 [0 . . . 46]。如果不希
望亏损，那么可以把定义域限定在 [15 . . . 46]。

习题 6.6.1. 解不等式组：

1.
{

1.2x+ 8 < 53.9

3− 2.6x ⩽ 16

2.


2x− 7 < 0

1 + 1.5x ⩾ 9.5

−0.2x+ 0.6 < 1.2
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第七章 多变量的问题

我们来看下面的问题：

已知两个数的和是 7，求这两个数。

这个问题里有两个未知数。如果设其中一个数是 x，另一个是 y，根据题意，
可以列出方程：

x+ y = 7.

这个方程里有两个变量来表示未知数，并且含有变量的项都是一次项。这
样的方程叫做二元一次方程。二元一次方程是由关于未知数的二元一次式
构成的方程。

x = 3, y = 4 时，方程成立，因此，x = 3, y = 4 是方程的一个解。
x = 2.4, y = 4.6 时，方程也成立，因此，x = 2.4, y = 4.6 也是方程的一个

解。我们也可以把解写成 (3, 4) 或

{
x = 3,

y = 4.

如果把方程改写成：y = 7 − x. 那么，x 取任意数的时候，将 y 对应
7− x 得到的数，就得到方程的一个解。比如：

取x = 1时， 可以得到y = 6；
取x = 2时， 可以得到y = 5；
取x = −0.8时， 可以得到y = 7.8；
取x = 31时， 可以得到y = −24；等等。

61
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如果 x, y 可以取任意实数，那么这个方程的解集是 {(a, 7− a) | a ∈ R}，它
是 {(a, b) | a, b ∈ R} 的子集。

7.1 二元一次方程组

实际生活中，包含多变量的问题往往也包含不止一个相等关系。我们
来看另一个问题：

甲乙两数和是 7，且甲比乙大 3，问甲乙各是多少？

这个问题包含了两个未知数，也包含了两个相等关系。可以列出两个方程：{
x+ y = 7, (1)

x− y = 3, (2)

我们要求 x 和 y 既满足 (1)，又满足 (2)。因此，用大括号把这两个方程括
起来，求它们的公共解。这样的多个方程，称为方程组。由几个一元方程组
成，关于两个变量的方程组，叫做二元一次方程组。{

x = 3,

y = 4.
,

{
x = 5,

y = 2.
,

{
x = −1,

y = 8.
· · · 都是 (1) 的解；{

x = 6,

y = 3.
,

{
x = 5,

y = 2.
,

{
x = −1.5,

y = −4.5.
· · · 都是 (2) 的解。

其中，

{
x = 5,

y = 2.
既是 (1) 的解，也是 (2) 的解，因此是两个方程的公共解，

或者说方程组的解。用集合的说法，方程组的解集是各个方程解集的交集。

7.2 消元法

怎么解二元一次方程组呢？我们介绍一种常用的方法：消元法。
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消元法的思路是：从二元一次方程组出发，得到一元一次方程，从而求
出解。二元一次方程组比一元一次方程多一个元。因此，要消去一个元。

从上一节的方程组出发：{
x+ y = 7, (1)

x− y = 3, (2)

我们把 (1) 改写成 y = 7− x，用 x 表示 y。然后将 (2) 中的 y 用关于 x 的
表达式代替，得到一个关于 x 的一元一次方程。：

x− (7− x) = 3.

解这个方程，得 x = 5。而 y 可以用 x表示，因此可以求出 y：y = 7−x = 2。

经过检验，得出方程组的解是：

{
x = 5,

y = 2.

以上方法把从方程组的一个方程出发，把一个变量用另一个变量表示，
代入别的方程，消去变量。这种方法叫做代入消元法，简称代入法。它可以
概括为：

1. 选定一个方程和其中一个系数不为零的变量。
2. 根据等式的基本性质，把这个变量写成另一个变量的表达式。
3. 将它的表达式代入其它的方程，这样这个变量就被消去了，只
剩下关于另一个变量的一元一次方程。

4. 解出另一个变量的值。
5. 将另一个变量的值代入第二步中的表达式，解出消去变量的值。

再看另一种方法。仍然从上一节的方程组出发。观察 (2) 中含 y 的项，
系数是 −1，而 (1) 中含 y 的项，系数是 1。将等式 (1) 两边各乘以 1，然
后用 (2) 分边加上它，就得到：

x− y + 1 · (x+ y) = 3 + 1 · 7.
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注意到 y 的系数为 −1 + 1 · 1 = 0，含 y 的项被消掉了。只剩下含 x 的项。
上式化简得到一元一次方程：

2x = 10.

解这个方程得 x = 5，代入 (1) 得到 y = 2。经过检验，得出方程组的解是：{
x = 5,

y = 2.

以上方法从方程组的一个方程出发，通过在两边乘以适当的系数后和
其它方程相加，消去其它方程中的某个变量。这种方法叫增减消元法，简称
增减法。它可以概括为：

1. 选定一个方程和其中一个系数不为零的变量。
2. 将方程两边乘以适当的数，使得第一步中变量的系数和
另一个方程中的系数是相反数。

3. 把新得到的方程分边和另一个方程相加，这样这个变量就被
消去了。

4. 解出另一个变量的值。
5. 将另一个变量的值代入第一步中的方程，解出消去变量的值。

第二步中，如何选取适当的数呢？我们再来看一个例子。{
4x+ 3y = 7, (1)

x+ 2y = 3, (2)

我们仍然想消去 y。选定第一个方程，y 的系数是 3。要将方程两边乘以适
当的数 a，让 y 的系数变成 2 的相反数。因此我们可以列出方程：

3a = −2.

即 a = −2
3
。这样，(1) 乘以 −2

3
得到的新方程和 (2) 相加，就得到：(

1 + (−2

3
) · 4

)
x = 3 + (−2

3
) · 7.
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解得 x = 1，代入第一个方程得到 y = 1。经过检验，得出方程组的解是：{
x = 1,

y = 1.

总结：第二步中，适当的数可以通过解关于变量系数的一元一次方程
得到。为了使方程有解，第一步要选系数不为 0 的变量。

习题 7.2.1. 解以下方程组：

1.
{

2x− 3y = 2

3x+ 2y = 16

2.
{

7x+ y = −2

−4x+ 2y = 14

7.3 多元一次方程组举例

观察以上解答，可以发现，消元法只用到了四则运算。用消元法的思
想，不仅可以解二元一次方程组，也可以解关于更多变量的一次方程组。

我们来看这样一个方程组：
x− 3y + z = 2, (1)

4x− y − z = 9, (2)

y + 3z = 7, (3)

用增减法解这个方程组。首先消去 x。选取 (1)，两边乘以 −4后，与 (2)相
加，得到：

11y − 5z = 1. (2′)

(3) 中本来就没有 x，所以 (2′) 和 (3) 构成二元一次方程组：{
11y − 5z = 1, (2′)

y + 3z = 7. (3)
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接下来再消去 y。选取 (3)，两边乘以 −11 后，和 (2′) 相加，得到一元一次
方程：

−38z = −76.

解得 z = 2，代入 (3) 得到 y = 1；再代入 (1) 得到 x = 3。经过检验，得出

方程组的解是：


x = 3,

y = 1,

z = 2.

以上的方程组总有一个解。是不是一次方程组总有解呢？我们来看这
样一个方程组： {

x+ 3y = 0, (1)

−x− 3y = 3, (2)

用增减法消去 x，得到：0 = 3。这个等式总是不成立的，因此方程组无解。
另一方面，如果 (2) 的右边是 0 而不是 3，那么用增减法消去 x，就得到：
0 = 0。这个等式总是成立的，因此方程有任意解。

7.4 图像法

我们已经了解过如何用图像法解一元一次方程和一元一次不等式。建
立直角坐标系后，一元一次式对应着平面中的直线。一元一次方程的解对
应着直线和 x 轴的交点，而一元一次不等式的解集对应直线在 x 轴上方或
下方的部分。

如何在平面中表示二元一次方程组呢？仍然从第一节的方程组出发：{
x+ y = 7, (1)

x− y = 3, (2)

我们已经发现，x取任意数时，y 取 7−x，就得到 (1)的一个解。也就是说，
点 (x, y) 是 (1) 的一个解，当且仅当 y = 7− x。考虑一次函数：x 7→ 7− x。
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它的图像是一条直线，而且它的图像中每一个点 (x, y)，就是 (1)的一个解。
于是我们有这样的结论：

定理 7.4.1. 二元一次方程的解集对应平面中一条直线。

两种特殊情形需要注意：x或 y 的系数等于 0，这时方程的解集分别对
应平行于 x轴和平行于 y 轴的直线。比如，y = 7的解集是 {(x, 7) | x ∈ R}，
这是一条平行于 x 轴的直线；x = 4 的解集是 {(4, y) | y ∈ R}，这是一条平
行于 y 轴的直线。

二元一次方程组的解集，是它包
含的各个二元一次方程解集的交集。
所以，以上方程组的解集，就是 x +

y = 7解集对应的直线和 x−y = 3解
集对应的直线的交点。在平面直角坐
标系中作出这两条直线，它们的交点
就是方程组的解。

因为两条直线要么平行，要么相
交，要么重合，所以两个方程构成的
二元一次方程组要么无解，要么恰有
一个解，要么有任意解。

思考 7.4.1.
1. 设某个二元一次方程组由 3 个方程组成。它的解集可能有哪些情况？

4 个、5 个方程组成的方程组呢？
2. 三元一次方程组能否对应平面中的形状？你有什么想法？


