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第一章 向量

第五册中，我们学习了用三角函数解三角形。三角函数是定量研究平
面形的利器。不过，三角函数本身并不是简单的函数。我们目前只能通过查
表的方式得到函数值。这让我们思考，能不能打造一种更方便定量研究的
体系呢？

回顾我们对平面形的研究，我们从几条公理出发，得出点、直线、三角
形、圆等形状之间的定性关系。公理体系的缺陷在于没有与数紧密结合。比
如，“两点之间直线最短”，除了定性的“最短”，没有提供别的信息。我们
需要一种根本上和数量结合的体系，来理解各种平面形状。

此外，公理体系中并没有强调运动的概念。我们说点运动形成了线，旋
转形成角度和圆，但并没有相关的工具来描述具体的运动。我们需要一种
根本上和运动结合的体系，来理解形状之间的关系。

1.1 点、向量和直线

学习有理数的时候，我们使用数轴上的点表示。每个点代表一个实数。
两点重合，当且仅当它们代表同一个数。这种表示方法把数和直线上的点
牢牢绑在一起。我们可以用数的关系表示直线上点的关系。数轴使我们可
以定量理解直线。
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6 第一章 向量

至于平面中的点，我们用相互垂直的数轴定义了点的坐标。每个点代
表一个有序数对。两个数按顺序排列，对应平面中一点。

能不能像数轴一样，用一个量代表平面中一点呢？数轴之所以能用一
个数代表一个点，是因为直线只有两个方向，使用正负号就可以代表方向。
平面中不止两个方向，我们无法用正负来表示方向了。为此，我们引入一个
新的量来代表平面中的点：向量。

自然数、有理数、实数都有自己的运算法则。向量作为代表点的量，需
要满足怎样的运算法则呢？我们从运动出发，给出以下的法则：

• 向量的加法就是平移：两个向量相加得到另一个向量。向量的加法满
足结合律和交换律。

• 零向量表示静止不变：存在这样一个向量，任何向量与它相加，仍然
是自己。这个向量叫做零向量。零向量不定义方向，也可以说它与任
何向量同向或反向。它对应的点称为原点。

• 非零向量放缩，引出一根数轴：任何实数乘以向量，得到方向相同或
相反的向量。这个运算称为数乘运算。数乘运算对应图形的放缩。

• 放缩和四则运算相容：数轴上可以做数的运算。
• 平移和放缩相容：先平移再放缩，和先放缩再平移，结果一样。

按照定义，向量就是点，所以可以用大写字母来表记。比如零向量就是原
点，记为 O。此外，向量就是平移。点 A 就是把 O 对应到 A 的平移，也
是 O 平移的结果，记为

#    „

OA。

让我们用数学语言把这些法则具体写出来。我们把平面看作集合，记
为 V，其中的元素称为向量或点，用粗体小写字母表示，以便和代表数的
量区分：

• 加法结合律：∀ a, b, c ∈ V，a + (b + c) = (a + b) + c。
• 加法交换律：∀ a, b ∈ V，a + b = b + a。
• 存在零向量：∀ a ∈ V，a + 0 = a。
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• 放缩和四则运算相容：∀ a ∈ V，1 · a = a。∀s, t ∈ R，(s + t) · a =

(s · a) + (t · a)，(s · t) · a = s · (t · a)。
• 放缩和平移相容：∀ a, b ∈ V，∀ t ∈ R，t · (a + b) = t · a + t · b。

从以上法则出发，我们可以定义直线：

定义 1.1.1. 过原点的直线是非零向量放缩得到的集合。不过原点的直线是
过原点的直线按一点平移得到的集合。

给定非零向量 A = a，{ta | t ∈ R} 是一条过原点 O 和 A 的直线 OA，
称为 A 引出的直线，记为 Ra。给定向量 B = b，{ta + b | t ∈ R} 是一条过
B 的直线，记为 Ra+ b，其中 Ra 称为它的直部；而 {ta+ (1− t)b | t ∈ R}
就是直线 AB。

给定非零向量 a，如果向量 b 可以通过 a 放缩得到，或者说 b ∈ Ra，
就称两者共轴，表示两者在共同的数轴上。

类比可以定义线段和射线：给定非零向量 A = a 和向量 B = b，{(1−
t)a + tb | t ∈ [0; 1]} 是线段 AB，{(1− t)a + tb | t ⩾ 0} 是射线 AB。

这样定义的线段和射线，也具备了数轴的性质。比如，在线段 {(1 −
t)A + tB | t ∈ [0; 1]} 中，t 的不同值就对应了不同的点：t = 0 对应点 A，
t = 1 对应点 B。对一般的 t ∈ (0; 1)，(1− t)A+ tB 对应的点 P 在 AB 上，
可以看作数轴 AB 上的点。因此满足：

|AP | = |P − A| = |tB − tA| = t|AB|,
|PB| = |B − P | = |(1− t)B − (1− t)A| = (1− t)|AB|.

也就是说，P 是线段 AB 上使得 |AP |
|PB| =

t
1−t
的点。

反过来，设 |AP |
|PB| 等于定值 k > 0，对应的点 P 是什么点呢？这个问题

实际上是求方程：
t

1− t
= k

的解。容易解出这个方程的唯一解：t = k
k+1
。因此我们得到结论：
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定理 1.1.1. 定比分点定理 线段 AB 上到两端距离之比 |AP |
|PB| 为定值 k 的点

P 恰有一个，称为它的 k 分点。

正数 k 越小，k 分点距离 A 越近，k 越大，k 分点离 B 越近；k = 1

时，我们就得到线段的中点。

例题 1.1.1. 三角形 ABC 的边 AB、BC 上分别有点 P、Q，使得：

|AP |
|PB|

=
|BQ|
|QC|

= 2,

定义点 X：
X =

A+ 2B + 4C

7
.

验证：X 是直线 AQ 和 PC 的交点。

解答. 证明：设 P = (1− t)A+ tB。P 是线段 AB 的 2 分点，所以

t =
2

2 + 1
=

2

3
.

即：
P =

1

3
A+

2

3
B =

A+ 2B

3
.

同理，设 Q = (1− t)B + tC，则 t = 2
3
，即：

Q =
1

3
B +

2

3
C =

B + 2C

3
.

由于线段的定比分点在直线上，只要找出合适的参数 t，使得 X = (1 −
t)A+ tQ，就说明 X 在 AQ 上。

X = (1− t)A+ tQ = (1− t)A+
t

3
B +

2t

3
C,

因此，令 t = 6
7
，就有 1− t = 1

7
、t

3
= 2

7
、2t

3
= 4

7
。即 (1− t)A+ t

3
B+ 2t

3
C =

A+2B+4C
7

。这说明：

X = (1− 6

7
)A+

6

7
Q.
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也就是说，X 在直线 AQ 上，是线段 AQ 的 6
7
分点。

同理可以验证，

(1− 4

7
)P +

4

7
C =

3

7
· B + 2C

3
+

4

7
C =

A+ 2B + 4C

7
.

这说明：
X = (1− 4

7
)P +

4

7
C.

也就是说，X 在直线 PC 上，是线段 PC 的 4
7
分点。

综上所述，X 既在直线 AQ 上也在直线 PC 上，是直线 AQ 和 PC 的交
点。

以上我们讨论了 k > 0 的情况，显然，k = 0 对应 P = A。对于负数
k，有没有对应的点呢？我们用平移的思想考虑这个问题，从 A 到 P 经历
的平移是

#    „

AP = t
#    „

AB，从 P 到 B 经历的平移是
#    „

PB = (1− t)
#    „

AB。它们的
系数之比就是 t

1−t
。于是，我们可以对一般的 k 定义定比分点：如果 k 能

使得方程
t

1− t
= k

有唯一解，那么我们就把对应的点 P 称为 AB 的 k 分点。

如果 k < −1，那么 k 分点对应的 t = k
k+1

> 1，也就是说，P 在线段
AB 沿 B 的延长线上。如果 −1 < k < 0，那么 k 分点对应的 t = k

k+1
< 0，

也就是说，P 在线段 AB 沿 A 的延长线上。如果 k = −1，以上方程无解，
这说明 −1 分点不存在。

共轴的向量，通过数轴，可以方便地讨论相互的位置关系。不共轴的向
量之间，如何讨论位置关系呢？为此，我们要引入平面的根本性质：

• 给定任何非零向量 A，平面中总有另一个向量 B，不在直线 OA 上。
我们说两者不共轴。

• 从不共轴的向量 A,B 出发，经过放缩、平移，可以得到平面中任何向
量。具体来说，任何向量都可以表示成 sA+ tB 的形式，集合 {sA+

tB | s, t,∈ R} 就是整个平面。这样的 A,B 称为平面的一组基或基底。
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举例来说，在直角坐标系中，我们选择了原点重合、互相垂直的两条数
轴，以每条数轴上数 1 对应的点（记为 ex, ey）出发，通过放缩和平移，就
得到平面所有的点。平面中任一点可以写成 xex + yey，其中 x, y 就是点的
坐标。直角坐标系其实是一种用向量描述平面的方法。ex, ey 就是一组基底。
给定基底后，平面中的点用两个实数构成的有序数对（也就是坐标）表示，
所以平面也记为 R2。

我们知道，平面中的点的坐标是唯一的。从向量的角度来说，可以表
达成：用基底 A,B 表示向量的方法只有一种。如果向量 P 既能写成 P =

s1A + t1B，又能写成 P = s2A + t2B，那么 s1 = s2、t1 = t2。我们说，作
为基底的向量 A,B 是直无关的：

定义 1.1.2. 考虑一组向量 a1, a2, · · · , an 和同样数量的系数 t1, t2, · · · , tn。以
下的向量：

t1a1 + t2a2 + · · ·+ tnan

称为这组向量（关于系数 t1, t2, · · · , tn）的直组合。t1, t2, · · · , tn 称为直组合
的系数。能表示为 a1, a2, · · · , an 的直组合的向量，称为这组向量的生成向
量，所有生成向量的集合称为这组向量的生成集。

如果一组向量的生成向量只能用唯一的方式表示为它们的直组合，就
说这组向量是直无关的，否则就说这组向量是直约束的或直相关的。

从这些定义出发，我们容易想到一些基本的性质。比如，一组向量的生
成集总会包括这些向量自身，也总包括零向量。

从平面的根本性质，可以得到：

定理 1.1.2. 平面基本定理平面中不共轴的两个向量总是直无关的，生成集
是整个平面。多于两个向量如果不共轴，总是直约束的。

证明： 从平面的根本性质第二条可以直接得出：平面中不共轴的两个向量，
生成集是整个平面，称为平面的基底。下面证明平面的基底总是直无关的。
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使用反证法来证明。反设某组基底 A,B 是直约束的，即有某个向量 P

可以用两种形式表示成 A,B 的直组合：

P = s1A+ t1B = s2A+ t2B.

且有序数对 (s1, t1)和 (s2, t2)不完全相等。不妨设 s1 6= s2。从上式可以得
到零向量的表示：

0 = (s1 − s2)A+ (t1 − t2)B.

于是
A = − t1 − t2

s1 − s2
B.

A,B 共轴，矛盾！因此原命题成立：平面的基底总是直无关的。

多于两个向量 P1, P2, · · · , Pn，如果不共轴，那么至少有两个向量不共
轴。记为 P1, P2，则 P1, P2构成了平面的基底。其他向量都可以表示成 P1, P2

的直组合。

考虑用这组向量生成零向量。首先，令所有系数为 0。零向量总能表示
为关于系数 (0, 0, · · · , 0)的直组合。其次，在其他向量里面选一个，比如 Pk，
Pk 可以表示为 P1, P2 的直组合：Pk = sP1 + tP2。于是令 P1, P2 的系数分
别为 s, t，Pk 的系数为 −1，其他向量系数为 0。零向量表示为：

0 = s · P1 + t · P2 + (−1) · Pk +
∑

i ̸=1,2,k

0 · Pi

零向量表示方式不唯一，说明这组向量是直约束的。 □

从证明中可以看出，零向量的表示方式是判别向量是否直相关的方便
方法。这是因为生成集里面某向量表示不唯一，等于说零向量表示不唯一。
而我们总知道零向量的一种表示方式：所有系数为 0。这样，我们只需要讨
论另一种表示方式是否存在。我们也可以把这个思考方法总结成：

定理 1.1.3. 直无关向量组的判定 直无关的向量组只能用系数全为零的方
式表示零向量。只能用系数全为零的方式表示零向量的向量组是直无关的。
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换句话说，给定 n 个向量 a1, a2, · · · , an，如果存在不全为零的实数
t1, t2, · · · , tn，使得直组合 t1a1 + t2a2 + · · ·+ t1an 是零向量，那么这 n 个向
量直相关。如果不存在这样一组实数，那么这 n 个向量直无关。

平面基底是直无关的，也就是说，任何向量表示成基底的直组合，方法
是唯一的。使用恰当的基底，可以从更好的角度看问题。

例题 1.1.2. 三角形 ABC 的边 AB、BC 上分别有点 P、Q，使得：

|AP |
|PB|

=
|BQ|
|QC|

= 2,

试用 A,B,C 对应的向量，表示直线 AQ 和 PC 的交点。

解答. 前面我们验证了这个交点存在。这里我们来思考：如果一开始不知道
交点，如何把它求出来。我们已经知道如何用 A,B,C 表示 P 和 Q：

P =
A+ 2B

3
, Q =

B + 2C

3
.

记交点为 X。下面我们用
#    „

BA 和
#    „

BC 来表示
#    „

BP 和
#    „

BQ，然后分别用
#    „

BP

和
#    „

BC、
#    „

BA 和
#    „

BQ 来表示交点 X。
#    „

BA 和
#    „

BC 不共轴，所以构成平面的
基底。根据平面基本定理，这两种表示方式都可以归于

#    „

BA 和
#    „

BC 的直组
合，即归根结底是同一个方式。这样，我们就能建立方程组，推出 X 的具
体表示方式。

首先考虑
#    „

BP，
#    „

BP = P − B =
A+ 2B

3
− B =

A− B

3
=

1

3

#    „

BA,

同理，
#    „

BQ =
2

3

#    „

BC.

设
#     „

BX = (1− t)
#    „

BP + t
#    „

BC = (1− s)
#    „

BA+ s
#    „

BQ，则：

1− t

3

#    „

BA+ t
#    „

BC = (1− t)
#    „

BP + t
#    „

BC

= (1− s)
#    „

BA+ s
#    „

BQ = (1− s)
#    „

BA+
2s

3

#    „

BC.
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两种表达方式一致，所以对应系数相同。因此有以下方程组：{
1−t
3

= 1− s

t = 2s
3

解得 t = 4
7
，s = 6

7
。代入上面

#     „

BX 的表达式，可以求得：

#     „

BX = (1− t)
#    „

BP + t
#    „

BC =
3

7

#    „

BP +
4

7

#    „

BC =
1

7

#    „

BA+
4

7

#    „

BC.

即：
X − B =

A− B

7
+

4C − 4B

7
.

于是：
X =

A+ 2B + 4C

7
.

这也是我们前面验证过的交点。

思考 1.1.1.
1. 设平面上有两点 A,B，以 OA,OB 为邻边作平行四边形 AOBC。

向量
#    „

OA 和
#    „

BC 是什么关系？
2. 设平面上有两点 A,B，三角形 OAB 中，连接边 OA,OB 的中点

M,N。向量
#    „

AB 和
#      „

MN 是什么关系？
3. 例题 1.1.2 的解答里，如果关于 s, t 的方程组无解，代表什么？是

否存在无解的情况？

习题 1.1.1.
1. 证明：零向量只有一个，任何向量乘 0 得到零向量。
2. 证明：零向量乘任何数得到零向量。
3. 证明：任何向量 a 都有唯一的反向量 b，满足 a + b = 0。
4. 设 a, b 不共轴，如果 sa + tb = 0，证明：s = t = 0。

直角坐标系 xOy 中，设 a = 4ex + ey，b = ex − 2ey ，b = −ex + 2ey。
5. 在坐标轴上标出 a，b 和 c。
6. 用 a 和 b 表示 ex、ey 和点 (3, 0)。
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7. 用 a 和 b 表示它们的中点、3 分点、−0.5 分点、−3 分点。写出这
些点的坐标和直线的方程。

8. 证明：向量组的生成集总包含向量组中的各个向量，以及零向量。
9. 证明：共轴的向量总是直约束的。
10. 用 a, b, c 表示顶点为 a, b, c 的三角形三边和重心。

1.2 角度与长度

根据平面的根本性质，任何向量都可以用两个不共轴向量表示。如何
讨论它们的位置关系呢？下面我们定义一种关系，把长度、距离和角度统一
起来。

给定平面基底 e1, e2，我们给出这样一个二元映射 f：

∀ a = xAe1 + yAe2, b = xBe1 + yBe2 ∈ R, f(a, b) = xAxB + yAyB.

f 把两个向量对应到一个实数。它满足以下五个性质：

• 向量的顺序不影响关系大小：

f(xAe1 + yAe2, xBe1 + yBe2)

= xAxB + yAyB

= xBxA + yByA

= f(xBe1 + yBe2, xAe1 + yAe2).

• 零向量和任意向量关系为 0：

f(xAe1 + yAe2, 0) = f(xAe1 + yAe2, 0e1 + 0e2)

= xA · 0 + yA · 0

= 0.
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• 非零向量与自身的关系总是正的：xA, yA 不全为零时，

f(xAe1 + yAe2, xAe1 + yAe2) = x2
A + y2A > 0.

• 和向量的放缩相容：

f(xAe1 + yAe2, t · (xBe1 + yBe2))

= xA · t · xB + yA · t · yB
= t · (xAxB + yAyB)

= t · f(xAe1 + yAe2, xBe1 + yBe2).

• 和向量的平移相容：

f(xAe1 + yAe2, (xBe1 + yBe2) + (xCe1 + yCe2))

= xA(xB + xC) + yA(yB + yC)

= (xAxB + yAyB) + (xAxC + yAyC)

= f(xAe1 + yAe2, xBe1 + yBe2) + f(xAe1 + yAe2, xCe1 + yCe2).

满足以上五个条件的映射 f 称为平面向量的内积。从第四个性质可知，向
量与自身的内积总是正数。我们把这个数的平方根叫做向量的长度，记为：

∀ a ∈ V, ‖a‖ =
√
f(a, a).

两个向量之差的长度，称为向量之间的距离。

∀ a, b ∈ V, ‖a − b‖ =
√

f(a − b, a − b).

如果基底 e1, e2 是直角坐标系的基，那么

∀ a = xAex + yAey,

‖a‖ =
√
x2
A + y2A,

∀ a = xAex + yAey, b = xBex + yBey,

‖a − b‖ =
√

(xA − xB)2 + (yA − yB)2.
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给定向量 A = a、B = b，‖a‖ 就是 |OA|，‖a − b‖ 就是 |AB|。也就是说，
通过内积定义的映射 f，分别与直观经验中长度和距离的概念相符合。

那么，f 本身有什么含义呢？我们来计算 |OA|2+|OB|2−|AB|2
2

.

|OA|2 + |OB|2 − |AB|2

2
=

x2
A + y2A + x2

B + y2B − (xA − xB)
2 − (yA − yB)

2

2

= xAxB + yAyB = f(a, b).

另一方面，余弦定理告诉我们，
|OA|2 + |OB|2 − |AB|2

2
= |OA||OB| cos∠AOB.

也就是说，f(a, b) = ‖a‖‖b‖ cos∠AOB。内积 f 的
本质是向量夹角的余弦与向量长度的乘积。通过内
积，我们把角度和长度统一起来了。

例题 1.2.1. 给定向量 A(2, −1) 和 B(3, 1)，求它
们的内积。

解答. 向量 A 和 B 的内积为 2 · 3 + (−1) · 1 = 5。如右图，如果计算线段
OA 和 OB 长度，可得：|OA| =

√
5，|OB| =

√
10。于是

cos∠AOB =
f(

#    „

OA,
#    „

OB)

|OA| · |OB|
=

5√
5 ·

√
10

=

√
2

2
.

即 ∠AOB = 45◦。

向量夹角的余弦值总在 −1 和 1 之间，所以向量的内积的绝对值不大
于向量长度的乘积：

|xAxB + yAyB| ⩽
√

x2
A + y2A

√
x2
B + y2B.

可以验证这个关系对任意 xA, yA, xB, yB 成立。从这个关系出发，可以得到：

|AB| =
√
(xA − xB)2 + (yA − yB)2 ⩽

√
x2
A + y2A+

√
x2
B + y2B = |OA|+|OB|.

这符合直观经验中“三角形两边之和大于第三边”或“两点之间线段距离最
短”的性质。



1.2 角度与长度 17

内积为 0，就表示向量夹角的余弦为 0，即两
个向量垂直。比如，令 a = 2ex − ey，b = ex +2ey，
那么 f(a, b) = 2 · 1− 1 · 2 = 0。在平面上画出对应
的点 A,B，可以验证 ∠AOB = 90◦。

内积映射并不是唯一的，我们来看另一个内积
映射 f2：

∀ xA, yA, xB, yB ∈ R, f2(xAe1+yAe2, xBe1+yBe2) = 2xAxB+yAyB.

可以验证，f2 也满足 f 满足的五个性质。从 f2 出发，我们也可以定义距离
和长度：

∀ a = xAex + yAey, ‖a‖2 = f2(a, a) = 2x2
A + y2A.

这样定义的距离和长度和我们直观经验中有些不一样，不过，我们可以验
证，这样定义的距离也满足“两点之间线段最短”的性质。

|2xAxB + yAyB| ⩽
√

2x2
A + y2A

√
2x2

B + y2B.

因此，f2 也是内积。

我们把符合直观经验的内积 f 称为经典内积，一般称内积都默认指经
典内积；把对应的长度称为向量的模。我们把向量 a, b的（经典）内积记为
(a | b)，不至于混淆时，也常称为点积，记为 a ·b；把它们的模记为 |a|、|b|。

既然有余弦，自然有正弦。记 α = ∠AOB，则 (a | b) = |a||b| cosα，于
是，

|a|2|b|2 sin2 α = |a|2|b|2 − (a | b)2

记 a = xAex + yAey，b = xBex + yBey，则

(x2
A + y2A)(x

2
B + y2B) sin2 α = (x2

A + y2A)(x
2
B + y2B)− (xAxB + yAyB)

2

= (xAyB − xByA)
2

| sinα| = |xAyB − xByA|√
x2
A + y2A

√
x2
B + y2B
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我们得出了夹角 ∠AOB 正弦的绝对值。

观察向量夹角的正弦和余弦，我们注意到，它们的表达式与和差角公
式有相似之处。xAxB + yAyB 与差角余弦公式形式相似，xAyB − xByA 与差
角正弦公式形式相似。

让我们在直角坐标系中找几个例子，看看直观结果。设有点 A(1, 0)、
B(1

2
�
√
3
2
)。不难得出 ∠AOB = 60◦。我们用以上公式计算 ∠AOB 的正弦和

余弦：

xAyB − xByA√
x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

=

√
3

2
,

xAxB + yAyB√
x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

=
1

2
.

把 P 的坐标换成 (0, 1)、(−
√
2
2
,
√
2
2
)、(

√
3
2
,−1

2
) 等，我们发现，通过以上两

个公式得到的值，分别是 ∠AOB 的正弦、余弦值。记 ∠AOB = α，那么：

sinα =
xAyB − xByA√

x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

, cosα =
xAxB + yAyB√

x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

.

我们是通过面积定义正弦的。比如，邻边为 OA 和 OB 的平行四边形，
面积是 |OA||OB| sin∠AOB。对照上面正弦的表达式，可以发现这个面积
等于 xAyB − xByA。于是，我们把对应的映射

(a, b) 7→ xAyB − xByA.

称为向量 A,B 的面积，记为 a ∧ b。

向量的面积和内积，分别对应正弦和余弦。两向量面积为零，当且仅当
它们共轴；两向量内积为零，当且仅当它们互相垂直。

习题 1.2.1.
1. 直角坐标系中，已知两向量，计算它们的内积和面积，讨论它们的关系。

1.1. A(0, 2), B(1, 1)

1.2. A(2, 1), B(0.5, −1)

1.3. A(1.6, 0.2), B(−0.9, −3)
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1.4. A(1, −0.28), B(−0.45, −0.6)

2. 直角坐标系中，已知向量 B 的模为 2，根据以下条件，求向量 A,B 的
内积：

2.1 A = (−4, 2), ∠AOB = 60◦

2.2 A = (0, 5), ∠AOB = 135◦

2.3.A = (3, −2.5), ∠AOB = 45◦

3. 直角坐标系中，已知点 P (2, 1)，求使得 P,Q 内积为 4 的点 Q。
4. 直角坐标系中，已知点 P (2, 1)，求使得 P,Q 面积为 4 的点 Q。

思考 1.2.1. 如果直角坐标系 xOy 的 x 轴和 y 轴沿逆时针排布，而角度的
正方向为顺时针方向，角 α 的正弦和余弦是否还能写成

sinα =
xAyB − xByA√

x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

, cosα =
xAxB + yAyB√

x2
A + y2A

√
x2
B + y2B

的形式？

1.3 直线的方程

我们已经讨论过直线和方程的关系。直角坐标系中，任意给定二元一
次方程 ax+ by+ c = 0（a、b 不全为 0），它的解集都对应平面中一条直线。
我们把这个二元一次方程称为直线的一般式方程。比如，3x− 2y+1 = 0就
是一条直线的一般式方程。不过，从这个式子，我们不容易看出相应的直线
有什么性质。已知直线的一些直观性质，我们希望将这些直观性质和直线
的方程联系起来，以便通过方程的方式，来分析直线以及直线和其他平面
形的关系。

比如，已知直线过点 A(xA, yA)，斜率为 k。直线斜率为 k，说明直线
是某个一次函数 x 7→ kx+ b 的图像。对比可知，直线方程为：

y − yA = k(x− xA).
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我们把这个方程称为直线的点斜式方程。已知直线上一点和直线的斜率，
可以写出直线的点斜式方程。比如，过 (1, 2)，斜率为 2 的直线方程为：
y − 2 = 2(x− 1)，即 y − 2x = 0。

下面我们用向量的语言，给出有不同直观性质的直线的方程。

点向式：已知直线过点 A(xA, yA)，方向向量为 b = (xB, yB)，那么直
线为 A+Rb。考虑直线上一点 P (x, y)，

#    „

AP 和 b 共轴，所以面积为 0。于
是 (x, y) 满足方程：

(x− xA)yB − (y − yA)xB = 0.

我们把这个二元一次方程称为直线的点向式方程。已知直线上一点和直线
的方向，可以写出直线的点向式方程。比如，过 (1, 2)，方向为 (−1, 1) 的
直线方程为：1 · (x− 1)− (−1) · (y − 2) = 0，即 x+ y = 3。

两点式：已知直线过点 A(xA, yA) 和点 B(xB, yB)，那么直线为 A +

R #    „

AB。考虑直线上一点 P (x, y)，则
#    „

AP 和
#    „

AB 共轴。于是 (x, y) 满足方
程：

(x− xA)(yB − yA)− (y − yA)(xB − xA) = 0.

我们把以上方程称为直线的两点式方程。已知直线上不同的两点，可以写
出直线的两点式方程。比如，过 (1, 2)、(−2, 1)的直线方程为：(x− 1)(1−
2)− (y − 2)(−2− 1) = 0，即 −x+ 3y = 5。

点法式：已知直线过点 A(xA, yA) = a，并且和 b = (xB, yB) 垂直。考
虑直线上一点 P (x, y) = p，p − a 和 b 垂直，所以内积为 0。于是 (x, y)

满足方程：

(x− xA)xB + (y − yA)yB = 0.

我们把 b 称为直线的法向量，把以上方程称为直线的点法式方程。已知直
线上一点和法向量，可以写出直线的点法式方程。比如，过 (1, 2)，法向量
为 (3, −1) 的直线方程为：(x− 1) · 3 + (y − 2) · (−1) = 0，即 3x− y = 1。
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等高式：已知点 P (x, y) = p与 B(xB, yB) = b的面积为 S，则 (x, y)

满足方程：

xyB − yxB = S.

我们把这个二元一次方程称为直线的等高式方程。从直观上看，它表示所
有以 OB 为底，面积相等（从而高相等）的三角形 OBP 的顶点 P 的集合，
即一条平行于 OB 的直线。比如，与 (1, −1)的面积为 3的点构成直线，方
程为：−x+ y = 3。

S = 0 时，我们就得到直线 OB。也就是说，已知 B 的坐标 (xB, yB)，
直线 OB 的方程是 xyB − yxB = 0。

等垂式：已知点 P (x, y) = p与 B(xB, yB) = b的内积为 T，则 (x, y)

满足方程：

xxB + yyB = T.

我们把这个二元一次方程称为直线的等垂式方程。

从直观上看，作 P 到直线 OB 的垂线，垂足为 H。设
#    „

OH = t
#    „

OB，

T =
#    „

OP · #    „

OB =
#    „

OH · #    „

OB +
#    „

HP · #    „

OB.

HP ⊥ OB，所以
#    „

HP · #    „

OB = 0。于是 T = t
#    „

OB · #    „

OB = t|OB|2，算得
t = T

|OB|2，
#    „

OH = T
|OB|2

#    „

OB。这说明 H 是定点。

反之，过 H 点作垂直 OB 的直线。直线上任一点到 OB 的垂足是 H，
因此

#    „

OP · #    „

OB = T。

这说明直线 xxB + yyB = T 是一条垂直于 OB 的直线，是所有到 OB

的垂足为定点 H 的点 P 的集合。比如，与点 B(1, −1) 的内积为 3 的点构
成直线，方程为：x− y = 3。它垂直于直线 OB：x+ y = 0。

使用等高式和等垂式，我们可以讨论直线平行和垂直的关系。我们来
看两个典型问题：
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例子 1.3.1. 求经过点 P (xP , yP ) 并平行于直线 l : ax+ by + c = 0 的直线
（如果存在）的方程。

解答. 首先把直线方程转为等高式：ax − (−b)y = −c，它表示平行于向
量 (a,−b)，与它的面积为 −c 的直线。如果 P 在直线上，那么 P 满足
axP − (−b)yP = −c。这时符合要求的平行线不存在。如果 P 不在直线上，
我们可以构造直线 l′ : ax − (−b)y = axP − (−b)yP。l′ 过 P，且与向量
(a,−b) 平行，因此平行于 l。

另一方面，如果有直线过点 P 并平行于 l，那么它与向量 (a,−b)平行。
设它的方程为 ax − (−b)y = S。由于 P 在直线 ax − (−b)y = S 上，P 满
足 axP − (−b)yP = S，即平行线方程为 ax− (−b)y = axP − (−b)yP。显然，
axP − (−b)yP = −c 时，两直线重合，不符合平行线定义。

因此，axP − (−b)yP = −c（P 在直线上）时无平行线；其他情况下，恰
有一条平行线：ax− (−b)y = axP − (−b)yP。化简后的方程为：

ax+ by = axP + yP .

另解：首先把直线方程转为等垂式：ax+ by = −c，它表示与点 M(a, b)

的内积为 −c的直线，也就是垂直于 OM，垂足 Q满足
#    „

OQ = −c
|OM |2

#     „

OM 的
直线。如果有直线过点 P 并平行于 l，那么它也和 OM 垂直。把它写成等
垂式：ax + by = T。由于 P 在 l′ 上，所以 T = axP + yP。于是 l′ 的方程
为 ax+ by = axP + yP。显然，axP + byP = −c 时，两直线重合，不符合平
行线定义。

另一方面，考察 l′ : ax+ by = axP + yP，它垂直于 OM，所以与 l 平
行或重合。容易验证，两线重合当且仅当 axP + byP = −c。

因此，axP + byP = −c（P 在直线上）时无平行线；其他情况下，恰有
一条平行线：

ax+ by = axP + yP .
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我们发现，与 ax+ by+ c = 0平行的直线，总可以写成 ax+ by+ c′ = 0

的形式。我们把 ax+ by 称为直线的头。头相同的直线相互平行或重合。

例题 1.3.1. 求经过点 P (xP , yP ) 并垂直于直线 l : ax+ by + c = 0 的直线
（如果存在）的方程。

解答. 把直线方程写成点法式：(x− xQ)a+ (y − yQ)b = 0，其中 Q(xQ, yQ)

是 l 上一点。这说明 (a, b) 是 l 的法向量。因此，以 (a, b) 为方向的直线：
(x− xP )b− (y − yP )a = 0 就是过 P 且垂直于 l 的直线。

我们发现，与 ax+ by+ c = 0垂直的直线，总可以写成 bx−ay+ c′ = 0

的形式。

例题 1.3.2. 给定一点 P (xP , yP ) 和一条直线 l : ax + by + c = 0，如何计
算 P 到直线 l 的距离 d？

解答. 首先把直线方程转为等高式：ax− (−b)y = −c，它表示与点M(a,−b)

的面积为 −c 的直线。P 与点 M 的面积为 axP − (−b)yP。如果 P 到 l 的
垂足为 Q，P 到 OM 的垂足为 H，那么 P 到 l 的距离 d = |PQ| 是 |HQ|
与 |PH| 的差。平行四边形的面积等于底乘以高，所以，考虑 P、Q 分别与
O,M 生成的平行四边形，它们的面积之差等于高的差乘以底。而两者对应
的高分别是 |HQ| 与 |PH|。也就是说，P 到 l 的距离 d 是两个面积的差除
以底的商：

d =
| − c− (axP − (−b)yP )|√

a2 + (−b)2
=

|axP + byP + c|√
a2 + b2

.

另解：首先把直线方程转为等垂式：ax+ by = −c，它表示与点 M(a, b)

的内积为 −c的直线，也就是垂直于 OM，垂足 Q满足
#    „

OQ = −c
|OM |2

#     „

OM 的
直线。作 P 到 OM 的垂线 l′，记垂足为 H，则 P 到 l的距离就是 |HQ|，也
就是 |OQ|和 |OH|的差。l 与 l′ 垂直于同一条直线 OM，因此平行或重合。
于是 l′ 的等垂式为 ax + by = axP + byP，

#    „

OH = T
|OM |2

#     „

OM = axP+byP
|OM |2

#     „

OM。
于是 P 到 l 的距离为：

d = | #    „

HQ| = | #    „

OQ− #    „

OH| = | − c− (axP + byP )|
|OM |2

|OM | = |axP + byP + c|√
a2 + b2

.
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习题 1.3.1.
1. 根据已知条件，写出直线的方程：

1.1. 过点 (1, −3)，与 (0.5, 2.1) 共轴。
1.2. 过点 (2, −0.8)、(−2, 2.5)。
1.3. 过点 (−1, 1)，与 (−0.5, 1.5) 垂直。
1.4. 过点 (−2.25, −6)，斜率为 −1.7。
1.5. 与 (4.5, −5) 内积为 −1.2。
1.6. 与 (5.6, 1) 面积为 −8。
1.7. 与直线 2x− y + 4 平行，且过点 (1, 1)。

2. 求平行直线 x− 3y + 1 = 0 和 x− 3y − 4 = 0 的距离。
3. 两直线的方程分别为 y = k1x+ b1、y = k2x+ b2，证明：两直线垂直，当
且仅当 k1k2 + 1 = 0。

思考 1.3.1.
1. 直线 l 按向量 P 平移得到直线 l′，l 和 l′ 之间有什么关系？
2. 一次函数的直部与直线方程的头有什么关系？

1.4 圆的方程

圆是到一点距离相同的点的集合。用向量的语言来说，设有以W (xW , yW )

为圆心、以正数 r 为半径的圆，那么圆上的点 P (x, y) 是方程：

|P −W | = r

的解集。直角坐标系中，方程可以写为：√
(x− xW )2 + (y − yW )2 = r

根号中的值总大于等于零，所以这个方程的解集就是方程

(x− xW )2 + (y − yW )2 = r2
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的解集。我们把这个方程称为圆的径心式方程，它的解集就是以 W 为圆心、
r 为半径的圆。比如，

x2 + y2 = 4

表示圆心为 (0, 0)、半径为 2 的圆。

我们还可以通过其他直观性质来得到圆的方程。

点心式：已知 W (xW , yW ) 为圆心，A(xA, yA) 为圆上一点，那么半径
为
√

(xA − xW )2 + (yA − yW )2。于是圆的方程为：

(x− xW )2 + (y − yW )2 = (xA − xW )2 + (yA − yW )2.

我们把它称为圆的点心式方程。

直径式：已知 A(xA, yA)、B(xB, yB) 连成的线段为圆的直径，那么对
圆上任一点 P，AP ⊥ BP，因此两向量内积为 0。于是可得到方程：

(x− xA)(x− xB) + (y − yA)(y − yB) = 0.

我们把这个方程称为圆的直径式方程。比如，以两点 (0, 0)、(1, 2) 为直径
的圆，方程为：(x− 0)(x− 1)+ (y− 0)(y− 2) = 0，即 x2 + y2 − x− 2y = 0。

例题 1.4.1. 求过点 (1, 0)、(0, 2)、(−1, −1) 的圆的方程。

解答. 设圆的方程为

(x− xW )2 + (y − yW )2 = r2

三点都在圆上，因此都满足圆的方程，于是我们得到方程组：
(1− xW )2 + (0− yW )2 = r2 (1)

(0− xW )2 + (2− yW )2 = r2 (2)

(1 + xW )2 + (1 + yW )2 = r2 (3)

分别计算 (1)− (2)、(1)− (3)，得到另一个方程组：{
1− 2xW = 4− 4yW

1− 2xW = 1 + 2xW + 1 + 2yW
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解这个方程组，得到 {
xW = −0.5

yW = 0.5

代入 (1)，得到 r2 = 2.5。于是圆的方程为：

(x+ 0.5)2 + (y − 0.5)2 = 2.5

例题 1.4.2. 过点 P (1, 2) 的直线与圆 (x+ 1)2 + (y− 1)2 = 3 相切，求直线
方程。

解答. 设直线 l 过点 P，且与圆 (x + 1)2 + (y − 1)2 = 3 相切，那么圆心
W (−1, 1) 到 l 的距离平方为 3。将直线 l 写成点斜式：y− 2 = k(x− 1)，其
中斜率 k 是待定的未知数。将它写成等垂式：

kx+ (−1)y = k − 2.

可以算出，W 到它的距离为 |−k−1−k+2|√
k2+1

。于是可以列出方程：

(−k − 1− k + 2)2

k2 + 1
= 3.

方程两边乘以 k2 + 1，并将所有项整理到等式左边，得到：

k2 − 4k − 2 = 0.

这是一个一元二次方程。解得斜率 k = 2+
√
6和 k = 2−

√
6，分别对应方程：

y+(−2+
√
6)x−

√
6 = 0、y+(−2−

√
6)x+

√
6 = 0。经验证，W 到这两条直

线的距离都是
√
3。因此，过点 P (1, 2) 且与圆 (x+1)2 + (y− 1)2 = 3 相切

的直线有两条，方程为：y+(−2+
√
6)x−

√
6 = 0、y+(−2−

√
6)x+

√
6 = 0。

习题 1.4.1.
1. 写出以 (−3, 2) 为圆心，半径为 5 的圆的方程。
2. 写出圆心为 (−3, 2)，过 (1, 1.3) 的圆的方程。
3. 写出以 (1, −1) 为圆心，过点 (0, 4) 的圆的方程。
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4. 直线过点 (2, 5)，且和点 (0, 1) 的距离是 2.3，求直线的方程。
5. 直线 l 过点 (4, 2)，且和圆 (x+ 1)2 + (y − 1.5)2 = 4 相切。求直线 l 的
方程和对应切点的坐标。

思考 1.4.1.
1. 给定实数 θ，点 (1 + 3 cos θ, −2 + 3 sin θ) 到 (1, −2) 的距离是多少？
2. 如果点 P (xP , yP ) 到 (1, −2) 的距离位 3，是否总存在实数 θ，使得
xP = 1 + 3 cos θ、yP = −2 + 3 sin θ？

1.5 平面形的变换

我们已经学习过一些平面形的变换。用向量的语言，我们可以把这些
变换做一次总结。

首先，定义这样一类映射。它们把平面的点（向量）映射到平面的点。
我们称之为平面的点映射。

平面形的变换，就可以看作点映射的效果。

具体来说，平面形作为平面的子集，经过点映射，变成平面的另一个子
集，这就是平面形的变换。因此，我们也把平面的点映射称为平面上的变
换。

举例来说，设有平面 γ，那么以下映射就是一个点映射：

γ → γ

P 7→ P + U

它将平面上每一点 P 按向量 U（或者记作 u）平移。

设 S 是以 (0, 0)、(1, 0)、(1, 1)、(0, 1) 为顶点的正方形（下面称为标
准单位正方形）。S 可以写作：

S = {(x, y) | 0 ⩽ x, y ⩽ 1}
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设 U = (0.5, −0.5)，那么点映射：

P 7→ P + U

就把 S 映射成以 (0.5, −0.5)、(1.5, −0.5)、(1.5, 0.5)、(0.5, 0.5) 为顶点的
正方形。我们知道，这样的点映射叫做平移变换。

从例子中可以看到，按向量 U 的平移变换可以表示为：

PyU : γ → γ

P 7→ P + U

平移变换不改变图形的大小和形状，只改变图形的位置。大部分的变
换对图形的大小、形状和位置都有改变。比如给定一个长度为 1 的向量 U，
考虑以下变换：

T : (x, y) 7→ (x, 0)

对平面中一点 P (xP , yP )，T 把它映射到 (xP , 0)，也就是它到 x轴的垂足。
直观上，如果把 x 轴看作“地面”，想象光线从正上方照射，那么 T 把点映
射到它在“地面”上的投影。我们把这样的变换称为投影变换。

更一般地来说，可以这样定义投影变换：
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定义 1.5.1. 给定平面基底 u, v，平面中任意向量 P 都能唯一表示成 u, v的
直组合：

P = au + bv.

其中 a, b 是相应的分量。那么，把 P 映射到 au 的点变换

投u,v : γ → γ

P 7→ au

就称为沿 v到 u的投影变换。它把任何向量映射到直线 Ru上。u称为投u,v

的方向向量，v 称为投影向量。

沿 V 到 U 的投影变换

直角坐标系中，记基向量为 ex, ey。上面的
例子中，T 就是沿 ey 到 ex 的投影变换。

设 S 是标准单位正方形，S 中任一点
(x, y) 变换后为 (x, 0)。因此，S 变成从原
点到 (1, 0)的线段。这就是标准单位正方形在
(1, 0) 方向的投影。

T 的投影向量垂直于方向向量，就好像正
午的阳光一样。我们把这样的投影变换称为正
投影。

以上定义中，没有说明怎样得到 a, b。如果平面上定义了内积，我们可
以用内积求出 a, b 的值。已知 P 在基底 u, v 下的分解：

P = au + bv.

等式两边与 u, v 做内积，得到：{
(u |P ) = a(u | u) + b(u | v)
(P | v) = a(u | v) + b(v | v)
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解这个关于 a, b 的二元一次方程组，得到：{
a = (v | v)(u |P )−(u | v)(P | v)

(u | u)(v | v)−(u | v)2

b = (u | v)(u |P )−(u | u)(P | v)
(u | v)2−(u | u)(v | v)

也就是说，投影变换可以写为：

投u,v : P 7→ (v | v)(u |P )− (u | v)(P | v)
(u | u)(v | v)− (u | v)2 u.

如果 u, v 是标准直角坐标系的基底，那么

(u | v) = 0

(u | u) = (v | v) = 1

于是 {
a = (u |P )

b = (P | v)

投影变换写为：

投u : P 7→ (u |P )u.

同样考虑正投影。如果方向向量换成 u =
(

1
2
,

√
3
2

)
，投影向量换成

v =
(
−

√
3
2
, 1

2

)
。那么两者构成标准直角坐标系的基底。平面中的点 P (x, y)

经过投影变换，就变为

(u |P )u =

(
1

2
x+

√
3

2
y

)
u

=

(
x+

√
3y

4
,

√
3x+ 3y

4

)

也就是说，S 变为从原点到
(√

3+1
4

, 3+
√
3

4

)
的线段。这就是标准单位正方形

在
(

1
2
,

√
3
2

)
方向的正投影。
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我们学习过点和图形的轴对称。把图形变成它的轴对称图形，这样的
变换叫做反射变换。

投影变换和反射变换有密切关系。给定长度为 1 的方向向量 uÀ，平面
中一点 P 以及它关于 Ru 的对称点 Q，到 u 的正投影是重合的。设 P 到 u
的正投影为点 H，则：

#    „

OH =投u(P ) = (u |P )u,

H 是 P 到 Ru 的垂足，而 #    „

HP 和
#    „

HQ 大小相等、方向相反。因此：

#    „

OQ =
#    „

OH +
#    „

HQ

=
#    „

OH − #    „

HP

=
#    „

OH +
#    „

OH − #    „

OP

= (u |P )u + (u |P )u − P

= 2(u |P )u − P

也就是说，给定单位方向向量 u，关于
直线 Ru 的反射变换可以表示为：

反u : γ → γ

P 7→ 2(u |P )u − P

其中 u 是对称轴的单位方向向量。

举例来说，设方向向量为 u =
(
−

√
2
2
,

√
2
2

)
，标准单位正方形经过关于

À也叫做单位方向向量。
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Ru 的轴对称变换，点 P (x, y) 变为

2(u |P )u − P = 2 ·

(
−
√
2

2
x+

√
2

2
y

)
u − P

= (x− y, y − x)− (x, y)

= (−y, −x)

即它关于直线 x+ y = 0 的对称点。于是 反u 将标准单位正方形变换为
它关于 x + y = 0 的对称图形，即以 (0, 0)、(0, −1)、(−1, −1)、(−1, 0)

为顶点的正方形。

如果对称轴不过原点，可以通过平移变换将它移到过原点的位置。比
如，设对称轴为 Ru+ v，点 P 经过反射变换变为 Q，则 P − v 和 Q− v 关
于 Ru 对称。因此：

Q− v = 2(u |P − v)u − P + v.

也就是说，一般的反射变换可以写成：

反u,v : γ → γ

P 7→ 2(u |P − v)u − P + 2v.

更一般地来说，可以这样定义反射变换：

定义 1.5.2. 给定平面基底 u, v，平面中任意向量 P 都能唯一表示成 u, v的
直组合：

P = au + bv.

其中 a, b 是相应的分量。那么，把 P 映射到 au 的点变换

投u : γ → γ

P 7→ au − bv

就称为沿 v 到 u 的反射变换。
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直观上，沿 v 到 u 的反射变换和投影变换分别是：

投影变换（左）和反射变换（右）的关系

虽然这个定义已经脱离了轴对称，直观上看，仍然与投影变换有密切
联系。如果 u, v 是标准直角坐标系的基底（对应正投影），以上定义的反射
变换就是关于坐标轴的轴对称变换。

另一种简单的变换是位似变换。位似是一种特殊的相似关系。举例来
说，设 4ABC 相似于 4A′B′C。如果直线 AA′、BB′、CC ′ 交于一点 U，
就说两个三角形位似，U 是位似中心。

位似变换可以表示为：

WsU,k : γ → γ

P 7→ kP + (1− k)U

其中 U 是位似中心，k 是变换前后的相似比。我们说平面形以 U 为中心放
缩，变成原来 k 倍大小。

举例来说。设 S 是标准单位正方形，四
个顶点分别是 A(0, 0)、B(1, 0)、C(1, 1)、
D(0, 1)。指定位似中心 U(−1, −1)，相似
比 k = 0.4。于是位似变换中，A 变为
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A′(−0.6, −0.6)，B 变为 B′(−0.2, −0.6)。
线段 AB 上一点 (x, 0) 变为 (0.4x −
0.6, −0.6)。于是线段 AB 变成线段 A′B′。
同理线段 BC、CD、DA 变成线段 B′C ′、
C ′D′、D′A′，其中 C ′ = (−0.2, −0.2)，D′ =

(−0.6, −0.2)。标准单位正方形 S 变成边长为 0.4 的正方形 A′B′C ′D′。

最后来看旋转变换。旋转变换指的是以给定角的顶点为中心，把某个
图形按该角旋转。

首先来看一点的旋转。给定角 α，顶点为 U。平面中一点 P 关于 α 旋
转的结果，是唯一使得 ∠PUQ = α 且 |UP | = |UQ| 的点 QÀ。以 U 为圆
心，以 |UP | 为半径作圆，则 P 沿圆弧运动到 Q。顶点 U 称为旋转中心，
α 称为旋转角。

最简单的情况是 U 为原点。这时，设点 P 的坐标为 (xP , yP )，|UP | =
r =

√
x2
P + y2P。取 x 轴上的点 S(1, 0) 为基准，设 ∠SUP = θ，容易验证，

|xP | = r| cos θ|，|yP | = r| sin θ|。对比各个象限中 xP、yP 和 cos θ、sin θ 的
正负号，可以发现：任何情况下，xP 总与 cos θ 同正负，yP 总与 sin θ 同正
负。

定理 1.5.1. 设 P (xP , yP ) 是平面上原点外一点，设以 x 轴正半轴为始边、
射线 OP 为终边的角为 θ，则

xP = r cos θ, yP = r sin θ.

其中 r =
√

x2
P + y2P。

这个定理将点的坐标和角度联系起来，是我
们讨论平面角度和旋转问题的关键。

如果将 P 按角 α 旋转，那么与 x 轴正半
轴张成的角应该从 θ 变为 θ + α。它的长度仍

À如果 P = U，则旋转后仍为 P。
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然是 r，而角度是 θ + α，因此，它的坐标是
(r cos (θ + α), r sin (θ + α))。使用和角公式，可
以将它转化为：

(r cos θ cos (α)− r sin θ sin (α), r cos θ sin (α) + r sin θ cos (α)) .

用 x, y 表示，旋转变换就是：

(x, y) 7→ (x cos (α)− y sin (α), x sin (α) + y cos (α)) .

如果 U 不是原点，坐标是 (xU , yU)，那么
#    „

UP = (xP − xU , yP − yU)。
#    „

UP 旋转变为
#    „

UQ 的运动和前面类似。因此通过 Q = U +
#    „

UQ 就可得到 Q。
于是旋转变换可以表示为：

旋(U, α) : γ → γ

(x, y) 7→ (xU , yU) +
(
(x− xU) cos (α)− (y − yU) sin (α),

(x− xU) sin (α) + (y − yU) cos (α)
)
.

可以看到，旋转变换的表示形式繁琐。
这是向量和直角坐标系的性质决定的。

直角坐标系与向量的共轴性质和内积
相关。共轴性质、内积的基本性质都只和向
量的加法、数乘运算相关。而向量定义中的
加法和数乘运算，分别对应平移和放缩变
换。向量定义中并没有与旋转对应的运算，
共轴性、内积的性质也不包括旋转，因此，要通过向量在直角坐标系下的坐
标表示旋转，自然不是简单的事情。

一种折中的方法是使用极坐标系。极坐标系是科学家研究南北极地时
发明的。在南北极圈中，各条经线汇于极点。人们发现，使用到极点的距离
和经度描述位置，比使用经纬度更精确、更方便。



36 第一章 向量

使用极坐标系的极地地图

如下图所示，极坐标系由一条射线构成。这条射线上配备了单位向量，
形成数轴的正半轴。为了方便起见，我们同样称它为 x 轴。一点 A 在极坐
标系中的坐标称为极坐标，它由模长和辐角组成。模长就是点 A 到原点 O

的距离，辐角是 x 轴正半轴到
#    „

OA 的角。

比如，直角坐标系中的点 (1, 1)，在极坐标系中可以表示为
(√

2, 45◦
)
。

使用极坐标系，可以比较方便地描述以原点为中心的旋转运动。比如，
直角坐标系中，点 (1, 1)以原点为中心逆时针旋转 25◦，可以用极坐标系描
述为： (√

2, 45◦
)
7→

(√
2, 70◦

)
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然而，用极坐标系描述平移、反射等变换就比较复杂。用极坐标描述中心非
原点的旋转变换，仍然繁琐。

思考 1.5.1.
1. 如何描述图形关于某点的中心对称变换？
2. 如何描述一般的相似变换？
3. 给定向量 u, v，能否用 反u 和 Tyu 表示 反u,v？
4. 如果平面中任两点之间的距离经过某个变换后都不变，就说这个变

换是保距变换。本节提到的变换中，哪些变换是保距变换？
5. 如果平面中任意角经过某个变换后角度都不变，就说这个变换是保

角变换。本节提到的变换中，哪些变换是保角变换？

习题 1.5.1.
1. 将标准单位正方形以原点为中心，按 45◦ 顺时针旋转，最终得到的

图形是什么？
2. 设点 A、B、C 的坐标分别是 (0, 4)、(−1, 0)、(1, 1)。
2.1. 以原点为中心，把 4ABC 按 90◦ 顺时针旋转，然后以原点为中

心，将其放大为原来的 3 倍，再按 (−5, 0) 平移。最终得到的图形是什么？
2.2. 把 4ABC 按 R

(
1
2
,

√
3
2

)
作反射变换，再按 (0, 6) 平移。最终得

到的图形是什么？
2.3. 以原点为中心，把 4ABC 分别按 30◦、120◦ 顺时针旋转，然后投

影到
(

2
√
5

5
, −

√
5
5

)
方向上。最终分别得到什么图形？

3. 某工厂的机械臂要完成一个平面动作，可以简单描述为把端点为
A(1, 2)、B(−2, 1) 的线段，变换为端点为 A′(−4, 4)、B′(−4, −6) 的线段。
机械臂可以进行 3 种操作：以原点为中心的旋转变换、按任一向量的平移
变换、以线段一端为中心的位似变换。

3.1. 请设计一种操作组合，把 AB 移动到 A′B′。
3.2. 请设计一种操作组合，把 AB 移动到 A′B′，并确保 AB 的中点经

过点 (−2, −2)。
3.3. 已知机械臂的每种操作成本。旋转变换的成本与线段中点经过的

距离成正比，每单位长度 0.65 元；平移变换的成本和平移距离成正比，每



38 第一章 向量

单位长度 0.4 元；位似变换的成本和变换前后线段长度的差值成正比，每
单位长度 0.8 元。请设计一种操作方式，使成本最低。

3.4. 同上，如果要确保 AB 的中点经过点 (−2, −2)，那么怎样操作成
本最低？



第二章 平面中的运动

在前面的学习中，我们已经接触过运动的概念。比如，我们说点运动形
成了线。这一章我们来初步讨论各种和运动相关的问题。

2.1 轨迹

我们知道，点运动形成线，而直线和线段是最简单的“线”。因此，我
们从直线和线段开始定义运动。

给定数轴上的线段 XY 以及线段上的点 P，定义线段上的运动为一种
二元关系（两个元素之间的关系）：A ▷ B，表示点 P 运动时经过的先后，
称为运动的先后关系。如果点 P 运动时先经过点 A 再经过点 B，就记为
A ▷B。P 运动时经过的点的集合，称为它的轨迹。运动的先后关系 ▷ 有以
下性质：

• A ▷ B 和 B ▷ A 至少有一个成立。
• 如果 A ▷ A，那么必有 B 6= A，使得 A ▷ B 且 B ▷ A。
• 如果 A ▷ B、B ▷ C，则 A ▷ C。

如果轨迹中某点 S 使得对轨迹中任何点 A 都有 S ▷ A，就说 S 是运动的起
点。如果轨迹中某点 T 使得对轨迹中任何点 A 都有 A ▷ T，就说 T 是运动
的终点。

39



40 第二章 平面中的运动

如果用数轴上的数来代表这些点，那么不难验证，常见的“小于”（<）
和“大于”（>）关系都满足这些要求。当 ▷ 是 < 时，我们把这个运动称为
“从左到右沿 XY 运动”；当 ▷ 是 > 时，我们把这个运动称为“从右到左沿
XY 运动”。

比如，令 X = (0, 0)、Y = (1, 0)，那么从左到右沿 XY 运动，就是实
数 a 从 0 不断增大到 1 时，点 (a, 0) 的轨迹。如果实数 a < b，点 P 就先
经过 (a, 0)，后经过 (b, 0)。

从右往左沿 XY 运动则恰好相反，是实数 a 从 1 不断减小到 0 时，点
(a, 0) 的轨迹。如果实数 a > b，点 P 就先经过 (a, 0)，后经过 (b, 0)。

这样定义的运动，不仅可以定义在线段上，也可以定义在直线上。比如，
考虑数轴所在直线 l，那么“从左到右沿 l 运动”就对应“小于”关系，“从
右到左沿 l 运动”就对应“大于”关系。直线上定义的运动和线段上定义的
运动，区别在于前者没有起点和终点，后者有起点和终点。

对一般的运动来说，要说明先后关系 ▷ 并不容易。我们采用映射的方
法来描述。如果某运动有起点 S 和终点 T，轨迹为 C，我们可以把它和沿
数轴上的线段 [0; 1] 从左到右的运动对应起来。定义映射 f：

f : [0; 1] → R2

t 7→ f(t)

其中 t 表示沿 [0; 1] 从左到右的运动中经过的点，而 f(t) 就是它对应在该
运动中的点。f(0) 就是起点 S，f(1) 是终点 T。C = {f(t) | t ∈ [0; 1]}，一
般记作 f([0; 1])。

举例来说，给定起点 (−2, 1) 和终点 (1, 3)，如果我们要描述一个点沿
以它们为端点的线段运动，则可以用以下映射表示：

g : [0; 1] → R2

t 7→ (−2 + 3t, 1 + 2t)
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可以验证，f(0) = (−2, 1)，f(1) = (1, 3)，且 [0; 1] 中的数对应的点都在线
段上。

如果运动没有起点和终点，那么可以把它和沿数轴直线左到右的运动
对应起来：

f : R → R2

t 7→ f(t)

要注意的是：运动的起点和终点相同，轨迹并不一定相同。比如，t 沿
[0; 1] 从左到右运动时，运动

h : t 7→ (−2 + 2t+ t2, 1 + 2t)

的起点和终点也分别是 (−2, 1) 和 (1, 3)，但 g 和 h 对应的轨迹并不一样。
h(0.5) = (0.25, 2)，而 g 不经过 (0.25, 2)。

思考 2.1.1.
1. 运动的先后关系满足的性质中，第二条应该如何理解？能否去掉？
2. 如何定义只有起点没有终点的运动？只有终点没有起点的运动呢？
3. 比较两个运动：∀t ⩾ 0，f1 : t 7→ (1− 1

t+1
, 0)，和 ∀t ∈ [0; 1)，

f2 : t 7→ (t, 0)。这两个运动有什么相同和不同之处？

习题 2.1.1.
1. 给定点 A(1, 0)、B(−1, 2)，描述沿线段 AB 的运动。
2. 描述一个从 A(1, 0) 到 B(−1, 2)，并经过 (0, 0) 的运动。
3. 描述一个起点和终点都是 (0, 1)，且经过 (−1, −2) 的运动。
4. 描述一个没有起点和终点，经过 (2, 1) 和 (1, 4) 的运动。
5. t 沿 [0; 1] 从左到右运动时，f : t 7→ (t2− t+1, t+1) 是什么运动？

2.2 变与不变

运动是对变化的描述。以下运动中，哪些量变了，哪些没变？
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• t 7→ (3t+ 1, 4)，t ∈ [0; 1]。
• t 7→ (cos t, sin t)，t ∈ [0; 180◦]。
• t 7→ (1− 2t, 2− t)，t ∈ [0; 180◦]。

第一个运动中，随着 t 变化，横坐标在变，纵坐标不变。第二个运动中，随
着 t 变化，纵横坐标在变，但两者的平方和总是 1，即点到 (0, 0) 的距离不
变。第三个运动中，随着 t 变化，纵横坐标在变，但纵坐标的两倍与横坐标
的差总是 3，即“纵坐标的两倍与横坐标的差”不变。

运动中保持不变的量，称为运动的不变量。在变化中保持不变的量，很
可能对我们理解事物的本质有帮助。

例题 2.2.1. 如图，正方形 ABCD 的边长为 8。点 E 沿边 AB 从 A 往 B

运动。在 BC 有一点 F，使得 |AE| = |BF |。CE、DF 交于点 P。求 |BP |
的最小值。

解答. 任何时刻，总有 4EBC ' 4FCD。因此 ∠PCB = ∠PDC，∠CPD

为直角。这说明 P 总在以 CD 为直径的圆上，即 E 运动时，P 到 CD 中
点 M 的距离总为 4。也就是说，4BPM 中，|PM | = 4、|BM | = 4

√
5 都

是定值。于是
|BP | ⩾ |BM | − |PM | = 4

√
5− 4.

这个最小值是可以达到的。作以 CD 为直径的圆，和线段 BM 交于点 Q。
延长 CQ 与 AB 交于 E0，则 E 运动到 E0 时，P = Q，这时 B,P,M 三点
共轴，因此 |BP | = |BM | − |PM |，达到最小值。
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例题 2.2.2. 如图，点 P1 在抛物线 y = x2

4
上从左到右运动。直线 OP2 垂直

于 OP1，并且和抛物线交于点 P2。过原点 O 作 P1P2 的垂线，垂足为 D。
当 P1 运动时，求点 D 的轨迹。

解答. 选几个不同的 P1 点，作对应的直线 P1P2。通过观察，可以发现这些
点和 y 轴似乎交于同一点。猜测这是一个不变量。给定 P1，连接 P1P2，交
y 轴于点 Q。设直线 OP1 的斜率为 a，则它的方程为

y = ax.

和抛物线方程联立求解，得到 P1 坐标为 (a, a2

4
)。设直线 OP2 斜率为 b，则

它的方程为
y = bx.

同理解得 P2 坐标为 (b, b2

4
)。于是 P1P2 的两点式方程为：

(x− a)

(
b2

4
− a2

4

)
−
(
y − a2

4

)
(b− a) = 0

令 x = 0，就得到直线 P1P2 和 y 轴交点的纵坐标：yQ = −ab
4
。由于 OP1 ⊥

OP2，两者的方向向量内积为 0。分别选方向向量 (1, a
4
)、(1, b

4
)，就得到

1 + ab
16

= 0，即 ab = −16。代入 Q 的纵坐标，就得到 yQ = 4。即 P1P2 与 y

轴的交点总是 Q(0, 4)。
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过 O 作 P1P2 的垂线，垂足为 D，那么 4ODQ是直角三角形，∠ODQ

是直角。因此 D 总在以 OQ 为直径的圆：x2 + y(y − 4) = 0 上。

另一方面，给定以 OQ 为直径的圆上一点 D 6= Q，连接 DQ，交抛物
线于两点：P1, P2。DQ 的两点式方程为：

(x− xD)(4− yD)− (y − yD)(0− xD) = 0.

将 y = x2

4
代入，得到关于 x 的一元二次方程：

xD

4
x2 + (4− yD) x− 4xD = 0.

只要 xD 6= 0，二次方程的判别式：

(4− yD)
2 − 4 · xD

4
· (−4xD) = (4− yD)

2 + 4x2
D > 0.

于是方程总有两个解。它的两个解就是 P1, P2 的横坐标 a, b。因此根据根与
系数的关系，P1, P2 的横坐标乘积为

ab = −4xD ÷ xD

4
= −16.

而 P1, P2 的纵坐标分别是 a2

4
、 b2

4
，于是两直线方向向量的内积为：

ab+
a2

4
· b

2

4
= ab(1 +

ab

16
) = 0.

即 OP1 ⊥ OP2。

如果 D = Q，则 OD 垂直于抛物线上两点：P1(−4, 4) 和 P2(4, 4) 的
连线。可以验证 OP1 ⊥ OP2。于是点 Q 也在轨迹上。

综上可知，一方面 D 的轨迹总在以 OQ 为直径的圆上。另一方面，除
了原点 O，以 OQ 为直径的圆都在 D 的轨迹上。因此，D 的轨迹是圆：

{(x, y) | x2 + y(y − 4) = 0, (x, y) 6= (0, 0)}.
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习题 2.2.1.
1. 设 c 为正实数，k 是大于 1 的实数。考虑平面上的点 C+ = (c, 0)

和直线 l+ : x = k2c。考虑集合：

T =

{
P

∣∣∣∣ P到l+的距离
|PC+|

= k

}
.

1.1. 证明：T 包含点 (ck, 0)、(−ck, 0)。
1.2. 记 C− = (−c, 0)。P = (x, y) 是 T 中一点。证明：

|PC−|2 − |PC+|2 = 4cx.

1.3. 证明：P 到直线 l− : x = −k2c 的距离是 P 到 C− 距离的 k 倍。
1.4. 考虑集合：

S = {P | |PC+|+ |PC−| = 2ck} .

证明：T = S。

2.3 运动的速度

生活中，我们常用快慢来描述运动。比如，从商店回家，骑自行车比走
路更快；从某城市到另一个城市，坐飞机比开汽车更快。等等。我们用长度
来刻画事物的长短。对于运动的快慢，我们也希望用某种方法来具体描述。

定义 2.3.1. 设 P 是平面 R2 中某个点的运动：

P : R → R2

t 7→ P (t)

给定两数 t1 < t2，则 P 在区间 [t1; t2] 上的速度是：

P (t2)− P (t1)

t2 − t1
.
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显然，这里的自变量是日常生活中时间概念的抽象，我们一般认为自
变量属于某个数轴，称为时间轴，称具体的 t 为时刻，轴上的区间为时间
段。而以上定义的速度是某个时间段 [t1; t2] 上的速度，也称为这段时间的
平均速度。它是两个量的商。作为被除数的 P (t2)−P (t1) 是平面上的向量，
从 t1 时刻所在的点指向 t2 时刻所在的点，表示点在这段时间的位置的改
变量，或者说移动情况，因此称为点（在该时间段的）位移。作为除数的
t2 − t1 是时长。

换句话说，某段时间里，点运动的（平均）速度等于位移除以时长。

类似的定义还出现在很多地方。比如，材料科学中，会考虑温度的改变
对材料电阻的影响。实践中，考虑电阻率关于温度的函数：

R : R → R

t 7→ R(t)

这里的自变量是温度，而应变量是电阻率 R。可以认为温度作为变量也属
于某个数轴，如果我们试图描述温度改变时电阻率 R 改变的快慢，那么可
以尝试用类似的方式描述：

R(t2)−R(t1)

t2 − t1
.

其中 t1 < t2 表示起始和最终温度，R(t2) − R(t1) 就是温度从 t1 增加到 t2

时电阻率的改变量。

要注意的是，以上两个例子中，时间作为自变量，增长是不可逆的，而
温度是可上升也可下降的。因此，两者并不完全等同。但我们在讨论变化的
快慢时，用到了同样的方法，即用映射的应变量的改变量除以自变量的改
变量。我们把这个比率称为实变映射（在某个区间上的）变率。

定义 2.3.2. 实变映射的变率 设 f 是定义在实数集上的映射，给定实数
t1 < t2，则 f 在 [t1; t2] 上的变率是：

f(t2)− f(t1)

t2 − t1
.
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速度可以用来描述一段时间内运动的状态。最容易想到的是这样的运
动：任意时间段的速度都是一样的。我们把这样的运动称为匀速运动。显然，
如果时间轴是整个数轴，匀速运动的轨迹就是直线。直线的方向向量就是速
度向量。记匀速运动的速度为 v，则时间段 [t1; t2] 里，位移就是 (t2 − t1)v。
设点在初始时刻 t0 的位置是 P0，则它在 t 时刻的位置是：

P (t) = P0 + (t− t0)v.

对于上面电阻率的例子来说，电阻率 R随温度的变化也可以是匀速的。
如果经实验证明，在某个温度范围 I 内，给定任意温度 t1, t2 ∈ I，变率

R(t2)−R(t1)

t2 − t1

都等于某个常数 q，就说相关材料的电阻率是匀速变化的。如果已知物体在
某个温度 t0 ∈ I 下的电阻率为 R0，那么，对任意 t ∈ I，

R(t) = R0 + q(t− t0).

再来看另一类简单的运动：给定圆 �(O, r)，点从 (r, 0) 出发，逆时针
方向沿圆周运动。这时，我们发现，任意时间段里的位移方向一直在改变。
为此，我们改为研究点经过的路程。

路程是物体某段时间内运动轨迹的长度。它是一个数，而不是向量。显
然，同样的位移，可以通过走不同的路来达到，而对应轨迹的长度是不一样
的。也就是说，同样的位移可以对应不同的路程。

路程，作为时间的函数，可以定义其变率。我们把路程关于时间的变率
叫做速率，和速度相区别。它们的主要区别和路程与位移的区别是一样的。
速率是数，而速度是向量。

对于圆周运动，我们可以讨论它的速率，就是运动的路程关于时间的
变率。最简单的圆周运动，任意时间段的速率是定值。我们把这样的运动叫
做匀速圆周运动。要注意的是，这里的“速”指“速率”。
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在上面的例子中，我们可以假设运动的速率总是 a。t0时刻，点从 (r, 0)

出发，于是点在 t 时刻经历的路程为 a(t− t0)。也就是说，物体沿圆周走过
的弧长为 a(t− t0)。于是，t = 2πr

a
+ t0 时，点走过的路程为 2πr，即转动了

一周。

我们可以把这个路程换算成点对应的向量和 t0 时的向量的夹角。这样，
我们就得到角度关于时间的函数 θ：

θ : t 7→ a(t− t0) · 360◦

2πr
=

a(t− t0) · 180◦

πr
.

注意到角度关于时间的变率也是常数：

θ(t2)− θ(t1)

t2 − t1
=

a · 180◦

πr
.

我们把这个变率称为圆周运动的角速率，把弧长对应的速率 a 称为线速率。
圆周运动的线速率和角速率成正比。角速率不变的圆周运动是匀速圆周运
动。

角速率在描述多个点的圆周运动时比较方便。比如，几个点绕着同一
个圆心作圆周运动，但半径不相同。这时，考虑各个点的角速率，就容易理
解点之间的关系。

思考 2.3.1.
1. 除了上文给出的例子，你还能说出哪些有意义的变率？
2. 我们常说“某个时刻的速度”，这种说法和以上定义的速度是否冲

突？你觉得可以怎样定义“某个时刻的速度”？

习题 2.3.1.
1. 点 P 沿单位圆逆时针运动，t = 0 时从 (1, 0) 出发，t = 3 时到达(

−1
2
,

√
3
2

)
。这段时间里，它的位移是多少？经过的路程是多少？平均速度、

线速率和角速率分别是多少？
2. 给定平面上的极坐标系。t = 0 时，点 P 从 (1, 0) 出发。它的模长
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和辐角是关于时间的函数：

r : t 7→ 1 + 2t2 − 2.4t,

θ : t 7→ 120◦t.

2.1. [0; 3] 这段时间里，点 P 的位移是多少？平均速度、平均角速率分
别是多少？

2.2. 圆 C 以原点为圆心，半径为 4.2。P 的轨迹与圆 C 有几个交点？
在什么时刻相交？求交点的坐标。
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第三章 从平面到立体

我们已经初步了解了简单平面图形的性质。下面我们来认识立体形状。

我们生活的世界是立体空间。人类自身和自然万物，都是立体的。立体
形状是我们最常接触的形状。不过，人类的眼睛和大脑并不能直接处理立
体形状，只能感知立体事物的平面图像，在大脑中还原事物的形状。因此，
人类总是通过平面图像来了解立体事物，通过平面图像还原、表现现实。

平面图像与现实

51
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3.1 多面体

观察以下的物品，它们有什么相似之处？

如果立体形状是几个平面围成的，就说它是多面体。多面体的每个面
都是多边形。

我们按照多面体的面数来称呼它。比如，由四个面围成的多面体叫四
面体，由九个面围成的多面体叫九面体。

多面体相邻两面相交的部分总是线段，这些线段叫做多面体的棱。三
条或以上的棱，交会在共同的端点上，这些点也是多面体相邻的几个面的
共同点，称为多面体的顶点。

数一数，上图中的多面体各有几个面？有几条棱？有几个顶点？

思考 3.1.1.
1. 日常生活中，你还见过哪些多面体？
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2. 多面体的顶点有没有可能只是两条棱的共同端点？
3. 多面体相邻两面的交点是否一定是线段？多面体的棱有没有可能是

三个或以上的相邻面的共同部分？

下面来认识几种特殊的多面体。

右图中的多面体由六个正方形组成。它叫做正方
体或正六面体。观察正方体，你能总结出什么特征？

把正方体按某条棱的方向延长或压缩，得到的
多面体叫做长方体。正方体就是一种特殊的长方体。
显然，长方体也是六面体。观察长方体，你能总结出
什么特征？

思考 3.1.2.
1. 正方体有几条棱？棱与棱之间有什么关系？
2. 正方体有几个顶点？顶点与顶点之间有什么关系？
3. 正方体是否是对称形状？你能说出正方体的哪些对称性质？长方体

呢？

观察下图中的多面体，它们有什么共同特征？

把一个多边形朝指定方向平移，可以得到多面体。这样的多面体叫做
棱柱。平移的多边形叫做棱柱的底面。其它面叫做棱柱的侧面。

思考 3.1.3.
1. 棱柱的侧面有什么特征？
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2. 正方体和长方体是棱柱吗？
3. 你能说出生活中见过的棱柱吗？
4.《九章算术》刘徽注：“邪（斜）解立方得两堑堵，邪解堑堵，其一

为阳马，一为鳖臑，阳马居二，鳖臑居一，不易之率也。合两鳖臑成一阳
马，合三阳马而成一立方，故三而一。”其中的“立方“就是正方体。已知
“堑堵”和“阳马”是五面体、“鳖臑”是四面体，自行探究：刘徽说的“堑
堵”、“阳马”、“鳖臑”分别是什么？如何理解刘徽说的话？

3.2 旋转体和球

观察以下的物品，它们有什么相似之处？

如果立体形状是某个平面图形绕着定轴旋转一周而成的，就说它是旋
转体。

多面体可以是旋转体吗？

任何点绕定轴旋转一周，必然形成一个圆。考虑多面体表面的点，它们
旋转之后是否能留在所属的平面上？
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观察右图中的旋转体，它有几个面？它的面和多面体
的面有什么不同？

直角三角形绕着直角边所在的直线旋转一周，形成的
立体形状叫做圆锥。圆锥有两个面，一个面是平的，一个
面是曲面。我们把平的面叫做圆锥的底面，把曲面叫做圆
锥的侧面。侧面的顶端叫做圆锥的锥顶。

矩形绕着它某条边所在的直线旋转一周，形成的立体
形状叫做圆柱。圆柱有三个面，其中两个面是平的，一个
面是曲面。我们把平的面叫做圆柱的底面，把曲面叫做圆
柱的侧面。

圆形绕着过圆心的直线旋转一周，形成的立体形状叫
做球或球体。球只有一个面，叫做球面。

思考 3.2.1.
1. 日常生活中，你还见过哪些旋转体？
2. 圆锥、圆柱的底面是什么形状？为什么？
3. 圆柱和棱柱有什么相似之处？能不能用别的方式定

义圆柱？
4. 圆锥、圆柱和球是否是对称形状？你能说出它们的哪些对称性质？

3.3 在平面上表示立体形状

让我们在平面上还原我们看到的立体事物。为什么下图中的 A 显得远，
B 显得近？

大脑还原事物的形状时，遵循“近大远小”的规律。

同一个物体，离眼睛越远，就显得越小；离眼睛越近，就显得越大。
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近大远小

在平面中，可以使用“近大远小”的方法，表现立体事物的远近。这种
表现方法称为透视法。在平面中表现立体形状的技法，叫做作图法，因为传
统上，我们用画图的方法来表示现实世界中的立体形状。大部分写实绘画
的作图法中都会用到透视法，让平面中表现的立体景象显得更真实。

透视法有两个基本要诀，一个是“近大远小”，另一个是“向前缩短”。“近
大远小”我们已经介绍过了，“向前缩短”指的是往远方的线并不会真的无
限延伸，因此会显得比实际长度短一些。“向前缩短”可以说是“近大远小”
和人的视力有限造成的现象。

单点透视

最简单的透视法是直线透视法。直线透视法认为，现实世界中的平行
线，在平面作图时会交于同一点，即便在图中没有相交，其延长线也一定交
于同一点。这个点代表着我们的视力能看到的最远极限，叫做灭点或消失



3.3 在平面上表示立体形状 57

点。灭点可以是一个、两个或三个。对应的透视法称为单点透视、两点透视
和三点透视。

两点透视

观察单点透视、两点透视和三点透视的图画，你觉得图中哪些线是现
实世界中的平行线？相比现实，它们有什么变化？

三点透视

思考 3.3.1.
1. 如何理解“近大远小”现象？请试着将学过的知识推广到立体空间

中，来解释“近大远小”现象。
2. 如何理解单点透视、两点透视、三点透视之间的区别和联系？为什

么它们都可以反映真实的立体景象？你觉得哪种透视更接近真实？
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3. 你还知道哪些透视法？自行探究并比较各种透视法，它们和以上介
绍的透视法有什么不同？
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例子 4.0.1. 765 的个位数是多少？

解答. 从 70, 71, 72, 73 · · · 开始找规律。70 = 1，71 = 7，72 = 49，73 = 343，
74 = 2401，75 = 16807。74 和 70 的个位数都是 1，75 和 71 的个位数都是
7。我们可以总结出这样的规律：个位数是 1 的，乘以 7 得到 7；个位数是
7 的，乘以 7 得到 9；个位数是 9 的，乘以 7 得到 3；个位数是 3 的，乘以
7 得到 1。

也就是说，如果把 70, 71, 72, 73 · · · 的个位数写成一列，应该是这个样
子的：

1, 7, 9, 3, 1, 7, 9, 3, 1, 7, · · ·

用归纳法不难证明，这列数字以 4为周期不断重复。所以，要求 765 的个位
数，可以看 65 在相关的周期里处于哪个位置。换句话说，只要看 65 除以
4 的余数。65 = 16× 4+ 1，所以 765 的个位数和 71 的个位数一样，都是 7。

从这个例子可以看出，两个整数除以同一个数得到相同的余数，是一
个重要的性质。我们把这种性质称为同余。比如，65 和 1 除以 4 余数都是
1，我们就说 65 和 1 模 4 同余，记为：

65
4≡≡ 1.

765 和 71 除以 10 余数都是 7，我们说 765 和 71 模 10 同余，记为：

765
10≡≡ 71.

59
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4.1 同余类

整数除以 3，余数有 0, 1, 2 三种可能。整数除以 10，余数有 0, 1, · · · , 9
十种可能。一般来说，给定正整数 n，整数除以 n，余数有 0, 1, · · · , n − 1

这 n 种可能。因此，按除以 n 的余数，可以把整数集分成 n 类。同属一类
的数，模 n 同余，所以这 n 类数叫作模 n 同余类。所有模 n 同余类的集
合，叫作模 n 同余系。

每个模 n 同余类，可以写成 {kn+ a | k ∈ Z} 的形式。也就是说，可以
看成某个数 a不断加上或减去 n得到的所有数的集合。这个集合是无穷的。

不同的模 n 同余类，交集是空集，并集是 Z。也就是说，它们是 Z 的
分划。

为了方便，我们从每个模 n同余类中选一个元素，代表这个同余类。一
般来说，可以选 0, 1, · · · , n− 1 个数。我们给它们加个上划线，以便和作为
整数的 0, 1, · · · , n− 1 区分：

0, 1, · · · , n− 1

如果要强调 n，可以把 n 加在右上角：

0
n
, 1

n
, · · · , n− 1

n

举例来说，当 n = 3时，我们可以把全体整数分为三个模 3同余类，分
别记作 0、1、2，它们分别表示除以 3 余数是 0、1、2 的三类整数。比如说，
1 就表示集合 {3k + 1 | k ∈ Z}，也就是 1, 4, 7, · · · 这样的数的集合。而这三
个模 3 同余类的集合：

{
0, 1, 2

}
，就叫做模 3 同余系。

给定整数 m，我们可以把它对应到某个模 n 同余类，称为对 n 取模。
比如 n = 5 时，24

5≡≡ 4，我们把 24 对应到 4
5，或者说，24 对 5 取模，得

4
5。
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同余关系和相等关系很像，它们是否有一样的性质呢？我们可以验证，
同余关系满足以下的性质：

• ∀ a ∈ Z, a
n≡≡ a；

• ∀ a, b ∈ Z，如果 a
n≡≡ b，那么 b

n≡≡ a；
• ∀ a, b ∈ Z，如果 a

n≡≡ b，b
n≡≡ c，那么 a

n≡≡ c。

满足以上三个性质的二元关系称为等价关系。数与数的相等关系是一
种等价关系，数与数的同余关系也是一种等价关系。我们可以把数与数的
同余关系看作同余类之间的相等关系。

定义 4.1.1. 给定正整数 n，如果模 n 同余类 a 中任意元素与同余类 b 中任
意元素同余，就说模 n 同余类 a 和 b 相等。

整数之间有四则运算，模 n 同余类之间，也可以进行运算。以 n = 5

为例子。我们分别计算 24 和 37 除以 5 的余数，以及它们的和 61 除以 5

的余数：
24

5≡≡ 4, 37
5≡≡ 2, 61

5≡≡ 1

可以发现：4 + 2
5≡≡ 1，也就是说，取模和加法可以交换顺序。可以验

证，两个同余类中各取一个元素相加，和所在的同余类，就是两者模 n 余
数的和所在的同余类。用集合的语言，可以写成：

{kn+ a+ ln+ b | k ∈ Z, l ∈ Z} = {kn+ a+ b | k ∈ Z}

所以，可以定义同余类的加法：

a+ b = a+ b

其中的 a+ b 指的是 a + b 所在的同余类。为了方便，我们用 a + b 作
为代表。

可以验证，同余类的加法也满足结合律和交换律。这里我们只证明同
余类的加法满足结合律，交换律的证明留做习题：
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证明： 由上可知 a+ b = a+ b，所以

(a+ b) + c = a+ b+ c = a+ b+ c.

类似可得：

a+ (b+ c) = a+ b+ c = a+ b+ c.

于是

(a+ b) + c = a+ b+ c = a+ (b+ c).

□

类似可以定义同余类的减法和乘法：

a− b = a− b, a · b = a · b

可以验证，同余类的减法性质和整数减法一样，同余类的乘法也满足
结合律、交换律和分配律。

能否定义同余类的除法呢？我们来看一个例子。设 n = 6，考虑等式
12÷4 = 3。12、4和 3分别对 6取模，得到 0、4和 3。考虑等式 60÷10 = 6。
60、10 和 6 分别对 6 取模，得到 0、4 和 0。也就是说，两个模 6 同余类中
各取元素相除，商所在的同余类不是唯一的。所以，我们没法定义模 6 同
余类的除法。

再看另一个例子。设 n = 5，考虑以下的“乘法表”：

× 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1
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可以看出，任何模 5 同余类乘以 0 都得到 0，非 0 同余类乘以不同的
同余类，结果也不同。这说明每个同余类除以另一个同余类（非 0），都必
然有唯一的结果。这样我们就定义了模 5 同余系里的除法。

习题 4.1.1.
动手做一做：

1. 证明同余关系满足等价关系所要求的三个性质。
2. 证明同余类的加法满足交换律。
3. 证明同余类的减法是加法的逆运算。
4. 证明同余类的乘法满足结合律和交换律。
5. 证明同余类的乘法满足分配律。
6. 证明：如果某模 n 同余类的代表与 n 的最大公因数是 d，则其中所

有元素与 n 的最大公因数都是 d。
7. 分别画出模 3 同余系和模 4 同余系的“乘法表”。它们和模 5 同余

系的“乘法表”哪些地方相同，哪些地方不同？

4.2 完全同余系和简化同余系

上一节我们提到模 6 同余系无法定义除法，而模 5 同余系可以定义除
法。两者有什么不同呢？我们画出模 6 同余系的“乘法表”：

× 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1
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可以看到，这个“乘法表”和模 5 同余系的大有不同。同一行或同一列常
有重复。这说明不同的同余类乘同一个同余类得到同一个结果。比如

2× 4 = 5× 4 = 2.

这就使我们没法定义除法。

如果我们把上面的等式稍作变化，会得到：

0 = (5− 2)× 4 = 3× 4.

也就是说，有非 0 的同余类相乘等于 0。同余类乘法的这个性质和整数乘
法完全不同。我们把这种非 0同余类叫做零因子。整数中没有零因子：非 0

的整数相乘必然不是 0。而只要有这种零因子存在，同余系中就会发生“不
同的同余类乘同一个同余类得到同一个结果”的现象，从而无法定义除法。

有什么办法在模 6同余系中定义除法呢？我们可以选一部分同余类，在
其中定义除法。如果同余类 a的代表 a与 6不互素，设最大公因数是 b，那
么

a

b
× 6 = a× 6

b

于是有 a× 6
b
= 0，出现零因子。因此，为了避免零因子问题，我们只选和

6 互素的数所在的同余类，也就是 1 和 5。我们发现 {1, 5} 中可以定义乘法
和除法（但不再满足加减法）。

× 1 5

1 1 5

5 5 1

我们把模 6 同余系称为模 6 的完全同余系，把 {1, 5} 称为模 6 的简化同余
系。

一般来说，我们把模 n 同余系称为模 n 的完全同余系，在其中可以定
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义加减法和乘法；把其中所有和 n 互素的同余类的集合称为模 n 的简化同
余系 À。

定理 4.2.1. 给定正整数 n，在模 n 的简化同余系中可以定义乘法和除法。

证明： 模 n 同余类的乘法已经定义好了。我们只需要说明：简化同余系中
的同余类相乘，仍然在简化同余系中。这是因为与 n 互素的整数相乘，结
果还是与 n 互素。
接下来定义除法。除法是乘法的逆运算。比照数的除法：a÷ b = a× 1

b
。因

此，只要将简化同余系中每个同余类都对应一个“倒数”，就可以用“乘以
倒数”来定义除法。
我们把模 n 简化同余系中的同余类用小于 n 且与 n 互素的正整数来代表，
记为

1 = b1 < b2 < · · · < bφ(n) = n− 1.

其中 φ(n) 是模 n 简化同余系的元素个数。考虑任一元素 bi，我们接下来
会证明：bib1, bib2, · · · , bibφ(n) 模 n 两两不同余。于是，它们中恰有一个模 n

余 1。设 bibj
n≡≡ 1，那么 bj 就是 bi 的“倒数”。

最后用反证法证明命题：bib1, bib2, · · · , bibφ(n) 模 n 两两不同余。
反设命题不成立，即存在 bj, bk 使得 bibj

n≡≡ bibk。这说明 n|bi(bj − bk)。由
于 bi 和 n 互素，根据倍和析因定理，存在整数 p, q，使得：

bip+ nq = 1.

两边乘以 bj − bk，就得到：

bi(bj − bk)p+ nq(bj − bk) = bj − bk.

等式左边是 n 的倍数，因此 bj 和 bk 模 n 同余，这与它们的定义矛盾。
因此命题的否定为假，原命题为真。 □

À通常不把 0 计入简化剩余系，以省去讨论除以 0 的问题。
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简化同余系的除法和整数不同，任何同余类都能整除另一个同余类，不
需要余数、带余除法的概念。每个同余类都有自己的“倒数”，比如在模 6

简化同余系中，5× 5 = 1。我们把同余类的“倒数”称为它的（乘法）逆。

习题 4.2.1.
1. 写出模 12 的简化同余系。写出 7

12 的逆。
2. 比较模 12 简化同余系中的乘除法和模 4 完全同余系中的加减法，

它们有何异同？
3. 写出模 10 的简化同余系。写出 7

10 的逆。
4. 比较模 10 简化同余系中的乘除法和模 4 完全同余系中的加减法，

它们有何异同？
5. 给定素数 n，写出模 n 简化同余系。

4.3 方余定理

与模 n 简化同余系密切相关的一个定理是方余定理À。

定理 4.3.1. 方余定理 设 a 是模 n 简化同余系中某个同余类中的元素，则：

aφ(n)
n≡≡ 1

其中 φ(n) 是模 n 简化同余系中同余类的个数。

比如，模 10 简化同余系有 4 个元素：1, 3, 7, 9。7 属于同余类 7，则
74

10≡≡ 1。

证明： 我们把模 n 简化同余系中的同余类用小于 n 且与 n 互素的正整数
来代表，记为

1 = b1 < b2 < · · · < bφ(n) = n− 1.

À这个定理也称为欧拉定理。但以欧拉命名的定理太多了。为了避免混淆，这里不采用。
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它们两两不同余。把它们各自乘以 a，得到 φ(n)个整数：ab1, ab2, · · · , abφ(n)。
前面我们已经证明了，它们仍然两两不同余。
这说明这 φ(n) 个整数也分别代表模 n 简化同余系中的各个同余类。
考虑乘积：b1b2 · · · bφ(n)。(ab1)(ab2) · · · (abφ(n)) 和它同余。也就是说：

b1b2 · · · bφ(n)
n≡≡ (ab1)(ab2) · · · (abφ(n))

n≡≡ aφ(n)b1b2 · · · bφ(n).

由于 b1b2 · · · bφ(n) 也与 n 互素，我们把等式两边除以 b1b2 · · · bφ(n)，就得到：

aφ(n)
n≡≡ 1.

□

如果 n 是素数，那么 1, 2, · · · , n − 1 都和它互素，于是模 n 的简化同
余系就是 {1, 2, · · · , n− 1}，φ(n) = n − 1。根据方余定理，只要 a 不是 n

的倍数，就有：
an−1 n≡≡ 1.

这个结论也叫做费马小定理。

习题 4.3.1.
1. 给定素数 n，证明：
1.1. 除了 1 和 n− 1，其它同余类的逆都不是自己。
1.2. (n− 1)!

n≡≡ −1.

2. 设 a 与 n 互素，称使得 am
n≡≡ 1 的最小正整数 m 为 a 模 n 的阶。

2.1. 证明 a 的阶整除 φ(n)。
2.2. 如果 a 的阶等于 φ(n)，就说 a 是模 n 的原根。证明：如果 a 是

模 n 的原根，那么模 n 简化同余系可以写成：{a0, a1, · · · , aφ(n)−1}。
2.3. 找出所有模 7 的原根。
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数据是客观事物的定量记录。比如，以下列表中有某班级学生的身高
数据。

姓名 学号 身高（厘米）

张三 214092 166.4

李四 214033 171.5

王五 210819 164.8
... ... ...

生产生活中，我们常常以数量等形式记录客观事物的特征和属性。以
合理的方式组织、呈现的数据，能帮助我们了解事物的本质，成为我们讨
论、判断、决策的依据。

数据一般由义和值两部分构成。比如，我国 2020 年国民生产总值为
101 兆 5986 亿元人民币。这个数据的义是“我国 2020 年国民生产总值”，
值是“101 兆 5986 亿元人民币”。数据的义和值缺一不可。没有义，就无法
理解数据代表什么、与什么事物有关；没有值，就无法使用数据来了解相关
事物。

69



70 第五章 用数据说话

5.1 样本和特征

要了解事物的某种性质，我们需要收集数据。比如，要了解学生的身
体素质，我们可以通过体检收集学生的身高、体重、肺活量、血压等相关数
据。如果我们要了解学生的身高，就要从每个学生的身高数据出发进行研
究。这里每个学生的身高称为一份样本。对学生的各项数据来说，和某种
性质相关的某一项，称为一个特征。比如，我们收集了 100 名学生的身高、
体重、肺活量和血压数据。从总体来说，每个学生的数据是一个样本，共有
100 份样本。每个学生的数据都包括身高、体重、肺活量、血压。因此，这
100 份样本涉及 4 个特征。如果我们只研究学生的身高状况，那么可以把
每个学生的身高数据看作一份样本。

实际生活中，收集数据样本的方式多种多样。一
种常见的方式是通过调查问卷获得数据。右图是一份
关于电视剧的调查问卷（部分）。

利用调查问卷，可以收集人们的主观想法、喜好。
如果要收集事物的客观性质，更多是通过科技手段。

直接收集到的数据，也许无法直接反映事物的本
质，难以让我们总结事物的规律。为此，我们对收集
到的数据进行整理加工，得到新的数据。为了区别直
接收集到的数据和经过人为整理加工的数据，我们一
般把前者称为原始数据，把后者称为生成数据。

通常来说，整理加工数据的手段主要有以下几种：提高数据质量、转化
数据形态、变换数据结构、新造特征。

为了提高数据质量而加工数据，称为数据清洗。我们收集到的数据，往
往并不是我们理想中的样子。比如，我们收集 100名学生的身高、体重、肺
活量、血压数据，结果中可能有 3 名学生的血压数据缺失，6 名学生的肺活
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量明显错误，4 名学生的数据重复记录，7 名学生的身高与上次体检结果严
重不一致等情况。这些问题会影响我们研究数据，作出结论。因此，需要清
洗数据，提高数据质量，以便接下来进行研究。

检查数据质量，通常从以下几个方向入手：完整性、唯一性、一致性、
正确性。

• 完整性检查，就是检查数据是否有缺失的。比如，收集 20 个城市的
就业率做研究，结果缺了某城市的数据，则数据不完整。

• 唯一性检查，就是检查不同途径、时间收集的数据是否有重复的。比
如，收集学生对新游泳馆的评价，出现同一名学生的两份样本，说明
数据重复了。

• 一致性检查，就是检查有关系的数据是否一致、是否合理。比如，收
集市场的交易数据，各账户买入和卖出的数量分别相加，得到的总买
入量应该等于总卖出量。如果总买入量和总卖出量不相等，则数据不
一致。

• 正确性检查，就是核实数据是否正确无误。比如，收集学生的身高数
据，出现某学生身高 173 米，说明数据有误。

不同的研究中，出于实际需要和综合考虑，会使用不同的手段清洗数据，处
理数据的完整性、一致性、唯一性、正确性问题。

转化数据形态，就是把数据的值用另一种形式呈现。转化数据形态往
往是为了从另一个角度看待数据的值。比如，收集 100 名学生的肺活量：

姓名 肺活量（毫升）

张三 2800
李四 3200
王五 4100

... ...
钱六 3850
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我们可以把数据转为：

姓名 [0; 1) [1; 2) [2; 3) [3; 4) [4; 5) > 5

张三 0 0 1 0 0 0

李四 0 0 0 1 0 0

王五 0 0 0 0 1 0
... ... ... ... ... ... ...
钱六 0 0 0 1 0 0

我们以升为单位，把肺活量的范围分划为几个区间，每个人的肺活量
的值落在哪个区间，就在对应的列记 1，其他列记 0。这让我们用另一种角
度来观察肺活量数据。

变换数据结构，是指用另一种方式组织数据。原始数据不容易理解，可
能是因为数据组织的方式不合其义。组织数据的方式越符合其义，我们就
越容易通过数据理解事物的本质。比如，我们收集某些影视演员的出演影
视作品的数据，研究演员之间的关系。原始数据是各个演员的作品列表：

姓名 作品

周比利 《少年陈真》、《精武英雄》、《鼠胆龙威》、……

斯琴高娃 《北京爱情故事》、《骆驼祥子》、《香魂女》、……

朱咪咪 《百变星君》、《审死官》、《唐伯虎点秋香》、……
... ...

李绮虹 《西贡的童话》、《爱未央》、《圣诞玫瑰》、……

张涵予 《风声》、《智取威虎山》、《红海行动》、……

我们可以根据共演关系，把数据结构改为下图。每个圆点代表一个演
员。曾经共演的演员之间连线，否则不连线。
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从图中我们能够看出不同演员之间的合作关系。我们也可以把共演关
系用数表的方式呈现。曾经共演的演员，相应的格子中填入共演作品数目，
否则填 0：

朱咪咪 吴孟达 古天乐 吴京 · · ·

朱咪咪 - 3 0 0 · · ·
吴孟达 3 - 3 1 · · ·
古天乐 0 3 - 4 · · ·
吴京 0 1 4 - · · ·

... ... ... ... ...

新造特征，就是从原始数据的某些特征出发，构造新的数据。比如，从
身高和体重数据出发，用体重除以身高的平方，就得到新特征：体质指数。

5.2 描述和分析

上一节的例子中，我们收集了 100 名学生的身高、体重、肺活量、血
压数据。如何通过这些数据，了解这些学生的身体素质情况呢？我们可以查
看每个学生的数据。然而，人的认知和理解能力是有限的。我们无法直接把
这 400 个数值直接反映在头脑中。为此，我们希望用更少的信息来描述这
些数据，让我们对这些数据有大概的认识。这种手段叫作描述统计。描述统
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计中最基本的方式，是从数据出发算得一个数量，来描述数据。我们把这样
的数量称为统计量。以下是一些常见的统计量。

极值：某特征所有样本值中最大的，称为该特征的极大值；所有样本值
中最小的，称为该特征的极小值。比如，我们可以查看所有学生的体重，找
出其中最大的值和最小的值。

平均数：某特征所有样本值之和，除以样本的个数，称为该特征的平均
数或均值。比如，我们把所有学生的身高值加起来，除以 100，就得到学生
平均身高。

中位数：如果某个数值比某特征一半样本的值大，比另一半样本的值
小，就说它是该特征的中位数。显然，这个定义是不严谨的，实际计算时需
要严谨的定义。最简单也是最常用的定义是：将该特征所有样本的值从小
到大排列。如果样本个数 N 是奇数：N = 2n+ 1，那么取第 n+ 1 大的数
为中位数；如果样本个数是偶数：N = 2n，那么取第 n 大和第 n+ 1 大的
数的均值为中位数。比如，把 100 名学生的肺活量值从小到大排列，第 50

大的值和第 51 大的值之和除以 2，就是中位数。

根据极值、平均数和中位数，我们可以大致描述数据的总体情况。比
如，知道了学生的身高极小值是 144 厘米，极大值是 191 厘米，平均值是
165.7 厘米，中位数是 163.8 厘米，我们就对这 100 名学生的身高有了基本
的认识。

要更进一步分析数据，可以通过加权平均数、分位数和直方图。

加权平均数是平均数的推广，指对每个样本的值乘以一个系数（称为
权重）来描述它的“重要程度”，然后求和，最后除以权重之和。比如，我
们想知道男生身高的平均数时，可以把每个男生的身高值乘以权重 1，把女
生的身高值乘以权重 0，求和之后除以权重之和（也就是男生的人数），就
得到加权平均数。

分位数是中位数概念的推广。可以想象把所有样本的值标记在数轴上，
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用手指从左边第一个值起，往右划过去，数过一个又一个值。数过一半样本
时的值，大致就是中位数。类似地，设有 0 < q < 1，数过的样本数量和总
数量之比为 q 的时候，指向的值就可以称为样本的 q 分位数。q 称为分位，
一般用百分数表示。中位数就是 50% 分位数。

显然，从右往左数也可以定义一种分位数。我们把从左往右数得到的
称为左 q 分位数或下 q 分位数，把从右往左数得到的称为右 q 分位数或上
q 分位数。

分位数和中位数一样，是一种模糊的说法。实际计算中，我们要采用更
严谨的定义。

给定 N 个样本值 x1 ⩽ x2 ⩽ · · · ⩽ xN 和某个值 a，定义 n− 为小于等
于 a 的样本个数。数轴上，a 从 x1 − 1 向 xN + 1 运动时，n− 从 0 增大到
N。a从某个 xi 离开，运动到 xi+1 期间，n− 是不变的。a到达 xi+1 时，n−

增大。

分位数的自然定义：如果 a 到达某个 xi 前，n− < qN，而到达 xi 时
n− ⩾ qN，就定义 xi 为左 q 分位数。如果在某段 xi 到 xi+1 期间 n− = qN，
就定义 (1− q)xi + qxi+1 为左 q 分位数。

此外还可以定义顺分位数。区别在于，如果在某段 xi 到 xi+1 期间
n− = qN，顺分位数仍定义左端 xi 为左 q 分位数。

自然定义的分位数和之前中位数的定义相洽，顺分位数则更方便计算。

分位数按照样本的数量来划分样本，划分越细，越有利于我们了解样
本的分布情况。比如，根据 100 个学生的身高，求得分位数如下：

q 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%

分位数 (cm) 149.7 154.3 158.0 161.2 163.8 167.5 171.7 175.6 180.2

可以看出，学生身高在 40% 到 50% 阶段较为集中，在 80% 到 90% 阶
段较为稀疏。
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直方图是另一种展示样本分布情况的方法。我们取定某个包含了所有
样本值的区间，然后将其均匀分划为若干份。比如，我们取学生身高的极小
值和极大值构建区间 [144; 191]，将其均匀划分成 10份，每份长为 191−144

10
=

4.7。数轴上，左起第一个区间是 [144; 148.7)，第二个区间是 [148.7; 153.4)，
等等。最右边的区间是 [186.3; 191]。把这 10 个区间从左到右编号，每个样
本的身高值恰好属于其中一个。我们可以把这 10 个区间想象成 10 个“抽
屉”，把 100 个学生的身高值“放进”这些“盒子”里，然后统计每个“盒
子”里的样本数。最终我们可以得到一个以下样子的表格：

区间序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

样本数 8 10 12 17 13 12 10 9 7 2

我们还可以把这个结果用图表形式画出来：

直方图比分位数表格更直观、更容易理解。我们可以直接看出，学生
身高在 [158.1; 162.8) 区间最为集中，共有 17 人的身高落在这个区间里；在
[186.3; 191] 区间最为稀疏，只有 2 人的身高落在这个区间里。

比直方图更简单的描述方法是平均数和方差。平均数是所有样本值之
和除以样本数的商。如果所有样本值相差不多，那么平均数可以告诉我们
样本值大致分布在哪里。比如，算得 100个学生的身高值之和为 16426.5厘
米，则他们身高的平均值为 164.265 厘米。如果所有学生身高相差不多，就
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可以说他们的身高大致是 164 厘米。

当然，我们从直方图可以看出，学生的身高差距并非“不多”。因此，我
们引入方差的概念，描述样本值的集中程度。方差和平均数一起，可以粗略
呈现样本分布的情况。样本的方差定义为样本值与均值之差的平方的均值。
给定 N 个样本值：x1, x2, · · · , xN，记它们的均值为 u，方差为 v，则：

v =
1

N

N∑
i=1

(xi − u)2 .

由于 u = 1
N

∑N
i=1 xi，可以推出：

v =
1

N

N∑
i=1

x2
i − u2.

比如，1, 2, 3, 4, 5 的平均数为：
1 + 2 + 3 + 4 + 5

5
= 3,

方差为：
(1− 3)2 + (2− 3)2 + (3− 3)2 + (4− 3)2 + (5− 3)2

5
= 2.

方差的概念在单批样本中比较难理解，但如果用于比较两批样本，就
容易理解了。举例来说，考察某地连续两年的日均降雨量，绘制直方图：
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可以看出，虽然两年平均降水量差不多，但相比 2019 年，2020 年的日
均降雨量分布较为集中。计算得到的方差也说明这一点：2019 年日均降雨
量的方差为 3147.87，而 2020 年日均降雨量的方差只有 1872.21。

思考 5.2.1.
1. 能否把分位数表格的信息用图表形式展示？
2. 绘制直方图时，是否有别的方式划分区间？
3. 分位数表格和直方图有什么联系？
4. 直方图划分的区间个数是否越多越好？你认为应该如何确定划分的

区间数？
5. 除了方差，你还能想到什么方法来描述数据的集中程度？它们和方

差相比有什么好处？

习题 5.2.1.
1. 写出右分位数的自然定义。
2. 写出顺右分位数的定义。

5.3 数据的结构

上一节中我们描述、分析数据的时候，并未考虑数据本身的结构。什么
是数据的结构？数据结构是不同数据样本之间因数据自身含义产生的联系
的总和。用适合的方式展现数据的结构，有助于我们理解数据包含的信息，
描述并分析数据。

一种常见的数据结构是时空结构：不同的数据样本代表了不同时间不
同地点的信息。用合适的方式展现这种时空结构，对我们研究相关事物大
有帮助。

举例来说，下表中有我国部分地区某日的日均气温数据。
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地区编号 日期 经度 纬度 气温 (°C)

391027 2021–09–01 110.530128 34.754986 15.9

391028 2021–09–01 111.105681 35.516971 18.9

391029 2021–09–01 111.183294 34.207944 19.3
... ... ... ... ...

从列表中难以看出数据之间的联系。我们可以把相关的数据展示在对
应的地理位置上，形成下图：

这种图叫热力图，能直观表现各地气温之间的关系。

以上是空间地域结构的展示。再来看时间结构的展示。下表是 2005 年
至 2010 年成都市月均气温和降水量数据。

月份 气温 (°C) 降水量 (毫米)

2005–03 14.3 69.3

2005–01 7.9 10.3

2005–02 10.0 27.5
... ... ...

2010–12 9.5 35.5

从列表中难以看出数据之间的联系。可以把数据按时间先后顺序排列，
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这样得到的数据称为时间序列。以 x 轴表示时间，以 y 轴表示气温和降水
量，按照时间先后顺序，把每个月的气温和降水量对应的点用线段连起来，
就形成下图：

从图中，我们容易看出当地降水量和气温数据随时间变化的方式。这
种呈现数据的方式称为折线图。

另一个例子涉及更复杂的关系。下表中有某工厂完成一个项目所需的
任务、各项任务的前置任务（完成前置任务才能开始本任务）和预计用时：

任务编号 预计用时 前置任务

1 7 3, 4

2 8 1

3 4 -
4 5 -
... ... ...

从列表中难以判断应该如何组织工作。我们可以把各项任务的关系用箭头
连接起来，用图表来表示：
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这个展示数据的方法称为流程图。图中将任务用圆角方块表示，方块
长度和任务预计用时成正比。方块中标明了任务编号和预计用时（方括号
内）。用箭头把每个任务指向它的后继任务（必须完成本任务才能开始后继
任务）。据此，我们就能更好地理解完成任务的必要次序，更合理地安排工
作。
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之前，我们学习了用概率来讨论不确定的事件。如何判断某件事情将
来会不会发生？我们需要通过已有的知识和经验来分析。数据就是我们对
已有知识和经验的总结、提炼。通过分析数据，我们可以讨论不确定的事件
发生的概率。

6.1 实验和样本

为了研究我们关心的问题中某些随机事件发生的规律，我们会特意设
计实验，布置相关条件，并观察发生的事件，记录结果。每次实验，我们得
到的结果就是一个数据样本。比如，为了研究投骰子各面朝上的规律，我们
设定骰子的大小、材料和形制，设计投掷的高度，并观察投掷结果。这就是
一个实验。

实际中，很多问题并不是人类有能力设计、布置必要条件的，但我们仍
然关心其中随机事件发生的规律，比如台风、地震、火山爆发等等。因此，
我们假设大自然设计了相关的实验，框定一些假设条件，并观察发生的事
件，记录结果。我们称之为广义的实验。比如，为了研究我们所在地区的降
雨情况，我们观察每天是否降雨，记录降雨量，就是一次广义的实验。为了
研究方便，我们会假设记录地点代表了所在地区（比如全市）的平均降雨
情况，或者设定每天降雨量为早上 8 点到次日早上 8 点之间的记录量等等，

83
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但我们无法完全控制实验的条件。

一次大实验可以包含几个小实验。比如，我们可以把连续记录一周的
日降雨量称为一次实验，也可以把每天的记录称为一次实验。为了好说话，
我们会区分单一实验和复合实验。如何区分，取决于我们关心的问题的性
质和我们的研究方法。比如，体检中，我们可以把测量每个学生身高、体
重、血压和肺活量合称为一个单一实验，这样，测量 100 个学生就是复合
实验。如果我们关心的是这些学生的整体状况，我们可以认为这是 1 次复
合实验，其中每个学生的测量称为单一实验。如果我们关心的是某个学生
的状况，那么我们可以重复测量这个学生 100 次，称为复合实验，其中每
次测量称为单一实验。

实验中，我们观察某些事件发生的情况，把我们关心的部分用数据记
录下来，这样就得到一个数据样本。这样记录的叫做实验的终态或结果。所
有可能的终态构成的集合称为终集。终态是终集的元素。

6.2 随机变量

一般来说，我们把实验的每个结果关联到某个方便理解的数值，作为
数据记录。这样的映射，称为随机映射或随机变量。比如，设计抛掷硬币的
实验，每次投掷如果正面向上，就规定结果是 1，否则规定结果是 0。那么
我们可以把投掷结果用随机变量表示：

h : {正面,反面} → {0, 1}

h(正面) = 1

h(反面) = 0

随机变量 h 把终态“正面”映射到 1，把终态“反面”映射到 0。

又比如，为了研究投骰子各面朝上的规律，我们设计投掷骰子的实验，
每次投掷的结果是朝上的数字，我们约定，每次投掷骰子，得到的收益是这
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个数值的 10 倍。如果数字 2 朝上，就获得 20 元；数字 5 朝上，就获得 50

元，等等。则我们可以把每次投掷骰子的收益用随机变量表示：

f : {1, 2, 3, 4, 5, 6} → {10, 20, 30, 40, 50, 60}

i → 10× i

随机变量 f 把终态 1 映射到 10，把终态 2 映射到 20，把终态 3 映射到 30，
等等。

一般来说，设试验的终集为 S，如果某个映射把终集里的每个终态映
射到另一个集合 X 里，就说这个映射是 S 上的 X–随机映射或随机变量。
如果集合 X 是有限集合或有理数集的子集，就说随机变量是离散的；如果
集合 X 是实数集或区间，就说随机变量是连续的。

我们把随机变量背后随机事件的概率分布，称为随机变量的分布或随
机变量遵循的分布。可以看出，随机变量的性质与其分布有关。随机变量的
分布如何具体影响随机变量呢？我们来看两个例子。

例子 6.2.1. 考虑这样的映射 E：它将离散随机变量 f 映射为

E(f) =
∑
s∈S

f(s)P({s}).

这个映射称为随机变量的期望。比如，对以上掷骰子试验的随机变量 f，它
的期望为：

E(f) =
6∑

i=1

10 · iP({i}).

如果投骰子的分布是均匀分布，那么对任何 i ，P({i}) 总是 1
6
 ，于是：

E(f) =
6∑

i=1

10 · i
6

= 35.

如果 1 朝上的概率是 50%，其他数字朝上的概率都是 10% ，那么：

E(f) = 10 · 1 · 50% +
6∑

i=2

10 · i
10

= 25.
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随机变量分布改变，它的期望也可能改变。

例子 6.2.2. 考虑这样的映射 Var：它将离散随机变量 f 映射为

Var(f) =
∑
s∈S

(f(s)− E(f))2 P({s}).

这个映射称为随机变量的方差。比如，对以上掷骰子试验的随机变量 f，它
的期望为：

Var(f) =
6∑

i=1

(10i− E(f))2 P({i}).

如果投骰子的分布是均匀分布，那么对任何 i，P({i}) 总是 1
6
，于是 E(f) =

35，因此：

Var(f) =
6∑

i=1

(10i− 35)2

6
=

875

3
≈ 291.67

如果 1朝上的概率是 50%，其他数字朝上的概率都是 10%，那么 E(f) = 25，
因此：

E(f) = (10 · 1− 25)2 · 50% +
6∑

i=2

(10 · i− 25)2

10
= 325

随机变量分布改变，它的方差也可能改变。

另一种表示随机变量分布的方法，是概率密度函数。概率密度函数从
随机变量的值出发描述它遵循的分布，把 X 中元素值映射到“随机变量等
于该值”这一事件的概率。比如，投掷骰子的随机变量 f 的分布，可以用
以下的概率密度函数表示：

pf : {10, 20, 30, 40, 50, 60} → [0; 1]

x 7→ P({s ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} | f(s) = x})

概率分布不同，随机变量 f 的概率密度函数也不同。例如，投骰子的分
布是均匀分布时，pf (10) = 1

6
；如果 1朝上的概率是 50%，那么 pf (10) =

1
2
。
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概率密度函数是另一种描述随机变量的方法，可以看作如何描述随机
变量的值的分布，因此，我们也把概率密度函数叫做随机变量的值遵循的
分布，或者随机变量值的分布。

使用概率密度函数，也可以表示随机变量的期望和方差。对 X 中每个
元素 x，考虑使 f(s) = x 的 s。我们发现：∑

f(s)=x

f(s)P({s}) =
∑

f(s)=x

xP({s})

= x
∑

f(s)=x

P({s})

= xP({s ∈ S | f(s) = x})

= xpf (x)

因此，随机变量 f 的期望

E(f) =
∑
s∈S

f(s)P({s}) =
∑
x∈X

xpf (x).

这是因为当 x 遍历 X 时，使 f(s) = x 的 s 也遍历了 S，没有重复也没有
遗漏À。

同理可以推出，随机变量 f 的方差可以写成：

Var(f) =
∑
x∈X

(x− E(f))2 pf (x).

如何理解随机变量的期望和方差呢？

首先来看期望。随机变量的期望可以看作一种对实验结果预期的描述。
举例来说，考虑以上掷硬币的实验的随机变量 h。假设硬币正面朝上的概率
是 p，那么 h 的期望是：

E(h) = 1 · p+ 0 · (1− p) = p.

À不至于混淆时，pf (x) 也写作 P (f = x)。
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于是，期望越大，表示 p 越大，说明掷硬币越可能正面朝上；反之说明掷
硬币更可能反面朝上。又比如，考虑以上掷骰子的实验的随机变量 f。假设
各面朝上的概率分别是 p1, p2, · · · , p6，那么 f 的期望是：

E(f) = 10p1 + 20p2 + · · ·+ 60p6.

如果 p1 接近于 1，其它概率接近 0，那么 E(f) 接近于 10，即预期收益和
1 点向上的收益相近。如果 p1 接近于 5，其它概率接近 0，那么 E(f) 接近
于 50，即预期收益和 5 点向上的收益相近。

一般来说，随机变量的期望是一种方便的描述预期结果的方法，和平
均数很像。和平均数的区别在于，随机变量的期望和各个终态的概率有关。
概率越大的终态，对期望的影响越大，反之亦然。如果把各个终态看作已知
数据，那么这种描述数据的方法就是加权平均数。加权平均数是指对每个
数据值乘以一个系数（称为权重）来描述它的“重要程度”，然后求和，最
后除以权重之和。要注意区分的是：随机变量的期望和数据的加权平均数
的区别在于，随机变量的期望是一种预估方法，根据终态的概率估计预期
结果，而数据的加权平均是对已知数据的描述方法。虽然两者的计算方式
相同，但它们的含义不同。

再来看方差的作用。在投骰子的例子里，考虑以下两种概率分布：

• p1 = p6 = 40%，p2 = p3 = p4 = p5 = 5%。
• p3 = p4 = 40%，p1 = p2 = p5 = p6 = 5%。

两种情况下，随机变量的期望相同，都是 35，但显然这两种分布有很大区
别。而方差可以描述这两种分布的区别。计算两种情况的方差，分别得到
525和 85。可以观察到，期望相同的情况下，分布的方差越大，结果远离期
望值的概率越大，方差越小，结果远离期望值的概率越小。随机变量的方差
和数据的方差计算方法相同，但它们的含义不同。随机变量的方差是对预
期结果的描述方法，而数据的方差是对已知数据的描述方法。

通过期望和方差，我们可以对概率分布有粗略的了解。
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思考 6.2.1.
1. 概率映射和随机变量有什么不同？
2. 比较随机变量的期望和样本数据的平均数。它们有什么相似之处？

有什么不同？
3. 比较随机变量的方差和样本数据的方差。它们有什么相似之处？有

什么不同？
4. 随机变量的分布改变，它的期望一定改变吗？
5. 随机变量的分布改变，它的方差一定改变吗？
6. 随机变量的期望和方差的不同写法有哪些要注意的地方？你觉得每

种写法好在哪里？

习题 6.2.1.
1. 小李投掷一枚 1 元硬币，约定正面向上则小王给小李 10 元钱，否

则小王给小李 1 元钱。
1.1. 假设硬币正面向上的概率是 47%，试将小王给小李的钱数用相关

的随机变量表示。
1.2. 该随机变量的分布是什么分布？
1.3. 写出该随机变量的概率密度函数。
1.4. 写出该随机变量的期望和方差。
2. 投掷一枚骰子，假设 1 点向上和 5 点向上的概率分别是 40%，其

余点数向上的概率是 5%，如果以点数的 3 倍为随机变量，求它的期望和方
差。

3. X 是 Q 的子集。证明 S 上的 X–随机变量 f 的方差也可以写成：

Var(f) = E(f 2)− E(f)2.

其中 f 2 表示把每个终态 s 映射到 f(s)2 的随机变量。
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6.3 条件概率和独立事件

讨论随机事件，总要知道前提条件。只有明确了前提条件，才能讨论事
件的概率。为了研究不同的前提条件对事件的影响，我们引入条件概率的
概念。

仍以“明天杭州是否下雨”为例。我们讨论台风“凤凰”动向对下雨概
率的影响，可以说：“如果台风靠近，那么下雨的概率有 90%”、“如果台风
转向，那么不下雨的概率为 40%”。这里我们把台风靠近与否作为明天杭州
下雨的前提条件。以上两句话可以记作：

P({下雨} | {台风靠近}) = 0.9, P({不下雨} | {台风转向}) = 0.4

这个记法称为条件概率。其中分隔符“|”左边是结果对应的事件，右
边是前提条件对应的事件，合起来表示在前提条件下，结果发生的概率。

如果台风靠近，那么不下雨的概率是 10%；如果台风转向，那么下雨
的概率是 60%。我们也可以把这些概率用表格的形式表示：

条件 下雨 不下雨

台风靠近 90% 10%
台风转向 60% 40%

可以看到，台风靠近与否，会影响明天杭州下雨的概率。如果把台风
“凤凰”的动向视为一个实验，把“明天杭州是否下雨”视为另一个实验，我
们也可以说，前一个实验影响了后一个实验的结果。

条件概率和概率之间的联系是怎样的呢？观察下图，可以发现，在假定
事件 B 发生的条件下，发生事件 A 的条件概率，就是 A,B 同时发生的概
率，除以事件 B 的概率。用公式表达出来，就是：

P(A |B) =
P(A ∩B)

P(B)
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把“B 发生”作为前提条件，A 发生的概率，就是 A,B 同时发生的概率，

除以 B 发生的概率

我们称 P(A |B) 为“B 时 A 的概率”。要注意的是，这个公式没有考
虑 P(B) = 0 的情况。如果 B 的概率是 0，那么讨论 B 发生时 A 的概率比
较困难。这时我们暂时不定义条件概率 P(A |B)。

从映射的角度来看，从事件 A 到 B 时 A 的概率形成这样一个映射：

A 7→ P(A |B)

可以验证，这个映射也是一个概率映射，叫作关于 B 的条件概率映射。
我们一般把这个映射记为 PB 或 P(· |B)（其中的 · 表示自变量的位置）。

再来看另一个例子：有面值为 5 角和 1 元的硬币各一枚。首先抛出 1

元硬币，再抛出 5 角硬币，把 1 元硬币抛掷结果看作 5 角硬币抛掷结果的
前提条件。假设 1元硬币正面朝上时，5角硬币正面朝上的概率是 60%，反
面朝上的概率是 40%；1 元硬币反面朝上时，5 角硬币正面朝上的概率是
60%，反面朝上的概率是 40%。可以用表格表示条件概率：

条件 5 角正面朝上 5 角反面朝上

1 元正面朝上 60% 40%
1 元反面朝上 60% 40%

可以看到，1 元硬币抛掷结果，不影响 5 角硬币各面朝上的概率。“抛
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掷 1 元硬币”这个实验的结果，不影响“抛掷 5 角硬币”实验的结果。

如果两个实验的结果互不影响，就说两者相互独立。一般来说，当我们
讨论实验中发生的事件时，也说两个事件相互独立。

前提条件可能会改变不同事件发生的概率，也可能不会改变

如果事件 A,B 相互独立，那么 B 时 A 的概率应该和 A 的概率一样。
也就是说，

P(A) = P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

即：
P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

同样地，

P(B |A) = P(A ∩ B)

P(A)
=

P(A) · P(B)

P(A)
= P(B).

多个事件之间也可能相互独立。给定 n个事件 A1, A2, · · · , An，如果它
们的交集的概率等于各自概率的乘积：

P(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P(A1)P(A2) · · ·P(An),

就说它们相互独立。

例题 6.3.1. 一共有 1000 个灯泡，其中有 k 个次品。从中随机抽取 10 个检
验，发现有 3 个次品。k 最有可能是多少？

解答. 记事件“10 个抽检灯泡里有 3 个次品”为 Y。把不同的 k 作为条件，
求出条件下发生事件 Y 的概率，然后比较找出使得条件概率最大的 k。
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设 1000 个灯泡中有 k 个次品，那么事件 Y 的条件概率是：

P(Y | k) =
C3

k · C7
1000−k

C10
1000

=

k!
3!(k−3)!

· (1000−k)!
7!(993−k)!

1000!
990!·10!

=
10! · 990!

3! · 7! · 1000!
· k!(1000− k)!

(k − 3)!(993− k)!

比较 P(Y | k) 和 P(Y | k + 1) 的大小，可以发现两者比值为：

P(Y | k)
P(Y | k + 1)

=

k!(1000−k)!
(k−3)!(993−k)!

(k+1)!(999−k)!
(k−2)!(992−k)!

=
(k − 2)(1000− k)

(k + 1)(993− k)

可以看到，k 很小（比如 k = 3）的时候，比值小于 1；k 很大（比如 k = 992）
的时候，比值大于 1。实际上，

(k − 2)(1000− k)

(k + 1)(993− k)
− 1 =

10k − 2993

(k + 1)(993− k)

因此 k < 300时比值小于 1，而 k ⩾ 300时比值大于 1。这说明概率 P(Y | k)
从 k 很小的时候开始不断增大，至 k = 300 时达到最大值，而从 k = 301

起逐渐减小。

因此，k 最有可能是 300。

习题 6.3.1.
1. 证明：P(A |B) + P(A |B) = 1。
2. 证明：如果事件 A1, A2 互斥，那么 P(A1 ∪ A2 |B) = P(A1 |B) +

P(A2 |B)。
3. 证明：P(A) = P(A |B)P(B) + P(A |B )P(B )。
4. 证明全概率公式：如果 B1, B2, · · · , Bk 两两互斥，且并集为全集，那

么 P(A) = P(A |B1)P(B1) + P(A |B2)P(B2) + · · ·+ P(A |Bk)P(Bk)。

5. 证明：P(B |A) = P(A |B)P(B)

P(A |B)P(B) + P(A |B )P(B )
。

6. 证明反条件概率公式：如果 B1, B2, · · · , Bk 两两互斥，且并集为全
集，那么

∀i ∈ [1..k], P(Bi |A) =
P(A |Bi)P(Bi)

P(A |B1)P(B1) + P(A |B2)P(B2) + · · ·+ P(A |Bk)P(Bk)
.
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7. 抛掷两枚硬币，假设两次抛掷互不影响，每枚硬币抛出正反的概率
相同。定义 A 为事件“第一枚抛出正面”，B 为“第二枚抛出正面”，C 为
“两枚硬币抛掷结果相同”。

7.1. 求 A、B、C 的概率。
7.2. 求 A ∩B、A ∩ C、B ∩ C 的概率。
7.3. A,B 是否相互独立？B,C 是否相互独立？A.C 是否相互独立？

A,B,C 是否相互独立？

6.4 大数定律

我们做这样一个复合实验：取同一个骰子，投掷 100 次，每次为一次
单一实验。记录每次朝上的点数作，按其 10 倍给出收益，作为结果。我们
假定投掷结果是两两相互独立的事件，即前面投掷的结果不影响后面投掷
的结果，反之亦然。我们还假定每次投掷的实验条件都是相同的，忽略投掷
姿势、高度等差别。在这样的假定下，我们说，这 100 次投掷是 100 次独
立重复实验。

独立重复实验是寻找随机事件规律的常用手段。比如，我们对投掷这
枚骰子时各面朝上的概率一无所知，只有一份 100 次独立重复的投掷实验
的结果。这时，如果要讨论下一次投掷的结果，我们如何给出合理的预测
呢？

对于这 100次独立重复实验，我们可以定义随机变量 f1, f2, · · · , f100 来
表示各次实验。由于我们假设这些随机变量相互独立，而且遵循相同的分
布，我们说这 100 个随机变量是独立同分布的。

对于独立同分布的一组随机变量，我们有以下的定理：

定理 6.4.1. 大数定律设一组随机变量 f1, f2, · · · , fN 相互独立，且都遵循同
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一个分布，它们的期望同为实数 u，那么 N 越大，它们的平均数：

1

N
(f1 + f2 + · · ·+ fN)

就几乎总会越来越接近 u。

大数定律是长久以来人们观察得出的一系列结论的总称，表示事情重
复发生的数量足够多的时候，就会呈现一定的规律。后来人们找到了合适
的数学语言来描述这些定律，发现大数定律是一类数学定理。大数定律的
证明较为复杂，这里我们不作证明，只给出其中一个结论。

运用大数定律，我们可以为独立重复实验的结果给出什么结论呢？

大数定律建立了沟通实验结果平均数和随机变量期望的桥梁。已知独
立重复实验的结果，那么对结果求平均数，就能估计出随机变量的期望。而
随机变量的期望，可以用来估计下一次实验的结果。

以上面投掷骰子的实验为例。设 100次投掷实验的结果为 Y1, Y2, · · · , Y100。
它们分别是 100 个独立同分布的随机变量 f1, f2, · · · , f100 的值。设下一次
投掷实验的收益用独立同分布的随机变量 f 表示。根据大数定律，平均数

Y 100 =
1

100
(Y1 + Y2 + · · ·+ Y100)

接近 f 的期望。因此，我们可以用 Y 100 代表 f 的期望。比如，如果算得
Y 100 = 34.4，那么可以估计下一次投掷实验的预期收益是 34.4。

再来看掷硬币实验，它对应的随机变量 h 将正面朝上映射到 1，反面
朝上映射到 0。已知正反面朝上的概率 p正 和 p反，可以算得 h 的期望为：

E(h) = 1 · p正 + 0 · p反 = p正.

所以，h的期望就是 p正。因此，如果投掷 1000 次硬币，其中 487 次正面朝
上，那么 h 的期望就接近于 487

1000
= 0.487。于是我们可以估计 p正 = 0.487。

再掷一次硬币，正面朝上的概率是 48.7%。
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这个实验中，我们用随机变量 h“揭示”了概率 p正 的性质，我们把这
样设计的随机变量称为（p正 的）示性随机变量。“示性”这个词，我们将在
不少地方碰到，指用来揭示某些对象性质的数学工具。

从掷硬币实验的例子，还可以得到估计某事件概率的方法。如果能够
作独立重复实验来观察事件 A 是否发生，那么我们把 n 次独立重复实验中
事件 A 发生的次数与试验次数 n 的比值称为该实验中 A 的频率，记为 qA：

qA =
事件A发生的次数
总试验次数

.

考虑把“事件 A发生”映射到 1，把“A不发生”映射到 0的示性随机变量
fA，那么频率 qA 就是 n 个与 fA 同分布的独立随机变量的平均数。根据大
数定律，n 很大的时候，qA 就接近 fA 的期望，也就是 P(A)。于是，通过
记录多次实验中事件的频率，我们就可以估计事件发生的概率。

思考 6.4.1.
1. 投掷一枚骰子，如果朝上的点数为 i，则将 (2i− 7)2 作为结果。如

果某骰子 1 向上的概率为 50%，其余点数朝上概率为 10%；另一枚骰子 6

向上的概率为 50%，其余点数朝上概率为 10%。设第一枚骰子的结果为随
机变量 g1，第二枚为 g2，这两个随机变量是否同分布？

2. 大数定律说明，独立重复实验次数足够多时，随机变量的期望可以
用结果的平均数来估计。那么，独立重复实验次数足够多时，随机变量的方
差能否用结果来估计呢？你有什么想法？

习题 6.4.1.
1. 将一枚硬币重复抛掷 200 次，其中 104 次正面向上。如何估计下一

次抛掷时正面向上的概率？
2. 将一枚骰子重复抛掷 1000 次，统计每次正面朝上的点数为结果。统

计发现有 169 次 1 点、142 次 2 点、182 次 3 点、163 次 4 点、170 次 5

点、174 次 6 点。
2.1. 试估计下一次抛掷时得到 5 点的概率是多少？
2.2. 试估计下一次抛掷时得到偶数点的概率是多少？
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2.3. 试估计下一次抛掷时点数不超过 3 的概率是多少？
2.4. 试估计单次掷骰子结果的分布。


