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第一章 实数和复数

1.1 实数的正规十进制展开式

题目: 证明：区间 [0, 1] 中的每个实数 x 都能唯一地表示为

x =
+∞∑
n=1

an
10n

其中 (an)n≥1 是一个取值于 {0, 1, ..., 9}且从某项起一路全为 9的数列（即对任意 N ≥ 1，
都存在 n ≥ N 使得 an 6= 9）

1.2 有理数的刻画

题目: 设 x ∈ [0, 1]。证明：x 是有理数当且仅当 x 的规范十进制展开从某一位开始是循
环的。

1.3 实数集的不可数性

题目: 设 f : N∗ → [0, 1]。对每个 k ≥ 1，记 uk 为 f(k) 的正规十进制展开中的第 k 位小
数，并这样定义序列 (vn)n≥1：如果 uk = 1，那么 vk = 0，否则 vk = 1。

(1) 证明：可以定义 y = 0.v1v2 . . . vn . . .，并且这就是 y 的规范展开。

(2) 证明：y 在 f 下没有原像。

(3) 从上可以得到什么结论？

7



8 第一章 实数和复数

1.4 实数集到自然数幂集的单射

题目: 构造一个单射
ψ : R → P(N)

使得任意实数 x 在 ψ 下的像 ψ(x) 是 N 的无限子集，并且对任意不同的实数对 (x, y)，
ψ(x) ∩ ψ(y) 是有限集。

1.5 级数求和

题目: 设 x > 0，计算
+∞∑
n=0

E
(

x

2n+1
+

1

2

)
,

其中 E(·) 表示取整函数（向下取整）。

1.6 Engel 级数展开

题目: 设 x ∈ [0, 1]。

(1) 证明存在唯一的递增整数序列 {un}n∈N 满足 u0 ⩾ 2 且

x =
+∞∑
n=0

1

u0u1 . . . un

此即实数 x 的 Engel 级数展开。

(2) 证明 x 为有理数当且仅当序列 {un}n∈N 驻定（从某一项起一直是同一个数）。

1.7 正实数作为级数的表示

题目: 设 {un}n∈N 是严格递减的正实数序列，令 S =
+∞∑
n=0

un，即 S ∈ [0,+∞]。

(1) 确定关于 {un}n∈N 的充要条件，使得 ∀x ∈ [0, S] 是其子列的级数和。

(2) 确定关于 {un}n∈N 的充要条件，使得 ∀x ∈ [0, S] ，上述子列均唯一存在。
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1.8 关于数 e

题目: (1) 证明 e 是无理数。

(2) 证明向量组 (1, e, e2) 在 Q 上线性无关。

1.9 π 的无理性

题目: 对任意实系数多项式 f ∈ R[X]，定义 F =
∑
k⩾0

(−1)kf (2k)。

(1) 计算
∫ π
0
f(t) sin t dt 与 F (0) 和 F (π) 的关系。

(2) 假设 π = a
b
其中 a, b 为正整数，定义 fn(x) =

xn(a−bx)n
n!

，画出 fn 在 [0, π] 上的图
像。

(3) 证明
∫ π
0
fn(t) sin t dt 为整数，并由此推导 π 的无理性。

1.10 arccos(1/3)
π 的无理性

题目: 证明：

α =
arccos(1/3)

π
/∈ Q

(1) 计算 eiαπ 。

(2) 证明 α ∈ Q 当且仅当存在正整数 n 使得 (1 + 2i
√
2)n = 3n 。

(3) 证明 (1 + 2i
√
2)n = an + ibn

√
2 ，其中 an 和 bn 是满足 an − bn 6≡ 0 (mod 3) 的整

数。得出结论。

1.11 刘维尔数

题目: (1) 设 P ∈ Z[X] 为次数 m ≥ 1 的多项式，x 为其实根。证明存在常数 K > 0，
使得对任意满足 P (

a

b
) 6= 0 且属于区间 [x− 1, x+ 1] 的有理数

a

b
，均有：

∣∣∣x− a

b

∣∣∣ ⩾ K

|b|m
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(2) 设 (un) ∈ [0, 9]N 为从某项起严格正的序列，定义刘维尔数：

x =
+∞∑
n=0

un
10n!

令 sn =
n∑
k=0

uk
10k!
，证明对任意 n 有 |x− sn| ≤

1

10nn!
，并推出 x 在 Q 上超越。

1.12 Pisot 数

题目: (1) 设 A 是 NN 的子集，且存在映射 n0 : A→ N，使得对任意 (u, v) ∈ A2 有：

(∀k ≤ max(n0(u), n0(v)), uk = vk) ⇐⇒ u = v

证明：A 至多为可数集。

(2) 设

S =

{
t > 1

∣∣∣∣ ∃α > 0, lim
n→+∞

d(αtn,Z) = 0

}
,

对 t ∈ S 取整数数列 an 满足 |αtn− an| ≤ 1
2
（∀n ∈ N）。证明：an+2 −

a2n+1

an
趋于 0，

并证明 S 至多为可数集。

(3) 设 t > 1 是某个首一整系数多项式 P ∈ Z[X] 的根，且 P 的所有其他复根模长均
严格小于 1（称此类实数 t 为 Pisot 数）。证明：t ∈ S。

1.13 加法群

题目: 给定集合 G 和 G 上的二元运算 +，如果 G 满足以下条件，就说它是关于运算 +

的群，记为 (G,+)：

1. 满足结合律：∀a, b, c ∈ G，a+ (b+ c) = (a+ b) + c；
2. 存在零元素：∃n ∈ G，使得 ∀a ∈ G，a+ n = n+ a = a；
3. 存在逆元素：∀a ∈ G，都有 b ∈ G 使得 a+ b = b+ a = n。

(1) 证明：零元素是唯一的（通常记为 0）。任何元素 a 的逆元素也是唯一的（通常记
为 −a）。

(2) 证明：Z、Q、R 是关于数的加法 + 的群，而 N 不是关于数的加法的群。

(3) 如果群 (G,+) 中 G 的子集 H 也是关于 + 的群，就说 H 是 G 的子群。证明：G
的非空子集 H 只要满足：∀a, b ∈ H，a− b ∈ H，就是 G 的子群。
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(4) 如果 (G,+)满足交换律：∀a, b ∈ G，a+ b = b+ a，就说 G是交换群。如果 (G,+)

中所有元素都可以通过某个元素不断加减自身得到，就说它是循环群（这个元素
称为群的生成元）。证明：非平凡的循环群（指不仅有零元素）的生成元只有一对，
互为逆元素。

(5) 证明：循环群是交换群。举一个反例说明交换群不一定是循环群。

1.14 实数的加法子群

题目: 设 G 是 (R,+) 的一个非平凡加法子群（即 G 6= {0}）。

(1) 证明：G 要么在 R 中稠密，要么形如 aZ，其中 a > 0。

(2) 设 α 和 β 为非零实数。讨论它们生成的加法子群的性质。

(3) 设 β /∈ Q。证明 Nβ + Z 在 R 中稠密。

(4) 设 θ /∈ 2πQ。证明集合 {einθ | n ∈ N} 在复平面单位圆 S1 上稠密。并求出序列
(sinn)n⩾0 的聚点集。

1.15 一个不等式

题目: 证明：在 13个不同实数中，总可以选择两个，记为 x和 y，使得 0 < x−y
1+xy

< 2−
√
3。

1.16 重排不等式

题目: 设 x1 ⩾ x2 ⩾ · · · ⩾ xn 和 y1 ⩾ y2 ⩾ · · · ⩾ yn 为实数。设 (z1, . . . , zn)是 (y1, . . . , yn)

的一个排列。证明：
n∑
i=1

(xi − yi)
2 ⩽

n∑
i=1

(xi − zi)
2.

1.17 切比雪夫不等式

题目: (1) 设 (x1, . . . , xn) 和 (y1, . . . , yn) 为两个单调实数序列。比较(
1

n

n∑
k=1

xk

)
×

(
1

n

n∑
k=1

yk

)
与

1

n

n∑
k=1

xkyk



12 第一章 实数和复数

的大小。

(2) 设 f 和 g 为在区间 [a, b] 上单调且分段连续的两个函数。比较
∫ b
a
f ×

∫ b
a
g 与

(b− a)
∫ b
a
fg 的大小。

1.18 复数中的不等式之一

题目: 设 n ∈ N∗ 且 (z1, . . . , zn) ∈ Cn。证明存在子集 I ⊂ [[1, n]] 使得∣∣∣∣∣∑
k∈I

zk

∣∣∣∣∣ ⩾ 1

π

n∑
k=1

|zk|.

提示：对 θ ∈ R，定义：

Sθ =
{
j ∈ [[1, n]] | θ − π

2
⩽ arg zj ⩽ θ +

π

2

}
,

以及函数

f(θ) =

∣∣∣∣∣∑
k∈Sθ

zk

∣∣∣∣∣ .
寻找 f 的一个下界，并在 [0, 2π] 上积分。

1.19 复数中的不等式之二

题目: 设 n ∈ N∗ 且 z1, . . . , zn 为非零复数，记 1 ≤ k ≤ n 时，ρk 为其模，θk 为其辐角。
记 In 为从 [[1, n]] 到 {−1, 1} 的所有函数的集合。

(1) 证明

max
ε∈In

∣∣∣ n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣ = sup
θ∈R

n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)|.

(2) 证明
n∑
k=1

|zk| ⩽
π

2
max
ε∈In

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ .
(3) 证明 π

2
是使得上述不等式对所有 n 和所有非零复数 n-元组 (z1, . . . , zn) 成立的最

小的正常数。
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1.20 一个围堵引理

题目: 设 z1, z2, . . . , zn 为模不超过 1 的复数。

(1) 证明存在一个 n 元组 (ε1, . . . , εn) ∈ {1,−1}n 使得对所有 p ∈ [[1, n]]，有 |ε1z1 +
· · ·+ εpzp| ⩽

√
3。

(2) 设 (zn)n≥0 为趋于 0 的复数序列。证明存在一个通项属于 {1,−1} 的序列 (εn)n⩾0 ，
使得级数

∑
εnzn 收敛。

1.21 Shapiro 函数方程

题目: (1) 确定复数集 C 的非空有限子集 A，使得 A 在函数 f : z 7→ z2 + z + 1 和
g : z 7→ z2 − z + 1 下稳定。

(2) 由此推导出集合 {P ∈ R[X] | P (X2 +X + 1) = P (X)P (X + 1)}。

1.22 保持单位圆盘不变的分式线性变换

题目: 确定复平面上保持单位闭圆盘 D0 = {z | |z| ⩽ 1}不变的分式线性变换 f 的群（即
满足 f(D0) = D0），其中 D0 是以 0 为中心、半径为 1 的闭圆盘。

1.23 多边形序列

题目: 设 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θn < 2π ，a, b 为非负实数，a+ b = 1。定义 θ
(0)
j = θj。对于正

整数 k，当 1 ≤ j < n 时 θ
(k+1)
j = aθ

(k)
j + bθ

(k)
j+1，当 j = n 时 θ

(k+1)
n = aθ

(k)
n + b(θ

(k)
1 +2π)。

研究当 k 趋于正无穷时 θ
(k)
j+1 − θ

(k)
j 的极限。

1.24 Lebesgue 外测度

题目: 设 E ⊂ R。对于任意覆盖 E 且至多可数的开区间族 F =
(
(ai, bi)

)
i∈I ，定义

ℓ(F ) =
∑

i∈I(bi − ai) ∈ R ∪ {+∞}。则 E 的 Lebesgue 外测度定义为

µ(E) = inf
F
ℓ(F ),
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其中下确界取遍所有覆盖 E 的至多可数开区间族。

(1) 区间的外测度是多少？

(2) 证明可数个外测度为零的集合的并集的外测度仍为零。

(3) Q 的外测度是多少？

1.25 区间的有限覆盖

题目: 假设对每个实数 x 给定一个以 x 为中心的开区间 I(x)，其长度记为 µ(I(x))，且
不超过固定常数 c > 0。设 a < b 是两个实数。证明存在有限个实数 x1, . . . , xn，使得

(i) [a, b] ⊂
⋃n
i=1 I(xi) 且

(ii)
∑n

i=1 µ(I(xi)) ⩽ 2(b− a) + c。

1.26 无理数在子集中的稠密性

题目: 设 M 是 R∗
+ 的一个有上界子集，包含至少两个元素，且对任意 (a, b) ∈ M2，有

√
ab ∈M。证明 M ∩ (R \Q) 在区间 [infM, supM ] 上稠密。

1.27 闭映射

题目: 设 P ∈ C[X] 是一个非常数多项式。证明：多项式 P 将复平面 C 中的闭集映射
为闭集。

1.28 [0, 1] 的可数划分

题目: (1) 证明实数轴上的非空开集可以唯一表示为至多可数个两两不相交的非空开
区间的并集。

(2) 证明闭区间 [0, 1] 不能表示为可数无穷个两两不相交的非空闭集的并集（非常难）。



附录 A 实数和复数解答

1.1 实数的正规十进制展开式

▶ 解答: 这里陈述的十进制情形实际上对任意基数 b ≥ 2都成立。我们将处理一般情形。
记 T 为所有取值于 {0, 1, . . . , b − 1} 且不会从某项起一路全为 b − 1 的数列 (an)n≥1 的
集合。设 x 是区间 [0, 1] 中的实数（我们限制在这个区间，因为任何实数都是一个整数
（其整数部分）和一个 [0, 1] 中实数的和）。让我们来证明：区间 [0, 1] 中的每个实数 x 都
能唯一地表示为

x =
+∞∑
n=1

an
bn

其中 (an)n≥1 是一个取值于 {0, 1, . . . , b− 1} 且不最终恒为 b− 1 的数列。

分析：设 (an)n⩾1 ∈ T 满足问题条件：

x =
+∞∑
n=1

an
bn

=
a1
b
+
a2
b2

+ · · ·+ an
bn

+ . . .

我们知道，在十进制中如何得到小数点后第一位 a1：只需乘以 b，这会使小数点右
移一位，然后取整数部分。事实上，将上式两边乘以 b 得：

bx = a1 +
+∞∑
n=2

an
bn−1

= a1 +
+∞∑
n=1

an+1

bn

出现的和是一个属于 [0, 1) 的实数，因为：

0 ⩽
+∞∑
n=1

an+1

bn
<

+∞∑
n=1

b− 1

bn
=
b− 1

b
· 1

1− 1
b

= 1

第二个不等式是严格的，因为存在至少一个整数 n > 1 使得 an < b − 1。因此必然有
a1 = bbxc。于是我们有：

bx− a1 =
+∞∑
n=1

an+1

bn

15
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通过同样的推理，a2 = bbx− a1c。更一般地，如果已知到第 p− 1 项的 ak（p ⩾ 2），我
们有：

bpx = a1b
p−1 + a2b

p−2 + · · ·+ ap−1b+ ap +
+∞∑

n=p+1

an
bn−p

即：

ap = bpx− a1b
p−1 − a2b

p−2 − · · · − ap−1b−
+∞∑
n=1

an+p
bn

因此：

ap = bxbp − a1b
p−1 − a2b

p−2 − · · · − ap−1bc

如果存在，数列 (an) 是唯一确定的。

综合：前面的分析给出了通过递归定义整数 ap 的算法。现在需要验证这个数列确
实满足要求。考虑由 a1 = bxbc 和对所有 p ≥ 2 定义的：

ap = bxbp − a1b
p−1 − a2b

p−2 − · · · − ap−1bc

确定的数列 (ap)p≥1。我们将依次证明：

• x =
∑+∞

n=1
an
bn
；

• 对所有 p ⩾ 1，有 0 ⩽ ap ⩽ b− 1；
• 数列 (ap) 有无穷多个数不等于 b− 1。

对 p ≥ 2，根据整数部分的定义有：

ap ⩽ xbp − a1b
p−1 − a2b

p−2 − · · · − ap−1b < ap + 1

两边除以 bp 得：
ap
bp

⩽ x−
p−1∑
n=1

an
bn

<
ap + 1

bp

即：

0 ⩽ x−
p∑

n=1

an
bn

<
1

bp
(∗)

由于 limp→+∞
1
bp

= 0，可得 x =
∑+∞

n=1
an
bn
。

由于 x ∈ [0, 1]，有 xb ∈ [0, b]，故 0 ≤ a1 ≤ b− 1。设 p ≥ 2。根据 (*) 式对 p− 1 的
情形有：

0 ⩽ x−
p−1∑
n=1

an
bn

<
1

bp−1
且 0 ⩽ xbp −

p−1∑
n=1

anb
p−n < b

两边乘以 bp 后。由于 ap 是 xbp −
∑p−1

n=1 anb
p−n 的整数部分，故有 0 ⩽ ap ⩽ b− 1。
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反证：假设存在 N ≥ 3 使得对所有 n ≥ N 有 an = b− 1。则有：

x =
+∞∑
n=1

an
bn

=
N−1∑
n=1

an
bn

+
+∞∑
n=N

b− 1

bn
=

N−1∑
n=1

an
bn

+
1

bN
· b− 1

1− 1/b
=

N−1∑
n=1

an
bn

+
1

bN−1

因此 x−
∑N−1

n=1
an
bn

= 1
bN−1，这与 p = N − 1 时的不等式 (*) 矛盾。

结论：对任意 x ∈ [0, 1]，存在唯一的数列 (an)n≥1 ∈ T 使得

x =
+∞∑
n=1

an
bn

我们记作 x = 0.a1a2...an...，称为 x 的 b 进制正规展开式。当 b = 10 时称为十进制展开
式，b = 2 时称为二进制展开式，b = 3 时称为三进制展开式。对于任意正实数，将其整
数部分（以 b 为基展开）放在小数点左边。对于负实数，在其绝对值的展开式前加负号。

我们自然会问：如果允许从某位其一路全为 9（一般情形为 b− 1）的数列，会发生
什么事？简单的计算表明，0, a1a2...ap9999...（其中 ap < 9）实际上等于 0.a1...ap−1a

′
p（其

中 a′p = ap + 1，例如 0.9999 . . . 等于 1）。而后者是实际存在的十进制有限小数，即形如
a

10k
（a ∈ Z）的有理数。这说明任何非零的十进制有限小数恰好有两个展开式：其正规

展开式（有限展开式）和唯一一个从某位起一路全为 9 的非正规无限展开式。对任意 b

进位制的情形，形如 a
bk
的有理数（它们也有两个展开式）有时被称为 b-进有理数。

◀

1.2 有理数的刻画

▶解答: 我们将对任意整数 b ⩾ 2的进位制证明该结论。记 T为所有取值于 {0, 1, . . . , b−
1} 且不会从某项起一路全为 b − 1 的数列 (an)n≥1 的集合。我们已知存在唯一的序列
(an)n≥1 ∈ T 使得

x =
+∞∑
n=1

an
bn

= 0.a1a2a3 . . .

(1) 假设展开式从某一位起循环：存在 N ≥ 1 和 d ≥ 1 使得对任意 n > N，有
an+d = an。可写作

x = 0.a1a2 . . . aN aN+1 . . . aN+d︸ ︷︷ ︸
周期

aN+1 . . . aN+d︸ ︷︷ ︸
周期

. . .

将级数按循环周期分组求和，记 aN+1aN+2 . . . aN+d 表示整数 aN+d + aN+d−1b +

· · ·+ aN+1b
d−1（即该整数的 b 进制表示）。则有

x =
a1 . . . aN
bN

+
+∞∑
k=1

aN+1aN+2 . . . aN+d

bN+kd
.
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几何级数
∑+∞

k=1
1
bkd
的和为 1

bd−1
，从而

x =
a1 . . . aN
bN

+
aN+1aN+2 . . . aN+d

bN(bd − 1)
,

显然为有理数。例如在十进制中，展开式为 0.45123123123 . . . 的循环小数可以写
为有理数：456

102
+ 123

102·999。

(2) 反过来设 x 为有理数且非零（x = 0 的情形显然成立）。设 x = p
q
，其中 p, q ∈ N∗

且互素。应用前一题的算法：将 x 表示为十进制时，每次乘以 b 并取整数部分作
为下一位小数。例如 9

14
的展开过程：

9

14
= 0.6 428571︸ ︷︷ ︸

周期

428571 . . .

一般情形下，分子始终在 1 到 q − 1 之间，必然出现循环。设 a1 为 bp
q
的整数部

分，即 bp 除以 q 的商。第二位小数由余数 r 继续计算 r
q
，余数范围有限，这就导

致序列出现循环周期。

该结果由 Wallis 于 1693 年证明。关于周期长度的确定，补充以下事实：若 x 为
b-进分数（如十进制中分母为 10N），展开式将有限；若 x 的分母 q 与 b 互素，则最小
周期 d 满足 bd ≡ 1 (mod q)。例如 b = 10, q = 7 时，3̄ 在 (Z/7Z)∗ 中阶为 6，故 p

7
的周

期均为 6。若 q 与 b 不互素，可分解为 p′

bN q′
（其中 gcd(b, q′) = 1），例如：

39

280
=

39

23 · 5 · 7
=

39 · 25
103 · 7

=
975

103 · 7
=

139

103
+

2

103 · 7
.

其中 139
103
给出小数点后前三位数字，而 2

103·7 的展开从第四位开始周期性。进一步地，由
于 2

7
= 0.285714，有

x =
139

103
+

285714

103 · (106 − 1)
= 0.139285714285714 . . .

因此小数展开为 0.139285714285714 . . .，从第四位起以长度为 6 的周期循环。

综上，任何有理数的规范 b-进制展开要么有限，要么从某位起周期性；反之，任何
从某位起周期性的 b-进制展开对应的数均为有理数。 ◀
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1.3 实数集的不可数性

▶ 解答: (1) 将 f(n)（n ≥ 1）的十进制展开纵向排列如下：

f(1) = 0.u1 . . .

f(2) = 0.u1 u2 . . .

f(3) = 0.u1u2 u3 . . .

... =
...

f(k) = 0.u1u2 . . . . . . uk . . .
... =

...

实数 y = 0.v1v2 . . . vn . . .通过其正规十进制展开被良好定义，因为对所有 k，vk 6= 9

（参见习题 1.1），这说明它是 y 的规范展开。

(2) 根据正规十进制展开的唯一性，对任意整数 k，y 6= f(k)，因为 y 的第 k 位小数
为 vk，而 vk 6= uk。因此 y 在 f 下没有原像。

(3) 以上讨论表明，f 必然不是满射，即不存在从 N 到 [0, 1] 的满射，从而更不存在到
R 的满射。结论是 R 不可数。

◀

1.4 实数集到自然数幂集的单射

▶ 解答: 首先观察到，若映射 ψ : R → P(N) 满足

1. ψ(x) 对任意 x 都是无限集，且
2. 当 x 6= y 时 ψ(x) ∩ ψ(y) 是有限集，

则 ψ 必然是单射。我们只需找到符合这两个条件的映射 ψ。

为了定义 ψ，我们使用十进制展开，其思想是将实数 x 的小数部分转换为自然数序
列。例如，对 π = 3.1415926 . . .，我们希望对应集合 {1, 14, 141, 1415, 14159, . . .}。显然，
具有相同小数部分的两个实数会生成相同集合。因此我们限制在区间 [0, 1] 上定义该映
射，这不会造成问题，因为 [0, 1] 与 R 等势（存在显式双射）。

对任意 x ∈ [0, 1]，我们定义子集 ψ(x) = {b10nxc | n ≥ 1}。由于序列 (b10nxc)n≥1

趋向于无穷，ψ(x) 是 N 的无限子集。然而，存在一个问题：第二个条件不成立。例如，
若 x = 0.0a1a2 . . . ∈ (0, 1)，则实数 x/10 = 0.00a1a2 . . . 与 x 具有相同的 ψ 像。为了避
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免此问题，我们限制定义域为 [0.1, 1]（仍与 R 等势），因为该区间内所有实数的小数点
后第一位数字均非零。

将 ψ 限制在 [0.1, 1] 上时，根据十进制展开的唯一性（见习题 1.1），第二个条件成
立。具体而言，若 x ∈ [0.1, 1]，对任意 n ≥ 1，b10nxc是 ψ(x)中唯一能用 n位十进制数
字表示的整数。设 x, y ∈ [0.1, 1]满足 ψ(x)∩ψ(y)无限，则存在严格递增函数 φ : N → N∗

使得对所有 n 有 b10φ(n)xc = b10φ(n)yc。由此可得

x = lim
n→+∞

b10φ(n)xc
10φ(n)

= lim
n→+∞

b10φ(n)yc
10φ(n)

= y.

因此，上述构造的 ψ 满足题目要求。

进一步观察可知，若 ψ(x)∩ ψ(y) 无限，则必有 ψ(x) = ψ(y)。事实上，若存在某个
n 使得 b10nxc = b10nyc，则对任意 p ≤ n 有 b10pxc = b10pyc，因为 b10pxc 可通过保留
b10nxc 的前 p 位数字得到。 ◀

1.5 级数求和

▶ 解答: (1) 解法一：首先注意到该级数实际上是一个有限和。这是因为当 n → +∞
时， x

2n+1 → 0，所以 x
2n+1 +

1
2
→ 1

2
。由于该值严格小于 1 且大于 0，当 n 足够大

时，有：

0 <
x

2n+1
+

1

2
< 1,

从而 E
(

x
2n+1 +

1
2

)
= 0。因此，级数中只有有限项非零。

接下来，我们考虑 x 的正规二进制展开（即不以无限多个 1 结尾的展开）：

x = ap2
p + ap−12

p−1 + · · ·+ a1 · 2 + a0 +
+∞∑
i=1

a−i
2i
,

其中每个 ai ∈ {0, 1}，且 ap = 1（即 p = blog2 xc 是满足 2p ≤ x < 2p+1 的整数）。
因此 x ∈ [2p, 2p+1)。

我们分析通项 E
(

x
2k+1 +

1
2

)
，其中 k ≥ 0。将 x 除以 2k+1，得到：

x

2k+1
=

i=p∑
−∞

ai2
i−k−1.

将其按整数部分和小数部分拆分。注意到：

• 当 i > k 时，2i−k−1 ⩾ 1，对应整数部分；
• 当 i ⩽ k 时，0 < 2i−k−1 < 1，对应小数部分。
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因此：

x

2k+1
=

整数部分︷ ︸︸ ︷
p∑

i=k+1

ai2
i−k−1 +

小数部分︷ ︸︸ ︷
i=k∑
−∞

ai2
i−k−1 .

特别地，小数部分为：

ak
2

+
ak−1

22
+ · · ·+ a0

2k+1
+

+∞∑
i=1

a−i
2i+k+1

.

由于所有 ai ∈ {0, 1}，该小数部分严格小于：

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · = 1.

更精确地，其最大值在 ak = ak−1 = · · · = 1 时趋近于 1，但由于是正规展开（不以
无限个 1 结尾），小数部分严格小于 1。

现在考虑：

x

2k+1
+

1

2
=

(
p∑

i=k+1

ai2
i−k−1

)
+
(ak
2

+
ak−1

22
+ · · ·

)
+

1

2
.

于是原本的小数部分添上 1
2
之后变为：

ak + 1

2
+
ak−1

22
+ · · ·

它介于 [0.5, 1.5) 之间。如果 ak = 0，则上式小于 1，

E
(

x

2k+1
+

1

2

)
=

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1.

如果 ak = 1，则上式介于 [1, 1.5) 之间。于是

E
(

x

2k+1
+

1

2

)
=

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1 + 1.

综上，无论 ak 为何值，都有：

E
(

x

2k+1
+

1

2

)
=

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1 + ak.

注意：当 k = p时，求和
∑p

i=p+1 为空，即为 0，因此上式退化为 ap，与上述一致。

现在计算总和：

+∞∑
k=0

E
(

x

2k+1
+

1

2

)
=

p∑
k=0

(
p∑

i=k+1

ai2
i−k−1 + ak

)
=

p∑
k=0

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1 +

p∑
k=0

ak.
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因为当 k > p 时，左边级数的项为 0。

其中的双重求和可以重新整理。交换求和顺序。固定 i（从 1 到 p），k 满足
0 ≤ k ≤ i− 1，因此：

p∑
k=0

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1 =

p∑
i=1

ai

i−1∑
k=0

2i−k−1 =

p∑
i=1

ai

i−1∑
k=0

2k =

p∑
i=1

ai
(
2i − 1

)
.

因此：
p∑

k=0

p∑
i=k+1

ai2
i−k−1 +

p∑
k=0

ak =

p∑
i=1

ai
(
2i − 1

)
+

p∑
k=0

ak =

p∑
k=0

ak2
k.

这正是 x 的整数部分，即 E(x)。

因此：
+∞∑
n=0

E
(

x

2n+1
+

1

2

)
= E(x).

(2) 解法二：这个解法建立在已经知道结果的前提上，只验证为何结果是 E(x)。设
f(x) =

∑+∞
n=0 E

(
x

2n+1 +
1
2

)
，利用恒等式：

f(2x) = f(x) + E
(
x+

1

2

)
, E(x) + E

(
x+

1

2

)
= E(2x).

若 f(x) = E(x) 对 x > 0 成立，则 f(2x) = E(2x)。于是只要验证 x ∈ [0, 1] 时
f(x) = 0 即可。而后者显然。

(3) 解法三（组合数学法）：首先证明 E
(

x
2k+1 +

1
2

)
恰好表示区间 [1, x]内形如 2k(2m−1)

的整数个数。事实上：

1 ⩽ 2k(2m− 1) ⩽ x⇐⇒ 1 + 2k ⩽ 2k+1m ⩽ x+ 2k ⇐⇒ 1 + 2k

2k+1
⩽ m ⩽ x

2k+1
+

1

2
.

由于 0 <
1

2
<

1 + 2k

2k+1
⩽ 1，可得整数 m 大于等于 1：

1 ⩽ 2k(2m− 1) ⩽ x⇐⇒ 1 ⩽ m ⩽ E
(

x

2k+1
+

1

2

)
.

因映射 m 7→ 2k(2m − 1) 是单射，故结论成立：E
(

x
2k+1 +

1
2

)
恰好是区间 [1, x] 内

形如 2k(2m− 1) 的整数个数。

另一方面，对任意 n ∈ N 且 1 ⩽ m ⩽ x，存在唯一 (k,m) 使得 n = 2k(2m − 1)。
因此可以按 k 对区间 [1, x]内的整数进行划分，得到 [1, x]内的整数的分划。于是：

+∞∑
k=0

E
(

x

2k+1
+

1

2

)
= E(x),

因为 E(x) 恰为区间 [1, x] 内的整数个数。

◀
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1.6 Engel 级数展开

▶ 解答: (1) 记 S 为所有满足 un ∈ N \ {0, 1} 的递增序列 {un}n∈N 构成的集合。对任
意 k ≥ 0，有 1

u0u1...uk
≤ 1

2k+1。由于几何级数
∑

1
2k+1 收敛，由正项级数比较判别法

可知

ψ(u) =
+∞∑
k=0

1

u0u1 . . . uk

收敛。显然该级数严格正且被
∑+∞

k=0
1

2k+1 = 1上界限制。题目要求证明 ψ : S → [0, 1]

是双射。

设 x ∈ [0, 1]，若存在 u ∈ S 使得 ψ(u) = x，则两边乘以 u0 得

xu0 = 1 +
+∞∑
k=1

1

u1 . . . uk
≤ 1 +

+∞∑
k=0

1

u0u1 . . . uk
= 1 + x

最后一个不等式由序列递增性保证。由此得 0 < xu0 − 1 ≤ x，进而 u0 =
⌊
1
x

⌋
+ 1。

定义

x1 = xu0 − 1 =
+∞∑
k=1

1

u1 . . . uk

则 x1 = ψ((un+1)n⩾0)。同理对 x1 应用相同推理得 u1 =
⌊

1
x1

⌋
+ 1。归纳可知序列

{un}n∈N 必由

x0 = x, un =

⌊
1

xn

⌋
+ 1, xn+1 = unxn − 1

唯一确定。因此 x 至多有一个原像。

反过来，上述递推关系定义了序列 (xn)n⩾0 和 {un}n∈N。用归纳法验证 xn ∈ [0, 1]：
当 n = 0 时成立；若 xn > 0，由取整函数定义 1

xn
< un ≤ 1

xn
+ 1，故

0 < xn+1 = unxn − 1 ≤ xn ≤ 1

由此得证。进一步观察到序列 (xn) 递减，且 un =
⌊

1
xn

⌋
+ 1 递增，u0 ≥ 2，故

(un) ∈ S。最后验证 ψ(u) = x：

x = x0 =
1

u0
+
x1
u0

=
1

u0
+

1

u0u1
+

x2
u0u1

= · · · =
n∑
k=0

1

u0 . . . uk
+

xn+1

u0 . . . un

由于 uk ≥ 2，余项 xn+1

u0...un
≤ 1

2n+1 → 0，故 ψ(u) = x。因此 ψ 是双射。

(2) 若 Engel 展开在 N 后驻定，则

x =
1

u0
+ · · ·+ 1

u0 . . . uN−1

(
+∞∑
k=0

1

ukN

)
=

1

u0
+ · · ·+ 1

u0 . . . uN−1

· uN
uN − 1

∈ Q
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反之，设 x = p
q
∈ Q（p ≤ q，且互素）。令 x0 =

p
q
，递推定义 xn+1 = unxn− 1。由

辗转相除法记 q = αp+ r（0 ≤ r < p）得 u0 = α + 1，且

x1 = (α + 1)
p

q
− 1 =

p− r

q

归纳可知 xn 分母恒为 q，而分子从 p 开始递减。而分子总大于 0，因此严格递减
至多发生 p − 1 次。因此，必然在若干步之后，xn 的分子再也不严格减少，从而
驻定。故 (xn) 和 (un) 均最终驻定。

◀

1.7 正实数作为级数的表示

▶ 解答: (1) 首先分析必要条件。如果 ∀x ∈ [0, S] 总是 {un}n∈N 子列的级数和，我们
来研究 {un}n∈N 需要满足什么条件。

由于 {un}n∈N 递减且有下界 0，必收敛于某 ℓ ⩾ 0。若 ℓ > 0，则任何子序列的和
都发散至 +∞，故必须有 lim

n→+∞
un = 0。

此外，∀n ∈ N，un ∈ [0, S]，因此它可以写成 un =
+∞∑
k=0

uφ(k)。显然 un 不在这个

子列中。而 m < n 时，um > un =
+∞∑
k=0

uφ(k)，故 um 也不可能在子列中。这说明

φ(N) ⊂ [n+ 1,+∞)。由此可得：

un =
∑
k∈φ(N)

uk ⩽
+∞∑

k=n+1

uk.

因此必要条件为：

1. lim
n→+∞

un = 0，

2. ∀n ∈ N，un ≤
+∞∑

k=n+1

uk。

接下来证明以上条件充分。对任意 α ∈ [0, S]，构造子列 φ 使得
n∑
k=0

uφ(k) < α，每

次都选择可能取到的最大项（下标最小的项）：

1. 正项数列 {un}n∈N 趋于 0，因此对任意正数 r，总有 n 使得从第 n 项起，
un < r。

2. 取 φ(0) 为满足 uj < α 的最小下标 j。
3. 若 φ(0), . . . , φ(n) 满足

∑n
k=0 uφ(k) < α，则取 φ(n + 1) 为使得 j > φ(n) 且

uj < α−
∑n

k=0 uφ(k) 的最小下标。
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由此构造的级数收敛且
+∞∑
k=0

uφ(k) ≤ α。下面证明两者相等。

由于我们每次都选择可能取到的最大项，所以，如果 φ(n+1) > φ(n)+ 1，就说明
φ(n+ 1) 之前一项 uφ(n+1)−1 被我们“抛弃”了。“抛弃”的原因是：

uφ(n+1)−1 +
n∑
k=0

uφ(k) ⩾ α,

这时候被抛弃的项满足：

uφ(n+1)−1 ⩾ α−
n∑
k=0

uφ(k) > α−
+∞∑
k=0

uφ(k) ⩾ 0.

这个不等关系说明，每个被“抛弃”的项都是子列 φ 级数和与 α 之差的上界。

若存在无穷多 n使得 φ(n+1) > φ(n)+1，则我们可以用这无穷多个被“抛弃”的
项构造 {un} 的子列。它的每个元素都是子列 φ 级数和与 α 之差的上界，而作为
{un} 的子列它趋于 0。因此

∑
uφ(k) = α。

若这样的 n 有限，设其中最大的为 n0，则按定义：

∀m > n0,

n0∑
i=0

uφ(i) + uφ(n0+1)−1 ⩾ α >
m∑
i=0

uφ(i),

即：

∀m > n0, uφ(n0+1)−1 >
m∑

i=n0+1

uφ(i).

令 m 趋于无穷即得：

uφ(n0+1)−1 ⩾
+∞∑

i=n0+1

uφ(i).

但按照 n0 的定义，从第 n0 项起相邻项在 {un}n∈N 里的下标也相邻，不再有被“抛
弃”的项了。因此

uφ(n0+1)−1 ⩾
+∞∑

i=n0+1

uφ(i) =
+∞∑

i=φ(n0+1)

ui.

根据我们前面总结的第二个条件，另一个方向的不等号也成立，因此两边相等：

uφ(n0+1)−1 =
+∞∑

i=φ(n0+1)

ui =
+∞∑

i=n0+1

uφ(i).

于是
+∞∑
i=0

uφ(i) ⩽ α ⩽
n0∑
i=0

uφ(i) + uφ(n0+1)−1 =

n0∑
i=0

uφ(i) +
+∞∑

i=n0+1

uφ(i) =
+∞∑
i=0

uφ(i).

这就证明子列级数和等于 α：
+∞∑
i=0

uφ(i) = α.
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(2) 我们来证明：子列唯一当且仅当 ∀n, un =
+∞∑

k=n+1

uk（这说明级数收敛，un → 0）。

必要性：反设存在 n0 使得 un0 <
∑+∞

k=n0+1 uk，则对 α ∈
(
un0 ,

∑+∞
k=n0+1 uk

)
，存在

两种不同子列表示：一种用 n0 之后的项构成子列，级数和为 α；另一种用 n0 之
后的项构成子列，级数和为 α − un0，再把 un0 添进去。前一种不含 un0，后一种
含 un0。

充分性：依条件，此时级数
∑
un 收敛。

∀n ∈ N, un =
+∞∑

k=n+1

uk = un+1 +
+∞∑

k=n+2

uk = un+1 + un+1 = 2un+1.

即 un =
u0
2n
，S = 2u0。因此子列唯一性等价于正规二进制展开的唯一性。

◀

1.8 关于数 e

▶ 解答: (1) 回忆 e 的定义为 e =
∑+∞

n=0
1
n!
。假设 e = p

q
其中 p, q ⩾ 1 且 gcd(p, q) = 1，

由此推导矛盾。此时有

q!p = qq!e =

q∑
k=0

qq!

k!
+ q

+∞∑
k=q+1

q!

k!
.

第一个求和项是自然数，q!p 同样是自然数。我们证明 εq = q
∑+∞

k=q+1
q!
k!
属于区间

(0, 1)，从而得到矛盾。显然 εq > 0 且

εq < q
+∞∑
h=1

1

(q + 1)h
=

q

q + 1
· 1

1− 1
q+1

= 1.

(2) 反设存在 α, β, γ ∈ Q 不全为零，使得 αe + βe2 + γ = 0。通过除以 e 并乘以适当
整数，可得存在不全为零的整数 a, b, c 使得 ae + be−1 = c。由于 e 是无理数，我
们还可以确定 a, b 都不为 0。不妨设 a ∈ Z+。

我们同样对 e和 e−1 做近似研究，以找出矛盾。对函数 f(x) = aex+ be−x 在 x = 0

处应用泰勒-拉格朗日公式可知，存在 αn ∈ (0, 1) 使得

c = ae+ be−1 =

近似部分︷ ︸︸ ︷
a

n∑
k=0

1

k!
+ b

n∑
k=0

(−1)k

k!
+

余部︷ ︸︸ ︷
aeαn + (−1)n+1be−αn

(n+ 1)!
.

两边乘以 n! 后，等式左边以及右边的近似部分变为整数，余部变为分母为 n + 1

的分式：

An =
aeαn + (−1)n+1be−αn

n+ 1
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于是 ∀n, An 必然是整数。但是，An 分子的大小有上界：∣∣aeαn + (−1)n+1be−αn
∣∣ ⩽ aeαn + |b|e−αn ⩽ 3a+ |b|.

因此，当 n ⩾ 3a+ |b|时，|An| < 1。根据 b的正负号，我们总可以通过设置 (−1)n+1

使得分子不为 0，于是此时 An 不再是整数，矛盾！

在大多数无理性或超越性证明中，反证法构造趋于零的正整数列是核心思想（见下
题）。使用 e−1 而非 e2 的原因在于：若令 f(x) = aex + be2x，其泰勒余项会含 2n+1 因
子，从而无上界。这表明该方法无法推广至证明 e 的超越性（任何关于 e 的有理多项式
都不为 0）。

数 π 也是超越数（林德曼定理，1882），其无理性最早由兰伯特（1761）通过正切
函数连分数展开式证明。 ◀

1.9 π 的无理性

▶ 解答: (1) 首先要注意到由于 f 是多项式，定义 F 的和是有限项，并非函数项无穷
级数。对积分进行两次分部积分得：∫ π

0

f(t) sin t dt = (f(π) + f(0))−
∫ π

0

f ′′(t) sin t dt.

重复此过程可得： ∫ π

0

f(t) sin t dt = F (π) + F (0).

(2) 函数 fn 在 0 和 π 处取零值，在区间 (0, π) 上严格为正，且其 n− 1 阶导数在 0 和
a
b
处等于 0。

(3) 根据第一问的结论，要证明 In =
∫ π
0
fn(t) sin t dt为整数，只需验证 fn 及其任意阶

导数在 0 和 π 处取整数值。考虑任意自然数 p。对于 x = 0，由于 0 是 fn 的 n 重
根，故 p < n 时，fn 的 p 阶导数为 0。p > n 时，利用函数乘积的导数公式可知：

f (p)
n (0) =

1

n!

p∑
k=0

(
p

k

)
(xn)(k)[(a− bx)n](p−k)

∣∣∣
x=0

.
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考察右边的 p+1 项，涉及到对 xn 的各阶导数。k < n 时，xn 的 k 阶导数在 0 处
等于 0，k > n 时，xnk 阶导数是零映射，因此恒等于 0。这说明，这 p + 1 项里
只有 k = n 的项需要继续考察：

f (p)
n (0) =

1

n!

(
p

n

)
(xn)(n)[(a− bx)n](p−n)(0) =

(
p

n

)
[(a− bx)n](p−n)(0).

这是一个整系数多项式的导数，因此也是整系数多项式。它在 0 处的值当然是整
数。同理可证 fn 在 π 处各阶导数为整数。这说明 In =

∫ π
0
fn(t) sin t dt 为整数。

由于 fn(t) sin t > 0在 [0, π]上成立，故 In为正整数。但根据不等式 x(a−bx) ≤ a2

4b
，

记 M =
a2

4b
，就有：

1 ≤ In ≤
∫ π

0

Mn

n!
dt = πMn

n!
−−−−→
n→+∞

0,

导致矛盾！故 π /∈ Q。

◀

1.10 arccos(1/3)
π 的无理性

▶ 解答: (1) 根据 α 的定义，有 cosαπ = 1
3
。由于 απ 属于区间 (0, π) ，其正弦值为

正数：

sinαπ =

√
1−

(
1

3

)2

=
2
√
2

3

因此：

eiαπ = cosαπ + i sinαπ =
1 + 2i

√
2

3

(2) 复数 eiαπ 是单位根当且仅当 α 为有理数。因此，α 为有理数当且仅当存在正整数
n 使得 einαπ = 1 ，即 (1 + 2i

√
2)n = 3n 。

(3) 所有形如 a+ ib
√
2（其中 a, b ∈ Z）的复数显然构成 C 的子环。对任意 n，存在整

数 an, bn 使得 (1 + 2i
√
2)n = an + ibn

√
2 。利用递推关系：

(1 + 2i
√
2)n+1 = (an + ibn

√
2)(1 + 2i

√
2)

= (an − 4bn) + i
√
2(bn + 2an)

可得递推公式： an+1 = an − 4bn

bn+1 = bn + 2an
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由此推出：
an+1 − bn+1 = −an − 5bn ≡ −(an − bn) (mod 3)

由于 a1 − b1 = 1 − 2 = −1 6≡ 0 (mod 3) ，通过归纳法可知对任意 n ≥ 1 有
an − bn 6≡ 0 (mod 3) 。因此不存在正整数 n 使得 (1 + 2i

√
2)n = 3n ，这证明 α 是

无理数。

注：可以证明 1
π
arccos 1√

n
是无理数当且仅当 n /∈ {1, 2, 4} 。首次构造超越数的是刘

维尔（1844 年），而后埃尔米特（1873 年）证明了 e 的超越性，林德曼（1882 年）证明
了 π 的超越性。 ◀

1.11 刘维尔数

▶ 解答: (1) 应用有限增量不等式：记 M > 0 为 P ′ 在 [x− 1, x+ 1] 上的上界，由：∣∣∣P (a
b

)∣∣∣ = ∣∣∣P (x)− P
(a
b

)∣∣∣ ≤M
∣∣∣x− a

b

∣∣∣
且 bmP

(
a
b

)
=
∑m

k=0 aka
kbm−k ∈ Z \ {0}，故

∣∣bmP (a
b

)∣∣ ≥ 1，取 K = 1
M
即得结论。

(2) 对任意 n ∈ N，有：

|x− sn| =
+∞∑

k=n+1

uk
10k!

≤ 9
+∞∑

k=n+1

1

10k!

利用 k! ≥ kn! 得 1
10k!

≤
(

1
10n!

)k，故：
|x− sn| ≤ 9

+∞∑
k=n+1

(
1

10n!

)k
=

9

10(n+1)n!(1− 1
10n! )

≤ 1

10nn!

假设 x 代数，则存在非零 P ∈ Z[X] 使得 P (x) = 0。由第一问存在 K > 0，当
n ≥ n0 时：

|x− sn| ≥
K

(10n!)m

结合上式得 (10n!)n−m ≤ 1
K
，矛盾。故 x 超越。

◀

1.12 Pisot 数

▶ 解答: (1) 对任意 p ∈ N，令 Ap 为 A 中满足 n0(u) ≤ p 的数列全体。映射 u 7→
(u0, u1, . . . , up) 是 Ap 到 Np+1 的单射（而 Np+1 可数），故 Ap 至多可数。由于
A =

⋃
p∈NAp 是可数个至多可数集的并集，故 A 至多可数。
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(2) 由 d(αtn,Z) → 0 可知，当 n 足够大时 an 唯一确定。根据假设 an = αtn + o(1)，
故有：

a2n+1

an
=
α2t2n+2 + o(tn)

αtn + o(1)
=
αtn+2 + o(1)

1 + o(t−n)
= αtn+2 + o(1)

因此 an+2 −
a2n+1

an
= o(1)。

定义映射 ψ : S → {(an)}，其中 t = limn→+∞
an+1

an
且 ψ 为单射。下面验证

ψ(S) 满足第 1 问条件：对 t ∈ S，取 ψ(t) = (an)，存在 n0(a) 使得当 n ≥
n0(a) 时

∣∣∣an+2 −
a2n+1

an

∣∣∣ < 1
2
。对另一序列 ψ(t′) = (bn)，若 ak = bk 对所有 k ≤

max(n0(a), n0(b)) = N 成立，则由三角不等式：

|aN+1 − bN+1| ≤
∣∣∣∣aN+1 −

a2N
aN−1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣bN+1 −
b2N
bN−1

∣∣∣∣ < 1

2
+

1

2
= 1

因 aN+1, bN+1 ∈ Z，故 aN+1 = bN+1，进而归纳得 a = b。由第 1 问结论，ψ(S) 至
多可数，故 S 至多可数。

(3) 设 z1, . . . , zp 为 P 的其他根，牛顿公式 Sn = tn + zn1 + · · · + znp ∈ Z（因 P 的初
等对称函数均为整数，且 Sn 可表为其整系数多项式）。由 |zk| < 1，znk → 0，故
d(tn,Z) → 0，即 t ∈ S。

例如黄金分割数 Φ = 1+
√
5

2
是 Pisot 数。由本题结论，Pisot 数集可数。1944 年

Raphael Salem 证明该集合为闭集。 ◀

1.13 加法群

▶ 解答: (1) 设群 (G,+) 有零元素 n,m，则根据定义：n = n+m = m。设 a ∈ G 有
逆元 b, c，则

b = b+ n = b+ (a+ c) = (b+ a) + c = n+ c = c.

此外，按定义 a+ (−a) = n = (−a) + a，所以 −a 的逆元素必定是 a。

(2) 分别验证满足群的定义条件即可。这里仅以 Z 为例。整数关于整数加法显然满足
结合律，它的零元素就是 0，而逆元素即每个数的相反数。

反证 N不是关于数的加法的群。反设 N是关于数的加法的群，那么显然只有 0能
作为零元素，但 N 中没有 1 的逆元素，矛盾。

(3) 分三步证明。

1. 零元素在 H 中：H 非空，所以 ∃a ∈ H，于是 0 = a− a ∈ H。
2. H 中元素总有逆元素：∀a ∈ H，−a = 0− a ∈ H。
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3. ∀a, b ∈ H，−b ∈ H，所以 a+ b = a− (−b) ∈ H。

这说明 H 是关于 + 的群，因此是 G 的子群。

(4) 设 (G,+) 是循环群，a, b 是它的生成元。那么 b 可由 a 不断加减得到。根据结合
律可以将形同 +a− a、−a+ a 的部分不断消去，最后必然只剩下三种情况：

1. b = a+ · · ·+ a，即由 n 个 a 相加而成，n 为正整数。
2. b = −a− · · · − a，即由 n 个 −a 相加而成，n 为正整数。
3. b = 0，这时群 G 是平凡的。

如果 b 6= 0 由若干个 a 或若干个 −a 相加而成，则反之亦然。设 b 由 n 个 a（或
−a）相加而成，a 又由 m 个 b（或 −b）相加而成，其中 m,n 是正整数，那么 a

由 mn 个 a（或 −a）相加而成。因此 mn = 1，这说明 m = n = 1，即 b = a 或
b = −a。

(5) 设 (G,+) 是循环群，按定义有 a ∈ G 使得 G 的所有元素 b 都能写成：

∃n ∈ Z, b =
n个a︷ ︸︸ ︷

a+ · · ·+ a, 或 b =

n个a︷ ︸︸ ︷
−a− · · · − a .

而 0 = a−a也在群中。我们通常把 b记作 b = na，把群 G记为 aZ。考虑 b, c ∈ G，
必有 n,m ∈ Z 使得 b = na，c = ma，于是，当 n,m ⩾ 0 时：

b+ c =

n个a︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a+

m个a︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a =

n+m个a︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a =

m个a︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a+

n个a︷ ︸︸ ︷
a+ · · ·+ a = c+ b.

n,m 的其他正负情形也可以类似证明。因此循环群 G 是交换群。这个结论的本质
是 Z 是交换群。

反例： (Q,+) 是交换群但非循环群。证明：反设 (Q,+) 是循环群，a 6= 0 是生成
元，那么 Q的生成元就是 a和 −a。然而 a

2
∈ Q无法通过 a不断加减得到，矛盾！

◀

1.14 实数的加法子群

▶ 解答: (1) 若 G 是循环群，即 G = aZ（a > 0），则 a 是 G 中最小的正元素。若
G 在 R 中稠密，则 G ∩ R∗

+ 没有最小元素，下确界为 0。因此，我们自然会考虑
G+ = G∩R∗

+ 的下确界。G+ 非空（G 非平凡表示存在非零 x ∈ G，故 x 和 −x 至
少有一个属于 G+）且有下界 0，因此必有下确界 a ⩾ 0。分两种情况讨论：

• a > 0，下面证明 a ∈ G。反设 a /∈ G。由于 a > 0，有 2a > a，2a 不是下确
界，故存在 x ∈ G+ 使得 a < x < 2a。同理存在 y ∈ G+ 使得 a < y < x，于
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是 a < y < x < 2a，故有 x− y ∈ G+。然而 0 < x− y < a，这与 a = infG+

矛盾。故 a ∈ G。
a ∈ G 说明 aZ ⊆ G。下面证明 G = aZ。设 x ∈ G，令 k =

⌊
x
a

⌋
∈ Z。则

x−ka ∈ G，且 0 ⩽ x−ka < a。但 a = minG+，故 x−ka = 0，即 x = ka ∈ aZ。
因此 G = aZ。

• a = 0。下面证明 G在 R中稠密，即任意非空开区间内有 G的元素。设 (c, d)

为开区间（c < d）。由 a = 0可知，∃ g ∈ G+ 使得 0 < g < d−c。记 c = kg+r，
其中 k 是整数，0 ⩽ r < g < d − c。于是 (k + 1)g = kg + g > kg + r = c 且
(k + 1)g <= kg + g < kg + d − c + r = d。于是 G 中元素 (k + 1)g 在 (c, d)

中。故 G 稠密。

(2) 考虑子群 G = αZ+ βZ 6= {0}。

若存在 a > 0 使得 G = aZ，则有整数 k, l 使得 α = ka，β = la，故 α
β
= k

l
∈ Q。

反之，若 α
β
∈ Q，设 α

β
= k

l
（k, l 互质）。则

αZ+ βZ = {iα + jβ |i, j ∈ Z } =

{
β

l
(ik + jl)

∣∣∣∣ i, j ∈ Z
}

下面证明：X = {ik+jl | i, j ∈ Z} = Z。首先显然X ⊆ Z。反之，由于 k, l互素，因此
有整数m,n使得 nk+ml = 1，因此任意整数 a = a(nk+ml) = (an)k+(am)l ∈ X。
于是 X = Z。这说明

αZ+ βZ =

{
β

l
(ik + jl)

∣∣∣∣ i, j ∈ Z
}

=
β

l
Z,

结论：若 α
β
∈ Q，则 G 是循环群；否则 G 在 R 中稠密。

(3) 子群 G = Z + βZ 在 R 中稠密（由上一问）。下面证明集合 Nβ + Z 仍稠密。设
a < b 为实数。存在 x = vβ + u ∈ G 使得 0 < x < b− a。

• 若 v ∈ N（即 x ∈ Nβ + Z），取整数 n0 < a。序列 (kx + n0)k⩾0 的项均在
Nβ + Z 中，且存在某 k 使得 kx+ n0 ∈ [a, b]（同问题 1 的论证）。

• 若 v < 0，则 −x ∈ Nβ + Z 且 −(b − a) < −x < 0。取整数 n0 > b，则序列
(n0 − kx)k⩾0 中存在项属于 [a, b]。

(4) 记 X = {einθ | n ∈ N}。这是映射 f : x 7→ e2iπx 在集合 Z + θ
2π
N 上的像。由于 f

连续，且该集合在 R 中稠密（由上一问），其像在 f(R) = S1 中稠密。

当 θ = 1时， 1
2π

/∈ Q（因 π 无理），故 {ein | n ∈ N}在 S1 上稠密。复数的虚部映射
连续，故 {sinn | n ∈ N} 在 [−1, 1] 上稠密。对任意 a ∈ [−1, 1]，ε > 0 和 N ∈ N，
存在 n ⩾ N 使得 | sinn − a| ⩽ ε。这表明 [−1, 1] 中每一点都是序列 (sinn)n⩾0 的
聚点。显然聚点集包含于 [−1, 1]，故聚点集为 [−1, 1]。
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由问题 1 可得，S1 的子群要么有限（此时为 n 次单位根群，其中 n = |G|），要么
在 S1 中稠密。后续练习涉及不等式，读者可参考第 4 章的凸不等式练习。 ◀

1.15 一个不等式

▶ 解答: 记 x1 < x2 < · · · < x13 为这些实数。

表达式 x−y
1+xy

使我们想起 tan(θ − θ′) 的展开式。考虑十三个实数 θi = arctanxi，其
中 1 ≤ i ≤ 13。它们在区间 I =

[
−π

2
, π
2

]
中并按升序排列。

由于区间 I 的长度等于 π，存在 k ∈ {1, 2, . . . , 12} 使得 θk+1 − θk <
π
12
。由于正切

函数在
[
0, π

2

)
上严格递增，有 0 < tan(θk+1 − θk) < tan π

12
。

但是，我们知道

tan(θk+1 − θk) =
tan θk+1 − tan θk
1 + tan θk tan θk+1

=
xk+1 − xk
1 + xkxk+1

.

实数 α = tan π
12
满足方程

2α

1− α2
= tan π

6
=

1√
3
.

解由此得到的二次方程，得 α = −
√
3± 2。由于 α > 0，得 α = 2−

√
3。最后，得到

0 <
xk+1 − xk
1 + xkxk+1

< 2−
√
3.

由此得证。 ◀

1.16 重排不等式

▶ 解答: 首先展开平方。在要证明的不等式中，两边可同时消去
∑
x2i 和

∑n
i=1 y

2
i =∑n

i=1 z
2
i，因此等价于证明不等式

n∑
i=1

xizi ⩽
n∑
i=1

xiyi.

首先假设 xi 之间的不等式均为严格：x1 > x2 > · · · > xn。若 zi 未按递减顺序排列，即
存在 i < j 使得 zi < zj，则交换 zi 和 zj 会（严格）增大和

∑n
i=1 xizi。事实上，

xizi + xjzj < xizj + xjzi,
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因为此不等式可改写为 xi(zi−zj)+xj(zj−zi) < 0，这等价于 (xi−xj)(zi−zj) < 0。在通
过排列 y1, . . . , yn 得到的 n! 个和中，最大值在排列 (z1, . . . , zn) 满足 z1 ⩾ z2 ⩾ · · · ⩾ zn

时取得。此时，有 z1 = y1, z2 = y2, . . . , zn = yn。这证明了该情况下的结论。

对于一般情况，我们提供两种证明方法。

• 可通过轻微扰动使 xi 之间的不等式严格化。令 ε > 0，定义 x′n = xn，x′n−1 =

xn−1 + ε，x′n−2 = xn−2 + 2ε，. . .，x′1 = x1 + (n− 1)ε。于是有 x′n < x′n−1 < · · · < x′1，且
由前述结论，

n∑
i=1

x′izi ⩽
n∑
i=1

x′iyi

对任意通过排列 (y1, . . . , yn)得到的 n元组 (z1, . . . , zn)成立。由于这对任意 ε > 0成立，
只需令 ε 趋于 0+ 即可得所求结论。

• 也可直接将索引 1, . . . , n 分组为 (1, . . . , i1), (i1 + 1, . . . , i2), . . . , (ip−1 + 1, . . . , ip)

（其中 ip = n），使得

x1 = · · · = xi1 < xi1+1 = · · · = xi2 < · · · < xip−1+1 = · · · = xip .

在不改变和
∑n

i=1 xizi 的前提下，可在每个索引组内重排 zi，将其按递减顺序排列，使得
zik−1+1 ⩾ · · · ⩾ zik。若重排后 zi 仍未全局按递减顺序排列，则存在 i < j 使得 zi < zj，
此时索引 i 和 j 不属于同一组，且有 xi > xj。此时可如第一种情况那样得出结论。证
毕 ◀

1.17 切比雪夫不等式

▶ 解答: (1) 考虑两个量的差。乘以 n2 后，需确定

D = n

n∑
k=1

xkyk −
∑

1⩽i,j⩽n
xiyj

的符号。首先对 xi 求和，可得

D =
n∑
i=1

xi ((yi − y1) + (yi − y2) + · · ·+ (yi − yn)) =
n∑

i,j=1

xi(yi − yj).

由假设，当 i < j 时，差 xi − xj（相应地 yi − yj）均同号。因此，若两个序列单
调性相同，则 D ⩾ 0，且(

1

n

n∑
k=1

xk

)
×

(
1

n

n∑
k=1

yk

)
⩽
(
1

n

n∑
k=1

xkyk

)
.

若两个序列单调性相反，则不等式方向反转。
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(2) 第一问提示使用黎曼和。记 (xk,n)0≤k≤n 为将区间 [a, b] 等分为 n 个子区间的分点。
假设 f 和 g 单调性相同。则对任意 n，由第一问有(

b− a

n

n∑
k=1

f(xk,n)

)
×

(
b− a

n

n∑
k=1

g(xk,n)

)
⩽ (b− a)2

n

n∑
k=1

f(xk,n)g(xk,n).

取极限得 ∫ b

a

f(t) dt×
∫ b

a

g(t) dt ⩽ (b− a)

∫ b

a

f(t)g(t) dt,

当 f 和 g 单调性相反时，不等式方向反转。

值得注意的是，很容易从上一题的重排不等式推导出切比雪夫不等式。例如，假设
序列单调性相同。则有以下不等式：

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

x1y2 + x2y3 + · · ·+ xny1 ⩽ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

...

x1yn + x2y1 + · · ·+ xnyn−1 ⩽ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

求和得
(x1 + · · ·+ xn)(y1 + · · ·+ yn) ⩽ n(x1y1 + · · ·+ xnyn),

即为所求结果。 ◀

1.18 复数中的不等式之一

▶ 解答: 显然可以假设所有 zi 非零。记 Dθ 为复平面上过原点且法向量为 eiθ 的直线。
则集合 Sθ 是满足 zj 位于由 Dθ 界定的闭半平面内且包含 eiθ 的所有指标 j ∈ [[1, n]]。令
zk = rke

iθk，其中 rk = |zk| > 0 且 θk ∈ [0, 2π]。于是有
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j∈Sθ

zj

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
j∈Sθ

zje
−iθ

∣∣∣∣∣ ⩾ <

(∑
j∈Sθ

zje
−iθ

)
=
∑
j∈Sθ

rj cos(θj − θ).

函数 f 是 [0, 2π]上的阶梯函数，而函数 θ 7→
∑

j∈Sθ
rj cos(θj − θ)是分段连续的。于是有

∫ 2π

0

f(θ) dθ ⩾
∫ 2π

0

∑
j∈Sθ

rj cos(θj − θ) dθ =
n∑
j=1

rj

∫ 2π

0

cos(θ − θj)χj(θ) dθ,

其中函数 χj 定义为：若 j ∈ Sθ 则 χj(θ) = 1，否则为 0。

然而，若固定 j，则 j ∈ Sθ 当且仅当 θ 属于
[
θj − π

2
, θj +

π
2

]
（模 2π）。更精确来说：

• 若 θj ∈
[
π
2
, 3π

2

]
，则 χ−1

j (1) =
[
θj − π

2
, θj +

π
2

]
；

• 若 θj ∈
[
0, π

2

]
，则 χ−1

j (1) =
[
0, θj +

π
2

]
∪
[
θj +

3π
2
, 2π
]
；

• 若 θj ∈
[
3π
2
, 2π
]
，则 χ−1

j (1) =
[
θj − π

2
, 2π
]
∪
[
0, θj − 3π

2

]
。

由余弦函数的 2π-周期性，在三种情况下均有∫ 2π

0

cos(θ − θj)χj(θ) dθ =
∫ θj+

π
2

θj−π
2

cos(θ − θj) dθ = 2.

因此， ∫ 2π

0

f(θ) dθ ⩾ 2
n∑
j=1

rj = 2
n∑
j=1

|zj|.

因此，必存在 θ0 ∈ [0, 2π] 使得 2πf(θ0) ⩾ 2
∑n

i=1 |zi|。取子集 I = Sθ0 即满足要求。 ◀

1.19 复数中的不等式之二

▶ 解答: (1) 设 θ ∈ R。记 Dθ 为复平面上过原点且法向量为 eiθ 的直线。选择符号 ε(k)

使得 ε(k)zk 属于由 Dθ 界定的闭半平面且包含 eiθ。此时，ε(k) 恰好是 cos(θ− θk)

的符号（当该量非零时，即 zk /∈ Dθ）。于是有

n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)| =
n∑
k=1

ε(k)ρk cos(θk − θ) = <

(
n∑
k=1

ε(k)zke
−iθ

)

⩽
∣∣∣∣∣e−iθ

n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ .
这对所有 θ ∈ R 成立，因此有

sup
θ∈R

n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)| ⩽ max
ε∈In

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ .
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反之，设 ε ∈ In。令
∑n

k=1 ε(k)zk = reiθ 其中 r ≥ 0 且 θ ∈ R。则有∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ = r =
n∑
k=1

ε(k)zke
−iθ = <

(
n∑
k=1

ε(k)zke
−iθ

)

=
n∑
k=1

ε(k)ρk cos(θk − θ) ⩽
n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)|,

这证明了

max
ε∈In

∣∣∣ n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣ ⩽ sup
θ∈R

n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)|

从而得到所求等式。

(2) 由第 1 问， ∫ π

0

n∑
k=1

ρk| cos(θk − θ)| dθ ⩽ πmax
ε∈In

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣∣∣ .
计算左边的积分。由于 u 7→ | cosu| 是 π–周期函数，对每个 k 有∫ π

0

| cos(θ − θk)| dθ =
∫ π−θk

−θk
| cosu| du =

∫ π

0

| cosu| du = 2.

因此

2
n∑
k=1

|zk| = 2
n∑
k=1

ρk ⩽ πmax
ε∈In

∣∣∣ n∑
k=1

ε(k)zk

∣∣∣,
即为所求不等式。

(3) 取 z1, . . . , zn 为位于上半平面（虚部 ⩾ 0 的 2n 次单位根（除掉 −1），即 zk =

e
ikπ
2n , k ∈ [[0, n− 1]]。此时

∑n
k=1 |zk| = n。为估计第 2 问中不等式的右侧，使用第

1 问的结论。记函数

f(θ) =
n−1∑
k=0

∣∣∣∣cos(θ − kπ

n

)∣∣∣∣ .
易见 f 是

π

n
–周期函数，因此只需在

[
0,
π

n

]
上求其最大值。为简化计算，假设

n = 2p 为偶数。则有

f(θ) =

p−1∑
k=0

cos
(
θ − kπ

n

)
−

n−1∑
k=p

cos
(
θ − kπ

n

)

=

p−1∑
k=0

cos
(
θ − kπ

n

)
+ cos

(
θ +

π

2
− kπ

n

)

利用等比数列求和，得到

p−1∑
k=0

cos
(
θ − kπ

n

)
= <

(
eiθ

1 + i

1− e−iπ/n

)
=

√
2 cos

(
θ − π

4
+ π

4p

)
2 sin π

4p

.
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于是

f(θ) =

√
2

2 sin π
4p

(
cos
(
θ − π

4
+

π

4p

)
+ cos

(
θ +

π

4
+

π

4p

))
=

cos(θ + π
4p
)

sin π
4p

.

在
[
0, π

n

]
上，f 的最大值为 cot π

4p
= cot π

2n
。若 C 是第 2 问不等式中适用的常数，

则对所有偶数 n 有

n ⩽ C cot π
2n

即 n tan π
2n

⩽ C。取极限得 π
2
⩽ C。

◀

1.20 一个围堵引理

▶ 解答: (1) 用归纳法证明。记 D = {z ∈ C | |z| ⩽ 1} 为 C 中的单位闭圆盘。考虑关
于正整数 n 的命题 (Hn)：

(Hn)：对任意 (z1, . . . , zn) ∈ Dn，都有 (ε1, . . . , εn) ∈ {1,−1}n，使得

∀k ∈ [[1, n]],

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

εizi

∣∣∣∣∣ ⩽ √
3.

(H1)显然成立，下面证明 (H2)。设 (z1, z2) ∈ D2，我们要证明；|z1+z2|和 |z1−z2|
中至少有一个不大于

√
3。直观上，它们分别代表以 z1、±z2 为边的三角形的第三

边。首先注意到三角形的几个基本性质：

1. 三角形两边边长固定时，夹角越大，第三边越长。
2. 钝角三角形两边夹角固定时，任一边越长，第三边越长。

固定 z1。若 z2 的幅角与之相差 60◦ 以内（橙色区域），那么边 z1 − z2 的对角必定
不是最大角，边长不超过 z1, z2 中较长者，因此 |z1 − z2| ⩽ 1。而如果 z2 的幅角与
z1 相差超过 60◦，那么 −z2 的幅角与 z1 相差在 120◦ 以内（脱离黄色区域）。我们
考虑 z1,−z2, z1 + z2 构成的三角形，先旋转 −z2 将它与 z1 的夹角增加到 120◦，这
时 z1 + z2 变长，再将这个钝角三角形的 z1、−z2 两边变长到 1，z1 + z2 仍变长。
最终 z1 + z2 模长变为

√
3，因此原本 z1 + z2 的模长不超过

√
3。
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z2

z1 − z2
z1

z2

−z2

z1 + z2

z1

具体来说，若 |z1−z2| ⩽ 1，则选择 ε1 = 1和 ε2 = −1满足要求。假设 |z1−z2| > 1，
则有

|z1 − z2|2 = |z1|2 + |z2|2 − 2<(z1z2) > 1

从而

|z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + 2<(z1z2) < 2(|z1|2 + |z2|2)− 1 ⩽ 4− 1 = 3

选择 ε1 = ε2 = 1 满足要求。

假设 (Hn−1) 成立（n ≥ 3），下证 (Hn) 成立。给定 (z1, . . . , zn) ∈ Dn，我们的思路
是将两个 zi 合并以应用归纳假设。分两种情况讨论。

1. 存在 ε ∈ {±1}使得 z1+εz2 ∈ D。对 (z1+εz2, z3, . . . , zn) ∈ Dn−1 应用归纳假
设。记 (ε2, . . . , εn)是该 (n−1)元组对应的解决方案。则 (ε2, ε2ε, ε3, . . . , εn) ∈
{±1}n 是 (z1, . . . , zn) 的解决方案。具体来验证：|ε2z1| ⩽ 1 ⩽

√
3，|ε2z1 +

ε2εz2| ⩽ 1 <
√
3，且对 k ⩾ 3，∣∣∣∣∣ε2(z1 + εz2) +

k∑
i=3

εizi

∣∣∣∣∣ ⩽ √
3.

2. z1+ z2 和 z1− z2 都不在 D 中。我们再考虑第三个向量 z3，希望证明 z1± z3、
z2 ± z3 中有一个属于 D，这样我们就回到 n− 1 的情况。

z1

z2

−z2

z2

−z2

z1

z2

如何确定 z1±z3、z2±z3 中至少有一个属于 D 呢？n = 2的情况说明，z1±z2
都不在 D 中，就等于说 z2 脱离了左上图的红色区域。即 ±z2 的幅角与 z1 相
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差都在 60◦ 到 120◦ 之间。同理，考虑 z2 ± z3，如果两者都不在 D 中，说明
z3 也脱离了右上图的蓝色区域。但当 z2 脱离红色区域时，它对应的蓝色区
域和 z1 的红色区域覆盖了整个单位圆。因此，如果 z3 不在蓝色区域中，就
必然在红色区域中，于是 z1 ± z3 至少有一个属于 D。这说明 z1 ± z3、z2 ± z3

中至少有一个属于 D。
现在回到 (Hn) 的证明。
• 首先考虑 z1 + εz3 ∈ D 的情况（ε = ±1）。我们对 (n − 1) 元组 (z1 +

εz3, z2, z4, . . . , zn) 应用归纳假设。记 (ε1, ε2, ε4, . . . , εn) 为解决方案。考虑
(ε1, ε2, εε1, ε4, . . . , εn)，验证它满足要求：|ε1z1| = 1 <

√
3，|ε1z1 + ε2z2 +

εε1z3| = |ε1(z1 + εz3) + ε2z2| ⩽
√
3，向量多于 3 个时也一样。最后根据

n = 2 的证明，z1 ± z2 都不在 D 中就说明 ε1z1 + ε2z2 必不大于
√
3。因

此 (ε1, ε2, εε1, ε4, . . . , εn) 满足要求。
• z2+εz3 ∈ D的情况类似。对 (n−1)元组 (z1, z2+εz3, z4, . . . , zn)应用归纳
假设。记 (ε1, ε2, ε4, . . . , εn)为解决方案。考虑 (ε1, ε2, εε2, ε4, . . . , εn)，验证
它满足要求：|ε1z1| = 1 <

√
3，|ε1z1+ε2z2+εε2z3| = |ε1z1+ε2(z2+εz3)| ⩽√

3，向量多于 3 个时也一样。最后根据 n = 2 的证明，z1 ± z2 都不在 D

中就说明 ε1z1 + ε2z2 ⩽
√
3。因此 (ε1, ε2, εε2, ε4, . . . , εn) 满足要求。

(2) 由上述结果可知，若 a1, . . . , an 是模不超过 M > 0 的复数，则存在 (ε1, . . . , εn) ∈
{±1}n 使得

∀k ∈ [[1, n]],

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

εiai

∣∣∣∣∣ ⩽M
√
3.

由于序列 (zn) 有界，可取 M > 0 使得对所有 n ∈ N，|zn| ⩽M。构造严格递增的
整数序列 Nk，使得 N0 = 0 且对所有 k ∈ N，有：

∀n ≥ Nk, |zn| ⩽
M

2k
.

这是可能的，因为 (zn) 趋于 0。

现在在每个区间 [Nk, Nk+1 − 1] 上定义序列 (εn)，使得对所有 p ∈ [Nk, Nk+1 − 1]，∣∣∣∣∣
p∑

j=Nk

εjzj

∣∣∣∣∣ ⩽
√
3M

2k
.

记 Uk 为级数
∑
εnzn 中从 Nk 到 Nk+1 − 1 的分段和：

Uk =

Nk+1−1∑
j=Nk

εjzj.

由于 |Uk| ⩽
√
3M
2k
，级数

∑
Uk绝对收敛。若对 n ∈ N，记 φ(n)为满足Nk ⩽ n < Nk+1
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的唯一指标 k，则
n∑
i=1

εizi =

φ(n)−1∑
k=0

Uk +
n∑

j=Nk

εizi︸ ︷︷ ︸
⩽

√
3M

2φ(n)

.

这证明了级数
∑
εizi 收敛。

◀

1.21 Shapiro 函数方程

▶ 解答: (1) 点 f(z) 和 g(z) 位于以 z2 +1 为圆心、|z| 为半径的圆上，且由于 |f(z)−
g(z)| = 2|z|，它们在该圆上是直径的两端。

若 z2 + 1 6= 0，则复数 f(z) 和 g(z) 中必有一个的模严格大于 |z|。

由此，若取 z ∈ A 为模最大的元素，则必有 z2 + 1 = 0，即 z ∈ {−i, i}。由于
g(i) = −i 且 g(−i) = i，因此 {−i, i} ⊂ A，且 A \ {−i, i} 中的任意点的模严格小
于 1。

下面用反证法证明 A 等于集合 {−i, i}。反设 A 中除了 {−i, i} 还有别的数，取其
中模最大的记为 z。模比 z 大的就只有 ±i 了。又 z2 + 1 6= 0，因此 f(z) 与 g(z)

之一的模大于它，因此等于 i 或 −i。然而，f 下 i 的原像是 i 和 −1− i，−i 的原
像是 −i 和 −1 + i。对于 g，原像是它们的相反数。这些原像的模均 ⩾ 1，这导致
矛盾。因此 A = {−i, i}。

(2) 常数解多项式为 0 和 1。设 P 为满足 degP ≥ 1 的解，则 P 是首一多项式。设 z

是 P 的根，那么

P (z2 + z + 1) = P (z)P (z + 1) = 0, P (z2 − z + 1) = P (z − 1)P (z) = 0.

这说明 P 的根集在 f 和 g 下稳定，因此是集合 {−i, i}。由于 P 是实系数多项式，
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根 i 和 −i 的重数相等，因此 P 必然具有形式 (X2 + 1)n，其中 n ∈ N∗。容易验
证所有这些多项式都满足方程。

◀

1.22 保持单位圆盘不变的分式线性变换

▶ 解答: 分式线性变换是指形如
z 7→ az + b

cz + d

的映射，其中 ad− bc 6= 0（若 ad− bc = 0，则分式线性变换退化为常函数）。

这样的映射在 c = 0 时是从 C 到 C 的双射，否则是从 C \
{
−d
c

}
到 C \

{
a
c

}
的双

射。若这样的分式线性变换 f 将 D0 映射到 D0，则它也将 D0 的补集映射到其补集。记
C0 为以 0 为中心、半径为 1 的圆周。C0 上的任意点 z 都是 C \D0 中某序列 (zn) 的极
限。由连续性，f(z) 是序列 (f(zn))（位于 C \D0 中）的极限。因此 f(z) 属于 C \D0

的闭包。此外，f(z) 属于 D0，故 z 属于 C0。于是有 f(C0) ⊂ C0。我们首先寻找将 C0

映入 C0 的分式线性变换。

这样的变换必须满足：∀ t ∈ R，|f(eit)| = 1，即 |aeit + b| = |ceit + d|。得到

|a|2 + |b|2 + 2<(abeit) = |c|2 + |d|2 + 2<(cdeit)

且存在 t0 ∈ R 使得

|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2 = 2<
(
(cd− ab)eit

)
= 2

∣∣cd− ab
∣∣ cos(t0 + t).

于是为了使得这个等式不依赖于 t，必须有

cd− ab = 0, 且 |a|2 + |b|2 = |c|2 + |d|2

若 a = 0，则 cd = 0，即 c, d之一为 0。但 ad− bc 6= 0，所以 d = 0。这说明 |b| = |c|。
于是，对所有 z ∈ C∗，

|f(z)| =
∣∣∣∣ bcz
∣∣∣∣ = 1

|z|
.

该映射将 D0 映入其补集，不符合要求。

若 a 6= 0，则 b 可以写为 b =
cd

a
，因而有

|a|2 + |b|2 − |c|2 − |d|2 = |a|2 + |c|2|d|2

|a|2
− |c|2 − |d|2 = (|a|2 − |c|2)(|a|2 − |d|2)

|a|2
.

此量为零，故 |a| = |c| 或 |a| = |d|。
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若 |a| = |c|，则存在 α ∈ R 使得 c = aeiα。进而 b = deiα，故 d = beiα，这导致
ad− bc = 0。因此必须有 |a| = |d| 6= 0。于是得到

f(z) =
a

d

(
z + b

a

1 + c
d
z

)
.

存在 α ∈ R 使得 a
d
= eiα。令 b

a
= −z0。则有

c

d
=
ab

dd
=
ab

aa
=
b

a
= −z0

最终得到 f 必须为以下形式：
f(z) = eiα

z − z0
1− z0z

.

此外，z0 = f−1(0)，故 z0 属于 D0 \ C0 且 |z0| < 1。

最后验证以上形式符合要求：给定 α ∈ R 且 z0 ∈ C 满足 |z0| < 1，则分式线性变换
f : z 7→ eiα z−z0

1−z0z 将 D0 映射到 D0。函数 f 在 D0 上有定义，且对 z ∈ D0，我们有：

|f(z)|2 = |z − z0|2

|1− z0z|2
=

|z|2 + |z0|2 − 2<(zz0)
1 + |z|2|z0|2 − 2<(zz0)

⩽ 1,

这是因为：
|z|2 + |z0|2 − 1− |z|2|z0|2 = (|z|2 − 1)(1− |z0|2) ⩽ 0.

故有 f(D0) ⊂ D0。易证 f−1 由下式给出：

f−1(z) = e−iα
z + eiαz0
1 + z0e−iα

.

分式线性变换 f−1 具有与 f 相同的形式，其中 α 和 z0 分别被替换为 −α 和 −eiαz0。因
此也有 f−1(D0) ⊂ D0，即 D0 ⊂ f(D0)，最终 f(D0) = D0.

结论。一个分式线性变换保持 D0 不变，当且仅当它可以写为以下形式：

z 7→ eiα
z − z0
1− z0z

.

其中 α ∈ R ，z0 ∈ C 满足 |z0| < 1。

若考虑保持以 0 为中心、半径为 1 的开圆盘不变的分式线性变换，结果相同。 ◀

1.23 多边形序列

▶ 解答: 重要的是从几何角度理解这个问题。将 n 个实数 θi 与复平面上单位圆内的凸
多边形 P 关联，其顶点为 eiθj（1 ≤ j ≤ n）。
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记 αj = θj+1 − θj（定义 αn = θ1 − θn + 2π），αj 可解释为该多边形的中心角，∑n
j=1 αj = 2π 恒成立。

题目要研究的变换可以这样解释：对多边形 Pk = (θ
(k)
j )1≤j≤n，关联多边形 f(Pk) =

(θ
(k+1)
j )1≤j≤n，其中 θ

(k+1)
j 是 θ

(k)
j 和 θ

(k)
j+1 的加权重心，权重为正数 a 和 b。例如，当

a = b = 0.5 时，f(Pk) 的顶点就是 Pk 各边的中垂线与单位圆的交点。

a = b = 0.5 时，前一个多边形（虚线）经 f 变换后的图像（实线）

题目要求研究当 k 趋于无穷时，角度 α
(k)
j = θ

(k)
j+1 − θ

(k)
j 的行为。

显然，若 a = 1, b = 0，则函数 f 为常函数，序列 α
(k)
j 也是常数列。当 a = 0 且

b = 1 时，多边形 f(P ) 与 P 相同，但顶点编号集体往后挪一位。此时，序列 α
(k)
j 是周

期为 n 的周期序列。因此，接下来我们考虑 0 < a < 1 的情况。

观察几个例子将帮助我们理解结果。

1. 若取 n = 2 且 a = b = 1/2，经过一次变换 f 后得到两个对径点。此时，序列
α
(k)
i = θ

(k)
i+1 − θ

(k)
i （i = 1, 2）稳定在 π。

2. 更一般地，若 n 个点构成正多边形 P，则 f(P ) 是由 P 旋转得到的另一个正多边
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形。此时，序列 α
(k)
j 恒为 2π

n
。

3. a = b = 0.5 时，最大中心角与旁边的角平均，因此变小，最小中心角与旁边的角
平均，因此变大。但所有角度和不变。这说明 f(P ) 的最大最小角会向均值靠拢，
最大最小角的差别比 P 的要更小。

实际上，我们将证明：0 < a < 1 时，所有序列 α
(k)
j 收敛到

2π

n
。

在后续中，索引 j 将模 n 理解。对所有 j（包括 j = n）和所有 k，

α
(k+1)
j = θ

(k+1)
j+1 − θ

(k+1)
j = a(θ

(k)
j+1 − θ

(k)
j ) + b(θ

(k)
j+2 − θ

(k)
j+1) = aα

(k)
j + bα

(k)
j+1.

为简化，记 Xk 为 Rn 中坐标为 (α
(k)
1 , . . . , α

(k)
n ) 的向量，则有 Xk+1 = AXk，其中 A

是矩阵 

a b 0 . . . 0

0 a b
... . . . . . .
0 a b

b 0 . . . 0 a


= aIn + bM.

问题转化为线性代数问题，即计算 A 的幂。矩阵 M 是一个置换矩阵，特征多项式
为 Xn−1。它是可对角化的，其特征值为 n次单位根。因此，A的特征值为 λω = a+bω，
其中 ωn = 1。它们互不相同，且模小于 1（λω 位于连接 1 和 ω 的线段上），唯一模为 1
的是 λ1 = a+ b = 1。

因此，若记 pω 为沿 A 的其他特征子空间之和到特征值 λω 的特征直线的投影，则
有 A =

∑
ωn=1 λωpω 且对所有 k，Ak =

∑
ωn=1 λ

k
ωpω。因此，Ak 收敛到特征值 1 的特征

直线上的投影 p1，即由向量 (1, 1, . . . , 1) 生成的直线，沿其他特征子空间之和的方向。

因此，AkX0 收敛到一个所有分量相等的向量。由于对所有 k 有
∑n

j=1 α
(k)
j = 2π，

这些分量值为 2π
n
。因此，多边形 fk(P) ” 收敛” 到一个正多边形。 ◀

1.24 Lebesgue 外测度

▶ 解答: (1) 我们将证明区间的外测度等于其长度，这从定义上看并不显然。

首先假设 E 是紧区间 [a, b]。若 F 是 E 的一个覆盖族，则根据 Borel-Lebesgue 定
理，可从中提取有限子覆盖 F′ =

(
(aik , bik)

)
1≤k≤n。由包含关系

[a, b] ⊂
⋃

1≤k≤n

[aik , bik ],
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可得

χ[a,b] ≤
n∑
k=1

χ(aik ,bik )
(其中χI 表示I 的特征函数),

因此

b− a =

∫
R
χ[a,b](x) dx ≤

n∑
k=1

∫
R
χ(aik ,bik )

(x) dx =
n∑
k=1

(bik − aik) = ℓ(F ′).

由族 (bi − ai)i∈I 的和的定义，有 b− a ≤ ℓ(F )。这对任意覆盖 [a, b] 的开区间族 F

成立，故 b− a ≤ µ([a, b])。

为证反向不等式，注意到对任意 ε > 0，单元素族 F = (a− ε, b+ ε) 覆盖 [a, b]。因
此 µ([a, b]) ≤ ℓ(F ) = b− a+ 2ε。这对任意 ε > 0 成立，故 µ([a, b]) ≤ b− a，从而
µ([a, b]) = b− a。

考虑一般情况，注意到函数 µ 关于包含关系单调递增。事实上，若 E ⊂ E ′ 且 F

是覆盖 E ′ 的至多可数开区间族，则 F 也覆盖 E，故 µ(E) ≤ ℓ(F )，再由 µ(E ′) 的
定义得 µ(E) ≤ µ(E ′)。因此，若 E 是端点 a, b 的有界区间，对 ε ∈

(
0, b−a

2

)
，有

b− a− 2ε = µ([a+ ε, b− ε]) ≤ µ(E) ≤ µ([a, b]) = b− a,

故 µ(E) = b− a。

最后，若 E 是无界区间，则对任意 A > 0，存在 E 中的有界子区间 I 满足长度大
于 A。因此 µ(E) ≥ µ(I) ≥ A，故 µ(E) = +∞。

注：使用特征函数和积分非常简便但非必需。也可如后续练习所示，通过从 F′ 中
提取基数最小的子覆盖 F′′ 来论证。

(2) 设 (En)n∈N 是满足 µ(En) = 0（对所有 n）的可数族，且 E =
⋃
n∈NEn。给定 ε > 0，

由定义，对每个 n ∈ N，存在覆盖 En 的至多可数开区间族 Fn =
(
(an,i, bn,i)

)
i∈In

使得 ℓ(Fn) ≤ ε
2n+1。集合 I =

⋃
n∈N{n}× In 至多可数（作为至多可数集的可数并）。

族 F =
(
(an,i, bn,i)

)
(n,i)∈I 覆盖 E，且由可和族的性质，

µ(E) ⩽
∑

(n,i)∈I

(bn,i − an,i) =
∑
n∈N

(∑
i∈In

(bn,i − an,i)

)
=
∑
n∈N

ℓ(Fn) ⩽
∑
n∈N

ε

2n+1
= ε.

由 µ 的定义，得 µ(E) = 0。

(3) 集合 Q 可数，故可表示为可数个单点集（即长度为零的区间）的并。由问题 1 和
2 可得 µ(Q) = 0。

实际上，本题中所有集合均为 Lebesgue可测集。对此类集合，外测度等于 Lebesgue
测度。注意前两问提供了非平凡区间不可数的另一证明（参见练习 1.3），因为单点集的
外测度为零。 ◀
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1.25 区间的有限覆盖

▶ 解答: 这道题是对紧致集的“有限子覆盖”的更细致讨论。[a, b]是紧致集，因此，可以
从族 (I(x))x∈[a,b] 中提取 [a, b] 的一个有限覆盖。这满足了条件 (i)。然而，为了满足条件
(ii)，不能取太多区间。因此，考虑在所有有限子覆盖中选择一个元素个数最少的子覆
盖，记其基数为 n。记这个覆盖的区间为 I(x1), . . . , I(xn)，且对每个 i，I(xi) = (ai, bi)。

考察这个覆盖的性质。这些性质将解释上界 2(b− a) + c 的来源。

(a) [a, b] 中的每个点最多属于这个覆盖中的两个区间。事实上，如果 α 属于三个区
间 [a1, b1]、[a2, b2]、[a3, b3]，则 a1, a2, a3 中有一个最小的，b1, b2, b3 中有一个最大
的，这两者至多占据 1, 2, 3 里两个下标，对于另一个下标，对应的区间既不到最
左端，也不到最右端。这说明三个区间中必有一个区间包含于另外两个区间的并
集中，因此可以去掉，这与 n 的最小性矛盾。

(b) 点 a 和 b 各自最多属于覆盖中的一个区间。事实上，如果点 a 属于两个区间
(an1 , bn1) 和 (an2 , bn2)，且例如 bn1 ⩽ bn2，则可以从子覆盖中去掉区间 I(xn1) 而不
破坏覆盖，这再次与 n 的最小性矛盾。点 b 的情况类似。

(c) 覆盖中没有任何一个区间包含于另一个区间中，否则也可以去掉。

于是可以假设 I(xi) 按“递增顺序”排列，即

a1 < a2 < b1 < a3 < b2 < a4 < b3 < · · · < an < bn−1 < bn.

根据性质 (b)，有 a1 < a < a2 且 bn−1 < b < bn。

由于区间 (a1, b1) 的中心 x1 在 [a, b] 中，有 a− a1 ⩽ c
2
（当 x1 = a 时可能取等号）。

同理，bn − b ⩽ c
2
。

由于有限覆盖中最多有一个区间在 a 的左侧超出（即包含 a 的那个区间），且超出
部分最多为 c

2
（其中心在 a 右侧），同理最多有一个区间在 b 的右侧超出，且最多 c

2
，而

(a, b) 的其余部分最多被覆盖两次，因此显然（见上图）

n∑
i=1

µ(I(xi)) ⩽ 2(b− a) +
c

2
+
c

2
.
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严格证明如下。通过下式将问题转化为互不相交的区间：

n∑
i=1

(bi − ai) = (bn − an) +
n−1∑
i=1

(bi − ai+1) +
n−1∑
i=1

(ai+1 − ai) = bn − a1 +
n−1∑
i=1

(bi − ai+1).

由前述，bn − a1 = (bn − b) + (b− a) + (a− a1) ⩽ (b− a) + c，且对于 i ∈ [1, n− 1]，区
间 (ai+1, bi) 两两互不相交且包含于 [a, b] 中，因此

∑n−1
i=1 (bi − ai+1) ⩽ b − a。于是得到∑n

i=1(bi − ai) ⩽ 2(b− a) + c，即所需的不等式 (ii)。 ◀

1.26 无理数在子集中的稠密性

▶ 解答: 由假设，有 infM < supM。先证 M 在区间 I = [infM, supM ] 上稠密。用反
证法，假设区间里存在 infM ⩽ a < b ⩽ supM 使得 [a, b] ∩M = ∅。如果 a, b ∈ M，那
么

√
ab /∈ M 就导致了矛盾。问题是：a, b 不一定属于 M。但从直觉上，我们可以理解

这种做法：如果 M 在 I 里有个“空洞”，那么从“空洞”两端找 M 中元素，它们的调
和平均值就落在洞里面了。

为此，我们先把这个“空洞”[a, b] 尽可能扩大：令

α = inf{x ⩾ infM | [x, b] ∩M = ∅}

β = sup{x ⩽ supM | [a, x] ∩M = ∅}.

α 和 β 分别是从 a, b 出发分别向左、向右延伸，直到无法再延伸，否则就会包含 M 中
元素的极端点À。开区间 (α, β) 与 M 的交集为空，但由构造，存在 M 中的元素任意接
近 α（从左侧）和 β（从右侧）。实际上，此开区间 (α, β) 正是开集 R \M 中包含 α+β

2

的连通分支）。因此，可取 M 中的序列 (an) 收敛于 α，和序列 (bn) 收敛于 β。由假设，
实数

√
anbn 属于 M，且收敛于

√
αβ ∈ [α, β]。对充分大的 n，它们属于开区间 (α, β)，

从而得出矛盾。

再证M ∩ (R\Q)在 [infM, supM ]上稠密。用反证法，反设存在区间 [a, b] ⊂ I 使得
M ∩ [a, b] 中的所有元素均为有理数。利用整数的素因数分解，易知任意正有理数 x > 0

可唯一表示为 x =
∏

p∈P p
νp(x)，其中 P 为素数集，(νp(x))p∈P 是几乎全为零的整数序列

（即仅有有限项非零）。例如 12
25

= 22 · 3 · 5−2。需要以下结论：若 x 是有理数，则
√
x ∈ Q

当且仅当所有整数 νp(x)均为偶数。该条件显然充分；必要性是因为若 y =
√
x ∈ Q，则

x = y2 且对任意素数 p，有 νp(x) = 2νp(y)。

回到本题。由 M 的稠密性，区间 [a, b]包含 M 中的两个元素 x < y（根据反设，均
为有理数）。于是 √

xy 仍属于 M，且因 √
xy ∈ [x, y] ⊂ [a, b]，故也为有理数。重复此过

À但 α 和 β 本身可能是 M 中的点。
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程，将 y 替换为 y1 =
√
xy，依此类推。定义序列 y0 = y 和 yn+1 =

√
xyn，则所有项均

属于 M ∩Q。取素数 p，序列 νp(yn) 取值于 Z 且满足递推关系：

νp(yn+1) =
νp(x) + νp(yn)

2

数列 {νp(yn)}n>0 为差分等比数列，而且是整数列。求解通项可知：

∀n ∈ N∗, νp(yn) = 2−n
(
νp(y)− νp(x)

)
+ νp(x)

当 n 足够大时，νp(yn) 不是整数，矛盾！

结论。集合 M ∩ (R \Q) 在 I 上稠密。 ◀

1.27 闭映射

▶ 解答: 设 F 是复平面 C 中的一个非空闭集（若 F 为空集则结论显然成立）。证明
P (F )是闭集。设 (wn)是 P (F )中的一个收敛序列，收敛于 w ∈ C。需证 w ∈ P (F )。对
每个 n，取 zn ∈ F 使得 P (zn) = wn。序列 (zn) 有界，否则可提取子序列 (zφ(n)) 满足
|zφ(n)| → +∞；由于当 |z| → +∞时 |P (z)| → +∞（因为 P 非常数），故 |wφ(n)| → +∞，矛
盾。因此 (zn)有界，可提取收敛子序列 (zψ(n))收敛于 a ∈ F（因为 F 闭）。由 P 的连续性，
序列 (wψ(n))收敛于 P (a)。但 (wψ(n))也收敛于 w，故由极限唯一性，w = P (a) ∈ P (F ).

更一般地，若 f 是连续映射且紧致集的原像总是紧致集，则 f 将闭集映射为闭集。

◀

1.28 [0, 1] 的可数划分

▶ 解答: (1) 设 U 是实数轴上的非空开集。我们试图将 U 划分为开区间。为此，考虑
定义在 U 上的二元关系 R：对于 (x, y) ∈ U2，xRy 当且仅当端点为 x 和 y 的线
段是 U 的子集。这显然是 U 上的一个等价关系。我们证明这个等价关系定义的等
价类都是开区间。

根据定义，等价类 I 是凸集：如果 x, y 在同一等价类，那么以它们为端点的区间
是 U 的子集，因此，∀µ ∈ (0, 1), uµ = (1 − µ)x + µy ∈ U. 于是以 uµ, x 为端点、
以 uµ, y 为端点的区间也是 U 的子集，即是说 uµ 属于 x, y 所在的等价类。因此，
任何等价类都是 R 上的区间。

如果 x ∈ I，由于 U 是开集，存在 η > 0使得 (x−η, x+η) ⊂ U。但此时 (x−η, x+η)
中的每一点都与 x 相关，因此 (x− η, x + η) ⊂ I。这表明 I 是开集。综上，任何
等价类 I 是开区间。
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由于 Q在 R中稠密，我们可以在每个等价类中找到一个有理数，从而定义一个从
所有等价类的集合 U/R 到 Q 的单射。由于 Q 是可数的，我们推断 U/R 至多可
数。最后，根据定义有 U =

⋃
I∈U/R I，因此，U 是至多可数个两两不相交的非空

开区间的并集。

剩余部分证明这是将 U 写成两两不相交的开区间并集的唯一方式。假设 U =⋃
j(aj, bj)，其中 (aj, bj) 两两不相交。设 j ∈ J。

(aj, bj) 中的所有元素显然与 R 相关，因此 (aj, bj) 包含在关系 R 的一个等价类
I = (a, b) 中。实际上，二者相等。例如，假设 a < aj。那么 aj ∈ U 且存在 k ∈ J

使得 aj ∈ [ak, bk]，但这是不可能的，因为此时 [aj, bj]∩ [ak, bk] 6= ∅。类似地，可以
证明 bj = b。因此，区间 (aj, bj) 是 R 的等价类，且我们得到了所有等价类，否则⋃
j(aj, bj) 不等于 U。由此得证。

U/R 中的开区间称为 U 的连通分支。上述内容表明，它们是包含在 U 中的、关
于包含关系极大的开区间。

(2) 用反证法。反设存在这样的划分，并设 [0, 1] =
⋃∞
n=0 Fn，其中 Fn 是非空闭集。

证明的想法是构造一个嵌套的开区间序列 (In) 满足：

• ∀n ∈ N, In+1 ⊆ In+1 ⊆ In；
• ∀n ∈ N, In 与 Fn 不相交。

第一个条件保证
⋂∞
n=0 In =

⋂∞
n=0 In。由于闭区间套的交集非空，至少有一个点 α

属于所有 In，因此不属于任何 Fn，这给出了所需的矛盾。

然而，序列 (In)的构造并不简单。如果只要求 In 和 Fn 不相交，无法确保 In+1 与
Fn+1 不相交。如果 In 仅仅只和 Fn 不相交，却是某个 Fp 的子集（p > n），那么
我们就无法构造 Ip ⊆ In 且 Ip 与 Fp 不相交，这个构造就进行不下去了。必须确
保在每一步中，区间 In 不完全包含在某个闭集 Fp 中。

要避免这个情况，我们可以增加要求，要求 In 和 Fn 相交，也就是说，In 的端点
恰好接着 Fn 的点，这样，如果有 p > n 使得 In ⊆ Fp，那么 In 作为其闭包也包
含于 Fp，但 In 与 Fn 相交，这就使得 Fn 与 Fp 相交，与闭集两两不相交的条件
矛盾。

不过，这样要求的话，又过于严格，因为 Fn 和 Fn+1 的位置关系不确定，找到和
Fn“接壤”的 In 后，无法要求其子区间 In+1 一定要和 Fn+1“接壤”。因此，我们
寻找 {Fn+p}p>0 中第一个与它“接壤的”。

下面是改进后的构造方法：

首先，通过合并两个闭集并重新编号，我们可以假设 0 和 1 属于 F0（这仅仅是为
了避免考虑诱导拓扑）。

集合 [0, 1] \ F0 是非空开集。取 I0 为该开集的一个连通分支。
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为定义 I1，考虑第一个索引 k 使得 Fk 与 I0 相交，记为 k1。集合 I0 \ Fk1 是开集
且非空：否则，会有 I0 ⊆ Fk1，从而 I0 ⊆ Fk1（因为 Fk1 是闭集）；但 I0 的端点属
于 F0，而 F0 和 Fk1 不相交。

设 J 为 I0 \ Fk1 的一个连通分支。有两种情况：

• J 的两个端点都在 Fk1 中。它们是 I0 中的点，于是有 J ⊂ I0。此时令 I1 = J。
• J 的一个端点是 I0 的端点，另一个端点属于 Fk1。在这种情况下，为了保证
J ⊆ In−1，将 J 替换为一个更小的区间 J ′：保持属于 Fk1 的端点，将另一个
端点内移，使得 J ′ ⊂ I0；此时令 I1 = J ′。

依此不断构造区间序列 (In)n⩾0 和整数序列 0 = k0 < k1 < k2 < · · · < kn < · · · ，
它们满足：

• ∀n ∈ N, In ⊆ In ⊆ In−1（约定 I−1 = [0, 1]）；
• ∀n ∈ N, In 与 F0, F1, . . . , Fkn 都不相交。
• ∀n ∈ N, In 与 Fkn 相交。

序列 (In)n⩾0 是闭区间套，因此其交集非空。如果 α ∈ [0, 1] 属于其交，则 α 不属
于任何 F0, F1, . . . , Fkn。由于这对所有 n 成立，α 不属于任何 Fn，这给出了所需
的矛盾。

◀


