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第一章 无穷

我们已经学习过无穷的概念。我们用数数原则来判定无穷。简单来说，
数得尽的集合是有穷的，数不尽的集合是无穷的。现在，我们来进一步探讨
无穷的性质。

数数原则把集合分成有穷的和无穷的两种。有穷的集合，集合元素的
个数是可以知道的，因为按照定义，它是数得尽的。

我们把有穷集合的元素个数称为集合的势，用数字绝对值的符号来表
记。比如，空集的势就是 0，记作 |∅| = 0。集合 {2, 5, 1} 的势是 3，记作
|{2, 5, 1}| = 3。

比较两个集合的势，可以用最简单的“对消法”：每次从一个集合中“拿
掉”一个元素，相应地，也从另一个集合中“拿掉”一个元素。直到某个集
合的元素被“拿光”。如果另一个集合里还有元素，就说明前者的势小于后
者；如果另一个集合里也没有元素了，就说明两者的势相等。

容易验证，有穷集合的势有以下的基本性质：

• 子集的势不多于母集的势；真子集的势小于真母集的势。
• 集合 A 在集合 B 中补集的势，加上 A 的势，等于 B 的势。
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8 第一章 无穷

1.1 无穷集合的势

有穷集合的基本性质符合我们日常生活中的经验。对于无穷集合，它
们是否也成立呢？

让我们来设想这样一个例子。

一个旅馆里有无穷个房间。房间的号码是正整数：1号、2号、3号……

一天，有一个客人来旅馆里住宿。可所有的房间都住了人，怎么办呢？
旅馆的老板说：这样吧，我们把 1 号房的客人转到 2 号房，把 2 号房的客
人转到 3 号房，把 3 号房的客人转到 4 号房……以此类推，n 号房的人转
到 n+ 1 号房。这样，1 号房就空出来了。客人顺利入住。

又一天，有无穷多个客人来旅馆里住宿。可所有的房间都住了人，怎么
办呢？旅馆的老板一看，每个客人有一个正整数号码，没有重复的也没有缺
少的，恰好和房号一样。老板说：这样吧，我们把 1 号房的客人转到 2 号
房，把 2 号房的客人转到 4 号房，把 3 号房的客人转到 6 号房……以此类
推，n 号房的人转到 2n 号房。

这样，所有奇数号的房间就空出来了。于是，1 号客人住 1 号房，2 号
客人住 3 号房，3 号客人住 5 号房，……以此类推，n 号客人入住 2n − 1

号房。这样，所有的客人都顺利入住了。

以上的情况似乎有点违反我们的直觉。集合 {2, 3, 4, · · · }和 {2, 4, 6, · · · }
是 {1, 2, 3, · · · } 的真子集，但它们的势与 {1, 2, 3, · · · } 相等。这说明，无穷
集合的势，有着不同的性质。

为此，我们首先要定义无穷集合的势的关系。我们从“对消法”出发来
构思。“对消法”中，我们实际上在给两个集合的元素建立一一对应的关系。
每次从两个集合里分别“拿掉”的元素形成一一对应。如果一个集合“拿
光”的时候，另一个集合也“拿光”了，说明我们给两个集合的元素建立了
一一对应的映射，也就是双射。
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如果一个集合“拿光”的时候，另一个集合还有“剩余”，就说明我们无
法在两个集合的元素之间建立双射。我们可以从前一个集合出发，建立到
后一个集合的单射；但无法从后一个集合出发，建立到前一个集合的单射。
这是因为后一个集合的元素太多了，总会有两个元素映射到同一个目标。

用这个思路，我们来定义无穷集合的势的关系。

定义 1.1.1. 设有集合 A 和 B。

• 如果存在 A 到 B 的双射，就说 A 和 B 的势相等，两者等势，记作
|A| = |B|。

• 如果存在从 A 到 B 的单射，就说 A 的势不大于 B 的势或 A 的势小
于等于 B 的势，记作 |A| ⩽ |B| 或 |B| ⩾ |A|。

• 如果存在从 A 到 B 的单射，但不存在 B 到 A 的单射，就说 A 的势
小于 B 的势，记作 |A| < |B| 或 |B| > |A|。

用这个定义，就可以理解无穷旅馆的例子。对于集合 {1, 2, 3, · · · } 和
{2, 3, 4, · · · } 来说，我们有双射 n 7→ n + 1，因此两者等势。对于集合
{1, 2, 3, · · · } 和 {2, 4, 6, · · · } 来说，我们有双射 n 7→ 2n，因此两者等势。

注意：

• 以上定义对有穷集合、无穷集合都成立，也就是说，上面的 A、B 分
别可以是有穷、无穷集合。

• 对于有穷集合 A、B，这个定义与有穷集合的势的定义是兼容的。
• 无穷集合的势不是数。我们沿用有穷集合的记法，把无穷集合 A的势
记作 |A|。但 |A| 并不是任何数。无穷集合的势不能参与四则运算。

• 同样地，当我们写 |A| ⩽ |B|、|A| = |B| 的时候，里面的等号和不等
号也不能按数的相等、不等关系来理解。但在一定条件下，它们的性
质和数的相等、不等关系是一样的（具体参见附录 A）。

思考 1.1.1.
1. 请用满射代替单射，定义无穷集合的势的关系。
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2. 能否给无穷集合的势定义四则运算？

习题 1.1.1.
1. 以下集合的势是多少？
1.1. {一年中的月份}。
1.2. {100以内的素数}。
1.3. {S的所有子集}，其中 |S| = 7。
1.4. {(x, y, z) | 0 ⩽ x, y, z ⩽ 3, x+ 2y + z ⩽ 8, x, y ∈ Z}。
2. 证明：把有穷集合的势定义为元素的个数，这样的定义，满足定义

1.1.1 中势的关系。
3. 证明：有穷集合的势总小于无穷集合的势。
4. 证明，如果集合 A 是 B 的子集，那么 |A| ⩽ |B|。
5. 证明：定义 1.1.1 中集合的势相等的关系，是一种等价关系，即满

足：

• 自返性：任意集合 A 的势等于自己：|A| = |A|。
• 对称性：若 |A| = |B|，则 |B| = |A|。
• 传递性：若 |A| = |B|，|B| = |C|，则 |A| = |C|。

6. 证明：如果集合 A、B 满足 |A| < |B|，那么 |A| = |B| 不成立。

1.2 常见无穷集合的势

常见的无穷集合有：自然数集 N、正整数集 Z+、整数集 Z、有理数集
Q、实数集 R 等等。下面来看一些无穷集合的势的关系。

容易看出，|N| = |Z+|，两者间的关系可以用双射 n 7→ n+ 1 确立。而
双射 n 7→ −n 可以说明 |Z+| = |Z−|，所以 |N| = |Z−|。
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考虑以下把整数映射到自然数的映射：

f, n 7→

{
2n 如果n ⩾ 0

−2n− 1 如果n < 0

也就是：
0 −1 1 −2 2 −3 3 · · ·
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ · · ·
0 1 2 3 4 5 6 · · ·

它把所有自然数对应到偶数，把所有负整数对应到奇数。

不难验证，映射 f 是单射。这是因为，给定两个正整数 m 6= n，如果
m,n ⩾ 0，那么 f(m) = 2m 6= 2n = f(n)；如果 m,n < 0，那么 f(m) =

−2m − 1 6= −2n − 1 = f(n)。如果 m,n 一个小于 0，一个大于等于 0，那
么 f(m) 和 f(n) 奇偶性不同。综上所述，总有 f(m) 6= f(n)。

同时，映射 f 也是满射，因为任何偶数 n 都是整数 n
2
映射的结果，任

何奇数 n 都是整数 −n+1
2
映射的结果。

f 既是单射也是满射，因此是双射。我们在自然数集 N 和整数集 Z 之
间建立了双射 f，这说明 |N| = |Z|。

考虑平面所有坐标是自然数的点的集合：N2 = {(x, y) | x, y ∈ N}。N2

的势与 N 的势关系如何呢？

我们希望找出一种按顺序数出 N2 中所有点的数数方法。这样，把 0映
射到数数中的第一个点，把 1 映射到数数中的第二个点，等等，就得到从
N 到 N2 的映射。这个映射如果是双射，那么 N2 的势就等于 N 的势。

考虑这样的数数方法：把点的横坐标和纵坐标加起来。从和最小的点
开始数起，逐步增大。对于和相等的点，则按照横坐标，从小数到大。也就
是按照图中箭头的方法来数数。这样的数法，可以不重复不遗漏地数遍 N2

所有的点。

相应地，把自然数 n 映射到这个数法的第 n + 1 个点，这样的映射就
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按照箭头方向，可以不重复不遗漏数遍 N2 中所有的点

是双射。因此，按前面的推理，我们得到结论：

|N2| = |N|.

类似地，考虑正有理数集 Q+。对有理数 r，将它写成既约分数，考虑
分子分母之和。从和最小的开始数起，逐步增加。如果某些有理数按以上方
法得到的和相等，就把它们按分子从小到大排列，从分子最小的数起。这
样，我们就得到了一种不重复不遗漏数遍所有正有理数的方法：

1

1
→ 1

2
→ 2

1
→ 1

3
→ 3

1
→ 1

4
→ 2

3
→ 3

2
→ 4

1
→ · · ·

这表明 Q+ 的势等于 Z+ 的势，从而等于 N 的势。

|Q+| = |N|.

最后，考虑把 N 映射到 Q+ 的双射 f。考虑以下映射：

g : r 7→


0 如果r = 0

f(r) 如果r > 0

−f(−r) 如果r < 0

g 把所有整数映射为有理数。由于 f 是双射，容易证明 g 也是双射。因此
我们有 Z 到 Q 的双射，这说明 Q 的势等于 Z 的势，从而等于 N 的势。

|Q| = |Z| = |N|.
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习题 1.2.1.
1. 给定数集 A 和正整数 k ⩾ 2，定义由 k 个 A 中元素构成的有序数

组的集合为：

Ak = {(a1, a2, · · · , ak) | a1, a2, · · · , ak ∈ A}.

1.1. 考虑 A = N 的情况。考虑 Nk 中的有序数组 (a1, a2, · · · , ak) 中的
k 个数的和。记所有和等于自然数 p 的有序数组构成的集合为 Sp。证明：
所有的 Sp 构成 Nk 的分划。

1.2. 给定正整数 k ⩾ 2，考虑 Nk+1 和 Nk 按上一问构成的分划。如果
|Nk| = |N|，证明：可以给出一种不重复不遗漏数遍 Nk+1 的方法。

1.3. 用归纳法证明：对任何正整数 k ⩾ 2，|Nk| = |N|。
1.4. 证明：|Zk| = |N|。
2. 证明：N 的子集要么有限，要么和 N 等势。
3. 证明：如果 |A| = |B| = |N|，那么 |A ∪B| = |N|。

1.3 可数和不可数

上一节中，我们研究了一些常见数集的势。很多貌似比自然数集 N“大
得多”的数集，都和 N 等势。那么，是否有比 N“更大”的数集呢？

考虑只由 0, 1 构成的数列。我们把所有这样的数列构成的集合记为：

2N =
{
{an}n∈N | ∀n ∈ N, an ∈ {0, 1}

}
.

下面我们证明：
|N| < |2N|

也就是说，存在 N 到 2N 的单射，但不存在 2N 到 N 的单射。

首先，考虑映射：把自然数 n 对应到第 n+1 项为 1，其他项都是 0 的
数列。这个映射显然是单射，因此存在 N 到 2N 的单射。
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如何证明不存在 2N 到 N 的单射呢？我们用反证法证明。

假设存在 2N 到 N 的单射 f，则 2N 所有元素经过映射得到的集合是 N
的无穷子集，因而和 N 等势。也就是说，我们可以假设 f 是满射，因而是
双射。因此，我们考虑它的逆映射 g。g 是把自然数映射到 2N 中元素的双
射。因此，我们可以把 2N 中的元素按数数的方式列出来：

0 7→ a0,0, a0,1, a0,2, · · · , a0,k, · · ·

1 7→ a1,0, a1,1, a1,2, · · · , a1,k, · · ·

2 7→ a2,0, a2,1, a2,2, · · · , a2,k, · · ·
... ...

n 7→ an,0, an,1, an,2, · · · , an,k, · · ·
... ...

其中 an,k 是 n 对应的数列中的第 k 项。现在考虑这么一个数列 W：它的
第 k 项就是 1 减去上面排列中 k 对应的数列的第 k 项。也就是说，如果该
项是 0，W 的第 k 项就是 1，如果该项是 1，W 的第 k 项就是 0。按定义，
W 的第 k 项一定不等于上面排列中第 k 行数列的第 k 项。

按照 g 的定义，W 肯定是某个自然数 m经过 g 得到的结果，因此，它
排在上面排列中的第 m行。但是，它的第 m项就是 am,m。然而按照 W 的
定义，它的第 m 项应该是 1− am,m，不等于 am,m。这就构成了矛盾。

因此，不存在 2N 到 N 的单射。

这样，我们得到了一个严格“大于”自然数集的集合。

以上结果说明：即便是无穷集合，也有“大小之分”。为此，我们要给
无穷集合做更精细的划分。注意到以上证明里，我们通过把 2N 中的元素用
数数的方式列出来，而导出了矛盾。这个矛盾说明了 2N 这样的集合的本质：
它是“不可数”的。

我们把自然数集这样可以用数数的方式列出来的集合（也就是与 N 等
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势的集合）称为可数集合或可列集合，而把 2N 这样的集合称为不可数集合
或不可列集合。而以上的推理说明，不可数集合总大于可数集合。

另一种说明的方法是引入幂集的概念。给定集合 S，我们把 S 所有的
子集构成的集合称为 S 的幂集。

对于有穷集合 S 来说，设它有 n 个元素，那么对于 S 的子集来说，由
于每个元素都可以属于或不属于这个子集，所以一共有 2n 种组成子集的方
式。即 S 有 2n 个子集，S 的幂集有 2n 个元素。我们知道 2n 总大于 n，所
以，有穷集合的子集个数总比元素个数多，幂集的势总大于集合的势。

S 是无穷集合时，我们也有类似的结论：

定理 1.3.1. 幂势定理 集合 S 的幂集的势大于 S 的势。

证明： 任何集合 S 到其幂集的单射显然存在，比如把 x ∈ S 对应到单元集
{x} ⊆ S 的映射。因此，只需证明：不存在 S 的幂集到 S 的单射。

使用反证法。假设有从 S 的幂集到 S 的单射 f，即对任意 A ⊆ S，都
有 a ∈ S 使得 f(A) = a。a 要么属于 A，要么不属于 A。

考虑 S 的子集：

B = {x ∈ S | ∀A ⊆ S, 只要f(A) = x, 那么x /∈ A}

按定义，f(B) ∈ S，记 f(B) 为 b。

由于 f 是单射，B 是 S 的子集中唯一经 f 映射到 b 的子集。如果
b /∈ B，那么它满足 B 的要求，因此 b ∈ B。

但若 b ∈ B，既然 B ⊆ S 使得 f(B) = b，按 B 的定义，应该有 b /∈ B。

无论如何，都有矛盾。这说明 f 不存在。

□
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考虑 N 的幂集，它的幂集和 2N 是一样大的。给定 A ⊆ N，构造这样
的数列 {an}：

∀n ∈ N, an =

1 如果n ∈ A

0 如果n /∈ A

N 的每个子集恰好对应一个由 0, 1 构成的数列。所以 2N 也用来指代 N 的
幂集。而幂势定理说明，|N| < |2N|。

不可数集合是否也有类似无限旅馆这样的现象呢？

对于可数集合，它的子集如果是无限的，就和它等势。换句话说，如果
从可数集合中去掉有限个元素，得到的子集和它等势。用不严谨的话来说，
这是由于有穷集合相比可数集合是“非常小”的，是可以忽略的。

这个关系在可数集合与不可数集合之间也有体现。

定理 1.3.2. 设 S 是不可数集合，它的子集 A 是可数集合，则 S 去除 A 中
元素得到的集合 S\A 与 S 等势。

证明： 首先用反证法证明 S\A 是不可数集合。S 是 A 与 S\A 的并集。如
果 A 和 S\A 都是可数集合，那么它们的并集 S 也是可数集合。矛盾！

接下来证明 |S\A| = |S|。考虑 S\A的可数子集 B，记 S\A去掉 B 中
元素得到的集合为 C，则 A、B、C 是 S 的分划，S = A ∪ B ∪ C。

注意到由于 S\A是不可数集合，B 是可数集合，所以 C 也是不可数集
合。另外，由于 A、B 是可数集合，所以 |A| = |B| = |N|，于是 |A∪B| = |N|。
因此，存在从 B 到 A ∪ B 的双射 g。

考虑映射：

f : x 7→

{
g(x) 如果x ∈ B

x 如果x ∈ C

则 f 是 S\A 到 S 的双射。因此 |S\A| = |S|。
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□

这说明，可数集合比起不可数集合，就和有穷集合相比可数集合一样，
是可以忽略的。

最后来看实数集 R。它是否可数呢？我们可以用证明 2N 类似的想法。

给定实数 x，我们可以将它写成小数的形式。如果 x 是有穷小数，就
在最后补上无穷多个 0。这样，每个实数都可以写成无穷小数。也就是说，
我们可以把每个实数对应到类似 0 到 9 组成的无穷数列。

假设 R可数，那么可以像前面的证明里那样，构造 N到 R的双射，把
所有实数依次排列出来。各个实数的小数部分就和 2N 里的数列一样。于是，
我们构造这样的实数 a，它的小数部分第 k 位数字和排第 k 位的实数的小
数部分第 k 位数字不一样。但另一方面，a也是某个正整数 m映射的结果。
因此按照定义，a 的小数部分第 m 位不能等于自己。矛盾！因此我们可以
得出结论：R 不可数。

实际上，我们可以严谨证明（参见附录 A）：R 和 2N 等势。

研究了常见的无穷数集的势，我们发现，目前我们所知的无穷集合有
两类。一类数集与自然数集 N 等势，是为可数集合。另一类与实数集 R 等
势。那么，是否有既不等势于 N，也不等势于 2N 的无穷集合呢？

根据幂势定理，2N 的幂集的势就比 2N 大，因此比 2N“更大”的无穷
集合是存在的。我们甚至可以用幂势定理构造一系列从小到大的无穷集合，
称为幂无穷列，记为 ℶ0、ℶ1、ℶ2、ℶ3 等等À。ℶ0 就是 N，ℶ1 是 2N，ℶ2 = 2ℶ1，
依此类推。举例来说，所有 R 到 R 的函数构成的集合就等势于 ℶ2。

另一方面，我们也可以把所有的无穷集合从小到大排列，称为全无穷
列。记为 ℵ0、ℵ1、ℵ2、ℵ3 等等Á。ℵ0 就是最小的无穷：N，而 ℵ1 是比 ℵ0

À读作“0 号幂无穷”、“1 号幂无穷”等等。
Á读作“0 号无穷”、“1 号无穷”等等。
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大的无穷之中最小的，ℵ2 又是比 ℵ1 大的无穷之中最小的，依此类推。

ℵ1 是否就是 ℶ1 呢？换句话说，N 和 R 之间是否还有别的无穷？这是
个困扰了数学家很久的问题。由于实数集是连续的，我们把这个问题称为
“连续统问题”或“连续统假设”。对这个问题的研究直接引发了对数学基础
推理框架的质疑。

1963 年，数学家证明了：在我们常见的推理框架内，“连续统问题”是
“独立的”，既不可能证明它成立，也不可能证明它不成立。从另一个角度来
说，不论“存在介于 N 和 2N 之间的无穷集合”还是“不存在介于 N 和 2N

之间的无穷集合”，都不会导致矛盾。

习题 1.3.1.
1. 证明：可数集合去除有限个元素后仍然是可数集合。
2. 证明：无理数集是不可数集合。
3. 证明：可数个两两不相交的有穷集合：{An}n∈N 的并集是可数集合。
4. 证明：有限个可数集合的并集是可数集合；可数个可数集合的并集

是可数集合；不可数集合的并集是不可数集合。
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日常生活、工程和科学研究中，我们关心事物的运动和变化。描述、衡
量、分析事物的运动和变化，是人类了解世界、科学进步的关键。17 世纪，
科学研究者发现了物体受力与运动变化的关系，建立了统一的力学理论，引
发了工业革命。20 世纪初，科学研究者提出了“光速不变”的假设，在此
基础上构建了相对论。这些革命性的进步，都离不开对运动本质的探索。而
对运动的深入研究，也促使了数学的发展。

数学中，我们用实变映射描述事物的运动和变化。具体来说，我们需要
研究的事物性质一些基本要素相关。这些基本要素，比如时间、物体的位
置、温度等等，我们认为是连续变化的，称为变量，用实数表示。于是，事
物的性质就是关于这些变量的映射。分析这些映射的性质，找到适合描述
实验数据的映射，是科学研究的重要部分。

2.1 函数在一点的变化

我们已经学习过用数学描述运动和变化。对于物体的运动，我们定义
了平均速度，描述运动的快慢。一般来说，我们使用变率来描述事物变化的
快慢。

19
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定义 2.1.1. 实变映射的变率 设 f 是定义在实数集上的映射，给定实数
t1 < t2，则 f 在 [t1; t2] 上的变率是：

f(t2)− f(t1)

t2 − t1
.

平均速度就是位移函数的变率。

使用平均速度，我们可以近似描述物体位置在一段时间里的变化。如
果把物体的运动看作关于时间 t 的函数，设物体的位移为函数 p(t)，那么，
在 (t1; t2) 的时间段里，物体的位移大致是：

p(t) ≈ p(t1) +
p(t2)− p(t1)

t2 − t1
(t− t1).

这里我们用一次函数代替了真实的位移函数 p。直观上，在区间 (t1; t2) 里，
我们用直线近似表示了函数 p(t) 的图像。

很多时候，我们希望对事物的变化有更好的理解。比如，我们可以测量
一秒内物体的位移，作为平均速度。但我们还想知道，如果把一秒换成更
短的 0.1 秒、0.01 秒，得到的结果会不会完全不同。此外，我们可以记录运
动物体在某个时刻的位移，但也希望能记录物体在该时刻的速度（或者其
他变化），以更好地理解运动的性质。甚至，我们发现物体受到的力与物体
运动速度的变率相关，也就是说，和物体位移的变率的变率相关。这时候，
我们希望能更精确地知道物体运动速度的性质，以研究它的变率。总之，我
们需要一个刻画物体在某个时刻“附近”变化快慢的量。

实践中，我们发现，对于大多数的运动物体，如果在同样条件下重复测
量平均速度，那么随着取的时间间隔越来越短，测得的平均速度会趋于某
个固定的值。这个现象让我们想到函数（在一点）的极限。因此，我们用极
限的概念来描述物体某个时刻“附近”变化的快慢。

我们可以定义物体在某个时刻 t0 的瞬时速度 v(t0)：

v(t0) = lian
t→t0

p(t)− p(t0)

t− t0
.
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它是 t 附近的平均速度的极限。正如数列的极限不一定等于数列自身的项，
瞬时速度作为变率的极限，描述了物体在该时刻运动的快慢，但它并非变
率，也不是运动。

对于一般的函数，我们也可以用这个方法描述它在一点变化的快慢。

定义 2.1.2. 给定在某一点 a 附近有定义的函数 f，如果当 x 趋于 a 时，f

在 a 到 x 的变率收敛到某个极限，就说函数 f 在 a 处可微。我们把这个极
限叫做函数 f 在点 a 处的微变率，简称微变，记作 ∂f(a)À。

∂f(a) = lian
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lian

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

比如，运动物体在某时刻的瞬时速度，就是它的位移函数在该时刻的
微变率。

v(t0) = ∂p(t0).

如何理解瞬时速度呢？上图是物体做直线运动时，位移关于时间的函
数的图像。横坐标表示时间 t，纵坐标表示物体的位移 p。我们希望了解物
体在 t0 时刻“附近”的运动情况。

从 t0 时刻起，经过固定时段 dt，物体的位移产生了变化：

dp = p(t0 + dt)− p(t0).

À函数 f 在点 a 处的微变率，一般记作 ∂f(a) 或 f ′(a)，在物理书籍中也常记作 ḟ(a)。
关于微变率的记法，可见附录 B。
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因此，这段时间内的平均速度 v(t0) 就是 dp 与 dt 的比值：

v(t0) =
dp
dt .

从图像来看，它是过函数两点构成的绿色直线的斜率。

使用平均速度，我们可以认为，在 t0 附近，物体大致在做速度为 v(t0)

的匀速运动，位移可以用一次函数近似表示：

p(t) ≈ p(t0) + v(t0)(t− t0)

直观来说，图中函数 p(t) 的图像曲线，在 t0 附近，可以用绿色直线近似表
示。

但是，要注意的是，平均速度 v(t0) 不仅仅与 t0 相关。对不同的 dt，
v(t0)是不同的。而瞬时速度 v(t0)的存在告诉我们，v(t0)会随着 dt缩小而
收敛。也就是说，绿色直线会逐渐收拢到过点 (t0, p(t0))、以 v(t0) 为斜率
的红色直线。我们称这条直线为函数图像在 t0 的切线。

使用瞬时速度 v(t0) 来近似描述 t0 附近的运动，物体的位移可以用一
次函数近似表示：

p(t) ≈ p(t0) + v(t0)(t− t0).

这样的表示和之前有什么不同呢？

首先，我们注意到，瞬时速度 v(t0) 只与 t0 相关，不需要用别的时刻 t

来计算。其次，我们可以证明，如果要用一次函数（也就是匀速运动）来近
似表示物体在 t0 附近的运动，瞬时速度 v(t0) 是“最好”的系数。

直观来说，如果用一条过 (t0, p(t0)) 点的直线近似表示物体位移的曲
线，那么对于 t0 附近的情况，斜率为 v(t0) 的直线是“最好”的。

为什么这么说呢？

假设我们用某个数 u 做系数，用这样的一次函数：

t 7→ p(t0) + u · (t− t0).
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来近似表示物体的位移。考虑 t0 附近的 t，实际的位移是 p(t)，近似的位移
是 p(t0) + u(t− t0)。因此近似误差为：

d(t) = |p(t)− p(t0)− u(t− t0)| .

这是一个关于 t 的函数。t 趋于 0 时，d(t) 趋于 0。

让我们来研究它趋于 0 有多快。我们这样来衡量：以 t 7→ t − t0 为参
照物，考虑 d(t) 和 |t− t0| 的比值：

d(t)

|t− t0|
=

∣∣∣∣p(t)− p(t0)− u(t− t0)

t− t0

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣p(t)− p(t0)

t− t0
− u

∣∣∣∣ .
如果这个比值在 t 趋于 t0 的时候的极限是 0，就说明只要 t 与 t0 足够近，
近似误差 d(t) 就可以比 t− t0 小得多。这就是说 d(t) 比 t− t0 收敛得更快。
如果比值不趋于 0，就说明 d(t) 并不比 t− t0 收敛得更快。

考虑这个比值在 t 趋于 t0 时的极限：

lian
t→t0

d(t)

|t− t0|
=

∣∣∣∣lian
t→t0

p(t)− p(t0)

t− t0
− u

∣∣∣∣ = |v(t0)− u|.

因此，这个比值趋于 0，当且仅当 v 等于瞬时速度 v(t0)。

换句话说，当且仅当 u = v(t0) 时，近似误差 d(t) 比 t − t0 收敛得更
快。只要 t 与 t0 足够近，近似误差就可以比 t− t0 小得多。而 v 取其他值
的时候，就没有这样的效果，近似误差至多和 t− t0 收敛得一样快。也就是
说，u = v(t0) 时，近似效果是最好的。在 t0 附近，用微变率作为系数的一
次函数和原来的函数最像。比如，我们取 t0 处的瞬时速度 v(t0) 作为 t0 附
近的“平均速度”，就比取其他的平均速度更能表现 t0 附近的运动。

一般来说，用微变率作为系数的一次函数：

t 7→ f(t0) + ∂f(t0) · (t− t0)

称为函数 f 在 t0 处的微直观。直观上，微直观就是函数 f 在 t0 处的切线，
是 t0 附近模拟 f 图像曲线的最佳直线。
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最后来看如何具体计算微变率。

从最简单的函数出发。常函数 x 7→ c 在任意点的微变都是 0。恒等函
数 x 7→ x 在任意点的微变都是 1。正比例函数 x 7→ cx 在任意点的微变都
是系数 c。以上的结论就由读者来证明。

对于稍微复杂一点的函数，我们一起来算一算。

例题 2.1.1.
1. 求函数 f : x 7→ x2 在点 x = 3 处的微变率。
2. 求函数 f : x 7→ 1

x
在点 x = 2 处的微变率。

3. 求函数 f : x 7→ (x− 1)3 在点 x = 1 处的微变率。

解答.
1. 按定义，f 在点 x = 3 处的微变率为：

∂f(3) = lian
h→0

f(3 + h)− f(3)

h

= lian
h→0

(3 + h)2 − 32

h

= lian
h→0

6h+ h2

h

= lian
h→0

(6 + h)

= 6.
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2. 按定义，f 在点 x = 2 处的微变率为：

∂f(2) = lian
h→0

f(2 + h)− f(2)

h

= lian
h→0

1
2+h

− 1
2

h

= lian
h→0

2−(2+h)
2(2+h)

h

= lian
h→0

− 1

2(2 + h)

= − 1

2(2 + lian
h→0

h)

= −1

4
.

3. 按定义，f 在点 x = 1 处的微变率为：

∂f(2) = lian
h→0

f(1 + h)− f(1)

h

= lian
h→0

h3 − 0

h

= lian
h→0

h2

= 0.

思考 2.1.1.
1. 在关于圆的章节中，我们定义：直线与圆恰有一个公共点，是为相

切，公共点为切点。这个定义与本节中切线的定义相同吗？是否有矛盾的地
方？

2. 函数在一点可微，是否需要在该点有定义？是否需要在该点有极限？
是否需要在该点连续？

习题 2.1.1.
1. 证明本节提到的关于常函数、恒等函数、正比例函数的微变率的结

论。
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2. 求以下函数在给定点处的微变率。
2.1. f : x 7→ x4 在点 x = 2 处的微变率。
2.2. f : x 7→ x2 − 3x+ 1 在点 x = 3 处的微变率。
2.3. f : x 7→ 1

1−2x
在点 x = −1 处的微变率。

3. 已知函数 f 在 a 点可微，证明：函数 f 在 a 点连续。
4. 我们这样定义函数 f 在 a 点左可微：函数 f 在 a 点左侧附近有定

义。如果当 x < a 趋于 a 时，f 从 a 到 x 的变率收敛到某个极限，就说函
数 f 在 a 点左可微，称该极限为 f 在 a 点的左微变率或左微变，记作：

∂−f(a) = lian
x→a−

f(x)− f(a)

x− a
= lian

x→a
x<a

f(x)− f(a)

x− a
.

4.1. 按照左可微的定义，定义右可微。
4.2. 证明：函数 f 在 a 点可微，当且仅当它在 a 处左可微且右可微，

且左右微变相等。这时 f 在 a 点的微变就是相等的左微变和右微变。
4.3. 考虑绝对值函数：f : x 7→ |x|。它在 0 处是否可微？
5. 已知函数 f 在 a 附近有定义，在 a 处可微，微变率大于零。证明：

存在 x1 < a < x2，使得 f(x1) < f(a) < f(x2)。
6. 已知函数 f 在点 a 处可微，证明以下函数在 a 处有极限：

x 7→ xf(a)− af(x)

x− a
.

7. 已知函数在包含 0 的开区间 I 上连续，并且有

lian
x→0

f(2x)− f(x)

x
= 0.

证明：f 在 0 处可微。

2.2 微变的运算法则

已知函数的表达式，如何具体计算它在一点的微变率呢？与函数在一
点的极限一样，我们可以从研究最简单的函数的微变率开始，通过四则运
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算得到更复杂的函数的微变率。为此，我们先来了解函数的运算与它（在一
点的）微变的关系。

首先来看加减法。给定函数 f、g 和实数 a。设 f、g 在 a处可微，微变
率为 ∂f(a)、∂g(a)。来看 f + g、f − g 在 a 处是否可导，为此，研究 f ± g

变率的极限：

lian
x→a

(f ± g)(x)− (f ± g)(a)

x− a
= lian

x→a

(
f(x)− f(a)

x− a
± g(x)− g(a)

x− a

)
= lian

x→a

f(x)− f(a)

x− a
± lian

x→a

g(x)− g(a)

x− a

= ∂f(a)± ∂g(a)

由此可见，f + g、f − g 在 a 处也可微，微变率分别是 ∂f(a)、∂g(a) 的和
与差。

∂(f ± g)(a) = ∂f(a)± ∂g(a)

接下来看乘法。同样地，研究 f · g 变率的极限：

lian
x→a

(f · g)(x)− (f · g)(a)
x− a

= lian
x→a

f(x) · g(x)− f(a) · g(x) + f(a) · g(x)− f(a) · g(a)
x− a

= lian
x→a

(
g(x) · f(x)− f(a)

x− a
+ f(a) · g(x)− g(a)

x− a

)
= lian

x→a
g(x) · lian

x→a

f(x)− f(a)

x− a
+ f(a) · lian

x→a

g(x)− g(a)

x− a

= g(a) · ∂f(a) + f(a) · ∂g(a)

可以看到，f · g 在 a 处可微。不过，它的微变率并不是 ∂f(a)、∂g(a) 的乘
积。

∂(f · g)(a) = g(a) · ∂f(a) + f(a) · ∂g(a)
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再来看除法。研究 f ÷ g 变率的极限À：

lian
x→a

(f ÷ g)(x)− (f ÷ g)(a)

x− a
= lian

x→a

f(x)
g(x)

− f(a)
g(a)

x− a

= lian
x→a

1

g(x)g(a)
· f(x)g(a)− f(a)g(x)

x− a

=
1

lian
x→a

g(x)g(a)
· lian
x→a

f(x)g(a)− f(a)g(a)− (f(a)g(x)− f(a)g(a))

x− a

=
1

g(a)2
·
(
g(a) · lian

x→a

f(x)− f(a)

x− a
− f(a) · lian

x→a

g(x)− g(a)

x− a

)
=

g(a) · ∂f(a)− f(a) · ∂g(a)
g(a)2

可以看到，f ÷ g 在 a 处可微。不过，和函数乘法一样，它的微变率并不是
∂f(a) 除以 ∂g(a) 的商。

∂(f ÷ g)(a) =
g(a) · ∂f(a)− f(a) · ∂g(a)

g(a)2

综上可见，函数的四则运算的微变，并不是简单地把函数的微变作四
则运算。下面来看更复杂一点的，复合函数的微变率。

设 f、g 是定义在实数集上的函数，a 为实数。g 在 a 处可微，微变率
为 ∂g(a)；f 在 g(a) 处可微，微变率为 ∂f(g(a))。那么复合函数 f ◦ g 是否
在 a 处可微呢？

来看 f ◦ g 在 a 处变率的极限：

lian
x→a

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(a)
x− a

= lian
x→a

(
f(g(x))− f(g(a))

x− a
· g(x)− g(a)

g(x)− g(a)

)
= lian

x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)
· lian
x→a

g(x)− g(a)

x− a

= ∂f(g(a)) · ∂g(a)

À和以往一样，为了让 f ÷ g 在 a 处有定义，这里需要假设 g(a) 6= 0。
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上面推导中，我们从 lian
x→a

f(g(x))−f(g(a))
g(x)−g(a)

算出 ∂f(g(a))，是因为 g 在 a 处可
微，从而连续，因此 x 趋于 a 时，g(x) 趋于 g(a)。因此，把 g(x) 整体看作
变化量，

lian
x→a

f(g(x))− f(g(a))

g(x)− g(a)
= lian

t→g(a)

f(t)− f(g(a))

t− g(a)

= ∂f(g(a))

综上，复合函数 f ◦ g 在 a 处可微，微变率为：

∂(f ◦ g)(a) = ∂f(g(a)) · ∂g(a)

如果是多个函数的复合，比如三个函数 f、g、h，那么可以算出，上式变为：

∂(f ◦ g ◦ h)(a) = ∂f(g(h(a))) · ∂g(h(a)) · h(a).

多次复合的微变是各次复合的微变的乘积，仿佛链条一样。这个结果被形
象地称为“链式法则”。

最后来看反函数的微变率。设 f 是定义在实数集上的函数，a 为实数，
f 在 a 处可微，微变率为 ∂g(a)。f 在 a 附近有反函数 g，即对 a 附近的 x，
总有 f(g(x)) = g(f(x)) = x。g(f(a)) = a。那么反函数 g 在 f(a) 处是否可
微呢？

假设 g 在 a 处可微。考虑 f ◦ g，它是恒等函数，恒等函数在任意点的
微变率是 1。因此，根据链式法则，我们有：

1 = ∂(g ◦ f)(a) = ∂g(f(a)) · ∂f(a)

也就是说，

∂g(f(a)) =
1

∂f(a)

g 在 f(a) 处的微变率是 ∂f(a) 的倒数。这要求 ∂f(a) 不能为零。
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假设 ∂f(a) 不为零，计算 g 在 f(a) 处变率的极限：

lian
x→f(a)

g(x)− g(f(a))

x− f(a)

= lian
x→f(a)

g(x)− a

x− f(a)

= lian
g(x)→a

g(x)− a

f(g(x))− f(a)

=
1

lian
g(x)→a

f(g(x))−f(a)
g(x)−a

=
1

∂f(a)

上面推导中，我们用到了反函数的连续性：f 在 a 处连续，因此 g 在 f(a)

处连续。因此 x 趋于 f(a) 时，g(x) 趋于 g(f(a))，也就是 a。

例题 2.2.1.
1. 求以下函数在给定点处的微变率。
1.1. f : x 7→ (x+ 1)(3x− 4) 在点 x = 2 处的微变率。
1.2. f : x 7→ x−1

2x2−x+1
在点 x = 1 处的微变率。

1.3. f : x 7→ (2x− 1)3 在点 x = −1 处的微变率。

解答.
1. 应用函数乘法的求微法则：

∂f(2) = ∂(x+ 1)(2) · (3 · 2− 4) + ∂(3x− 4)(2) · (2 + 1)

= 1 · (3 · 2− 4) + 3 · (2 + 1)

= 6 + 9 = 15

其中 ∂(x + 1)(2) 表示函数 x 7→ x + 1 在 x = 2 处的微变率。∂(3x − 4)(2)

同理。
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2. 应用函数除法的求微法则：

∂f(1) =
∂(x− 1)(1) · (2 · 12 − 1 + 1)− ∂(2x2 − x+ 1)(1) · (1− 1)

(2 · 12 − 1 + 1)2

=
1 · 2− 3 · 0

22

=
1

2

3. 应用复合函数的求微法则（链式法则）：

∂f(−1) = ∂(x3)(2 · (−1)− 1) · ∂(2x− 1)(−1)

= 3 · (−3)2 · 2

= 54

思考 2.2.1.
1. 在函数的除法和反函数的求微法则中，都有要求取值不为零的情况。

请对应函数图像，给出这些要求的直观解释。
2. 对比函数在一点的极限，函数在一点微变率的运算法则有什么不同？

你觉得为什么会有这样的不同。
3. 对于把实数变量映射到向量的映射，能否定义在某个实数 t 的微变

率？如何在直观上解释你定义的微变率？
4. 对于把向量映射到向量的映射，也就是点映射，能否定义在某个点

的微变率？如何在直观上解释你定义的微变率？

习题 2.2.1.
1. 求以下函数在给定点处的微变率。
1.1. f : x 7→ (2x− 1)(x− 4)(x2 + 3) 在点 x = 2 处的微变率。
1.2. f : x 7→ (x+1)(x2+1)

x3−2x+3
在点 x = 1 处的微变率。

1.3. f : x 7→ (2x− 1
x+1

)5 在点 x = 0 处的微变率。
2. 函数 x 7→ x

1
3 在 x = 0 处是否可微？

3. 考虑以下函数：

f : x 7→

{
x 如果x为有理数
−x 如果x为无理数
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3.1. 证明：f 在 x = 0 处可微。
3.2. 证明：f 在 x = 1 处不可微。
3.3. 找出 f 所有可微的点，并给出证明。

2.3 常见函数的微变

使用上一节中的结论，我们来研究一些较为复杂的常见函数的微变。

首先来看整式函数的微变。给定整式：a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n，其
中 a0, a1, · · · , an 是整式的系数。它是一系列单项式 xk 乘以系数后相加的
结果。因此，我们可以先研究形如 xk 的单项式。

给定自然数 k，x 7→ xk 是 k 个 x 的乘积。对于 k = 0、k = 1 的情况，
我们已经知道对应的微变：

∀ a, ∂(x0)(a) = 0, ∂(x1)(a) = 1

k > 1 时，根据函数乘法的求微法则，

∂(xk+1)(a) = ∂(xk · x)(a) = ∂(xk)(a) · a+ 1 · ak.

用归纳法可以证明：

∀k ∈ Z+, a ∈ R, ∂(xk)(a) = kak−1.

因此，我们可以得出一般整式函数的微变：

∀a, ∂(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nana
n−1.

接下来看幂函数 xr 的微变。对自然数 k，函数 x 7→ x
1
k 是单项式函数
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x 7→ xk 的反函数，所以根据反函数的求微法则：

∂(x
1
k )(a) =

1

∂(xk)(a
1
k )

=
1

ka
k−1
k

=
1

k
a

1
k
−1

要注意的是，这里用到了反函数的求微法则，所以，根据对应的要求，a 不
能为 0。a = 0 时，函数不可微。

对于 r = p
q
为非零有理数时，函数 x 7→ xr 可以看作函数 x 7→ x

1
q 与函

数 x 7→ xp 的复合函数，因此，根据复合函数的求微法则：

∂(x
p
q )(a) = ∂(xp)(a

1
q ) · ∂(x

1
q )(a)

= p · a
p−1
q · 1

q
· a

1
q
−1

=
p

q
a

p
q
−1

综上可知，对非零有理数 r，如果函数 x 7→ xr 在点 a > 0 的微变为：

∂(xr)(a) = rar−1.

再来看三角函数的微变。我们需要用到之前的结论：

lian
x→0

sinx

x
= 1.

对于正弦函数 sin，计算变率的极限：

∂ sin(a) = lian
h→0

sin (a+ h)− sin a

h

= lian
h→0

sin a cosh+ cos a sinh− sin a

h

= sin a · lian
h→0

cosh− 1

h
+ cos a · lian

h→0

sinh

h
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这里我们要计算两个极限，第二个极限可以直接使用上面的结论，结果是
1。对于第一个极限，我们把分子转化为关于 sin 的表达式。

lian
h→0

cosh− 1

h
= lian

h→0

cos2 h− 1

h(cosh+ 1)

= −lian
h→0

sinh

h
· lian
h→0

sinh

cosh+ 1

= −1 · 0

1 + 1
= 0.

因此，正弦函数 sin 在一点 a 的微变为：

∂ sin(a) = cos a

类似地，可以计算余弦函数 cos 的微变。变率的极限：

∂ cos(a) = lian
h→0

cos (a+ h)− cos a
h

= lian
h→0

cos a cosh− sin a sinh− cos a
h

= cos a · lian
h→0

cosh− 1

h
− sin a · lian

h→0

sinh

h

= cos a · 0− sin a · 1 = − sin a

余弦函数 cos 在一点 a 的微变为：

∂ cos(a) = − sin a

正切函数 tan 可以看作正弦函数和余弦函数的比值，因此，它在一点
a 的微变为：

∂ tan(a) = ∂

(
sin
cos

)
(a)

= (
∂ sin(a) · cos a− ∂ cos(a) · sin a

cos2 a

=
cos2 a+ sin2 a

cos2 a
=

1

cos2 a.
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正切函数 cos 在一点 a 的微变为：

∂ tan(a) = 1

cos2 a

余切 cot 是正切的倒数，使用求微法则可知，余切函数在一点 a 的微
变为：

∂ cot(a) = − 1

sin2 a

最后来看指数函数。给定底数 c > 1，指数函数 x 7→ cx 是连续函数，计
算它在一点 a 的微变：

∂(cx)(a) = lian
h→0

ca+h − ca

h

= calian
h→0

ch − 1

h

= ca · ∂(cx)(0)

可以看到，如果指数函数在 0 处可微，那么它在任意点处可微，且微变率
是函数值与函数在 0 处微变率的乘积。

于是，我们来研究指数函数在 0处的微变。对于不同的底数 c1、c2，有：

ch2 = c
log c2
log c1

·h
1 .

因此，

lian
h→0

ch2 − 1

h
= lian

h→0

c
log c2
log c1

·h
1 − 1

h

=
log c2
log c1

· lian
h→0

c
log c2
log c1

·h
1 − 1
log c2
log c1

· h

=
log c2
log c1

· lian
t→0

ct1 − 1

t

也就是说，如果底数 c1 的指数函数在 0 处可微，那么底数 c2 的指数函数
在 0 处也可微，并且两个微变率只差一个乘法系数。
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考虑通项公式如下的数列 {en}：

∀n ∈ Z+, en =

(
1 +

1

n

)n

.

可以证明，数列 {en} 有极限 e，而 e 满足（见附录 B）：

lian
t→0

et − 1

t
= 1.

因此，对任意底数 c，指数函数 x 7→ cx 在 0 处可微，微变率是：

lian
h→0

ch − 1

h
= loge c.

从而，指数函数 x 7→ cx 在 a 处的微变率为：

∂(cx)(a) = ca · loge c.

指数函数在任一点的微变率与它在该点的值成正比，比值是以 e 为底
数的对数 loge c。

特别来说，以 e 为底数时，指数函数 f : x 7→ ex 在任一点的微变率等
于它在该点的值。

∂f(a) = ea = f(a).

对数函数是指数函数的反函数。因此，可以用反函数的求微法则，求出
对数函数的微变。

∂ logc(a) =
1

∂(cx)(logc a)

=
1

clogc a · loge c
=

1

a · loge c

对数函数在定义域中任一点的微变率与它在该点的值成反比。

同样，如果底数为 e，那么对数函数在任一点的微变率等于它在该点的
值的倒数。

∂ loge(a) =
1

a
.
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为此，我们把以 e 为底数的对数函数称为自然对数，记作 ln。而 e 也叫做
自然对数的底数，简称自然底数。以 e 为底数的指数函数称为自然指数。

例题 2.3.1.
1. 求以下函数在给定点处的微变率。
1.1. f : x 7→ sin (2x− 7) 在点 x = 2 处的微变率。
1.2. f : x 7→ log2

(
x+1
x−1

+ sin(x)
)
在点 x = 2 处的微变率。

1.3. f : x 7→ 32x−
1

sin x+2 在点 x = −1 处的微变率。

解答.
1. 应用复合函数的求微法则：

∂f(2) = ∂ sin(2 · 2− 7) · ∂(2x− 7)(2)

= cos (−3) · 2

= 2 cos 3

2. 应用复合函数的求微法则：

∂f(2) = ∂ log2

(
2 + 1

2− 1
+ sin 2

)
·
(
∂

(
x+ 1

x− 1

)
(2) + ∂ sin(2)

)
=

1

loge 2
(
2+1
2−1

+ sin 2
) · (− 2

(2− 1)2
+ cos 2

)
=

cos (2)− 2

ln 2 · (3 + sin 2)

3. 应用复合函数的求微法则：

∂f(−1) = ∂(3x)(2 · (−1)− 1

2 + sin−1
) ·
(
∂(2x)(−1)− ∂

1

sinx+ 2
(−1)

)
= ln 3 · 3−2− 1

2−sin 1 ·
(
2− −1

(sin (−1) + 2)2
· cos (−1)

)
=

ln 3

32+
1

2−sin 1

·
(
2 +

cos 1
(2− sin 1)2

)
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习题 2.3.1.
1. 求以下函数在给定点处的微变率。
1.1. f : x 7→ cos (3− 5x) 在点 x = 2 处的微变率。
1.2. f : x 7→ 2

(3−x) log2(x2+1)+ sin(x)
1+x2 在点 x = 1 处的微变率。

1.3. f : x 7→ (tan2 x− e
1

1−x )5−ln(3−x) 在点 x = 0 处的微变率。
2. 求反正弦函数 arcsin 和反余弦函数 arccos 在一点 a 的微变。
3. 从结论

lian
x→0

ex − 1

x
= 1

出发，证明：

lian
x→0

ln (1 + x)

x
= 1.

4. 证明：对任意非零实数 r，任意实数 a > 0，幂函数 x 7→ xr 在 a > 0

处可微，微变率为 rar−1。
5. 设有函数

f : x 7→

{
x sin 1

x
如果x 6= 0

0 如果x = 0

5.1. 证明：函数 f 在 0 处连续。
5.2. 证明：函数 f 在 0 处不可微。

2.4 微变函数

从前面几节可以看出，常见的显式函数，在定义域中大致可微。因此，
我们可以引入微变函数的概念：

定义 2.4.1. 微变函数
如果函数 f 在集合 D 中各点都可微，那么在 D 上可以定义它的微变函数：

∂f : x 7→ ∂f(x).

f 的微变函数把 x 映射到 f 在 x 处的微变率。
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许多显式函数，其微变函数仍然是常见的显式函数。

整式函数、分式函数的微变函数仍然是整式函数、分式函数。正弦函
数、余弦函数的微变函数分别是余弦函数、正弦函数。正切、余切函数的微
变函数仍然是三角函数。幂函数、指数函数的微变函数仍然是幂函数、指数
函数。而对数函数的微变函数是反比例函数。

通过微变函数，我们可以讨论关于函数整体变化的一些性质。

定理 2.4.1. 微变零值定理 如果函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续，在开区间
(a; b) 上可微，并且 f(a) = f(b)，那么，存在一点 t ∈ (a; b)，使得

∂f(t) = 0.

这个定理让我们看到了“微变为零”的直观意义。函数在一点微变为
0，那么它在这一点的切线是水平的。也就是说，在这点附近的最佳近似直
线是水平直线。函数曲线在这点附近几乎是水平的。

函数满足 f(a) = f(b)，于是会在某处附近变得水平。

那么，函数曲线怎样的情况下会变得水平呢？一种情况就是“掉头”，
即函数从左到右逼近这一点时，函数值不断变大，但过了这一点，就不断变
小了。或者反过来，从左到右逼近这一点时，不断变小，但过了这一点，就
不断变大了。
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也就是说，函数在这一点附近达到局部的极大值或极小值时，会变得
水平。

对于定理中提到的函数 f，我们知道 f(a) = f(b)。也就是说，把 a 看
作起点，把 b 看作终点，那么函数经历了一段变化后，函数值又回到了起
始的水平。那么，直觉上，要么函数值一直不变，要么总有“掉头”的一刻。
比如说，如果函数值一开始不断变大，那么，为了在终点变回原值，一定要
在某一点“掉头”变小。而该点就是微变为 0 的点。

要注意的是，这样的情形之所以存在，是因为函数满足“在闭区间 [a; b]

上连续，在开区间 (a; b) 上可微”的条件。否则，我们想象中的“不断变
大”、“掉头”都有可能因为函数“跳跃”、“突转”而不存在。

下面给出定理的证明：

证明： 记 f(a) = f(b) = v。如果 f 在 [a; b] 上恒等于 v，那么任意挑选
(a; b) 中一点即可。

否则，由于 f 在 [a; b] 上连续，根据闭区间极值定理，f 在区间上有极
大值 v大 和极小值 v小。而这两个值不全等于 v。不妨设极大值 v大 不等于
v。设 v大 = f(t)，则 t ∈ (a; b)。

考虑 t 附近的变率：
f(x)− f(t)

x− t
.

由于 f 在 t 处有极大值，所以总有 f(x) ⩽ f(t)。因此，x < t 时，变率大
于等于 0；x > t 时，变率小于等于 0。∂f(t) 是 x 趋于 t 时，该变率的极
限。根据极限传递不等关系的性质，变率在该点的左极限大于等于 0，右极
限小于等于 0。而 f 在该点可微，因此左极限等于右极限，故都等于 0。

这就说明，∂f(t) = 0。 □

我们研究的函数，不一定能满足 f(a) = f(b) 的条件。不过，我们可以
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用一点技巧，把这个结论拓展到更一般的情况。

定理 2.4.2. 微变中值定理 如果函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续，在开区间
(a; b) 上可微，那么，存在一点 t ∈ (a; b)，使得

∂f(t) =
f(b)− f(a)

b− a
.

去掉了 f(a) = f(b) 的条件，相当于允许函数在该段区间有一个整体的
变化趋势。我们可以把这个整体的变化趋势用变率表示：k = f(b)−f(a)

b−a
。而

中值定理告诉我们，区间中有一点，函数在其附近的变化趋势和整体趋势
一样。

可以把 f(a) 6= f(b) 视为考虑了整体变化的趋势。

如果令 f(a) = f(b)，那么 k = 0，这时我们得到微变零值定理。如何把
一般情况变为这种特殊情况呢？我们可以用过 f 在区间两端点的直线，大
致描述函数的整体变化趋势：

y = f(a) + k(x− a).

x = a 时，y = f(a)，x = b 时，y = f(b)。那么，在函数中“剔除”这个趋
势即可。

我们把函数“拆分”成两部分，一部分描述整体趋势，一部分描述函数
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在其中的“内部变化”。

f(x) = f(a) + k(x− a) + g(x).

其中 g 的定义就是 g(x) = f(x)− f(a)− k(x− a)。

那么，f(a)+k(x−a)就是 f 的趋势部分，g 就是内部变化部分。g(a) =
g(b) = 0。g 也在闭区间 [a; b] 上连续，在开区间 (a; b) 上可微。对 g 运用微
变零值定理可知，存在 t ∈ (a; b)，使得 ∂g(t) = 0。然而，∂g = ∂f − k。也
就是说，∂f(t)− k = 0，即：

∂f(t) = k.

于是我们找到了满足要求的 t，微变中值定理成立。

以上推理过程中，我们看到了函数变化和微变函数的关系。函数的单
调性也能用微变描述。

定理 2.4.3. 微变单调定理 如果函数 f 在区间 I 上可微，那么 f 在 I 上单
调递增（递减），当且仅当它在 I 上的微变总大于等于（小于等于）零。

证明： 如果 f 在 I 上单调递增，那么变率总大于等于 0，因此微变作为变
率的极限也总大于等于 0。

同理，f 在 I 上单调递减，那么微变总小于等于 0。

反之，如果 f 在 I 上的微变总大于等于 0，那么，对于 I 中任意两点
a < b，根据微变中值定理，总有 c ∈ (a; b) 使得：

f(b)− f(a) = ∂f(c) · (b− a).

而等式右边的项都大于等于 0，所以 f(b) ⩾ f(a)。这说明 f 在 I 上单调递
增。

同理，如果 f 在 I 上的微变总大于等于 0，那么 f 在 I 上单调递减。
□
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思考 2.4.1.
1. 微变零值定理中，如果去掉“在 (a; b) 上可微”，结论是否还成立？

如果不成立，举一个反例。
2. 微变单调定理中，如果要使得 f 在 I 上严格单调递增（递减），需

要什么条件？
3. 函数在一点微变率为 0，是否说明该点是 f 在附近局部的极小值或

极大值？

习题 2.4.1.
1. 证明：每个整式函数都是某个函数的微变函数。
2. 已知函数 f 为：

f : x 7→ sinx+ cosx
2 + cos2 x− sinx

.

证明：对任意实数 a，f 在区间 (a; a+ 2π) 上总有一处微变为 0。
3. 设函数 f、g 在区间 [a; b] 上连续，在 (a; b) 上可微。g(a) 6= g(b)，且

f、g 在任一点的微变率不同时为 0。
3.1. 设 kf 为 f 从 a 到 b 的变率，kg 为 g 从 a 到 b 的变率，作函数：

h : x 7→ kg · (f(x)− f(a))− kf · (g(x)− g(a))

证明：h 在区间 [a; b] 上连续，在 (a; b) 上可微，且 h(a) = h(b) = 0。
3.2. 证明：存在 t ∈ (a; b)，使得：

∂f(t)

∂g(t)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

4.1. 证明：

∀x > 0,
1

x+ 1
< ln (x+ 1)− lnx <

1

x
.

4.2. 证明：函数 f : x 7→
(
1 + 1

x

)x 在 (0;∞) 上单调递增，函数
g : x 7→

(
1 + 1

x

)x+1 在 (0;∞) 上单调递减。（提示：考虑复合函数 ln f 和
ln g。）
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4.3. 证明：x 趋于正无穷时，函数 f、g 有极限，并给出这个极限的值。
4.4. 设数列 {vn}n∈N 的通项为：

∀ n ∈ N, vn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
.

证明：

ln (2n+ 1)− ln (n+ 1) < vn < ln (2n)− ln (n).

从而证明数列 {vn} 收敛，并给出它的极限。
5. 设有界函数 f 在实数集上可微，且它的微变函数 ∂f 在正无穷有极

限 c。证明：c = 0。（提示：使用反证法。）
6. 设函数 f 在 a 处可微，且微变 ∂f(a) 6= 0。
6.1. 证明：存在 h > 0，使得对区间 (a−h; a+h)中任意 x，f(x) = f(a)

当且仅当 x = a。
6.2. 如果函数 f 还在 a 附近可微，且微变函数 ∂f 在 a 处连续，证明：

存在 h > 0，使得 f 在区间上是单射。

2.5 多次微变

既然对可微的函数，可以定义它的微变函数，那么，如果微变函数仍然
可微，我们就可以继续定义它的微变函数。也就是说，只要条件允许，我们
可以定义函数的多次微变函数。

举例来说，正弦函数 sin 的微变函数是余弦函数 cos。而余弦函数 cos
的微变函数是 − sin。因此，我们可以说，正弦函数 sin 的二次微变函数是
− sin。对于一点 a，我们说正弦函数在 a 处二次可微，二次微变率为 sin a。

一般来说，我们可以这样定义：

定义 2.5.1. 多次微变
设函数 f 在区间 I 上可微。如果它的微变函数 ∂f 在 I 上仍然可微，就说
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f 二次可微。∂f 在 I 上的微变函数称为 f 的二次微变函数，简称二次微
变，记作 ∂2f。

依此类推，对正整数 k，如果 f 的 k 次微变函数 ∂kf 在 I 上仍然可微，
就说 f 是 k + 1 次可微的。∂kf 的微变函数称为 f 的 k + 1 次微变函数，
简称 k + 1 次微变，记作 ∂k+1f。

对于 I 中一点 a来说，如果 f 是 k 次可微的，且 ∂kf 在 a处可微，就
说 f 在 a 处 k + 1 次可微，微变率称为 f 在 a 处的 k + 1 次微变率。

如果对任意正整数 k，f 都是 k 次可微的，就说 k 无穷可微。

可以验证，前几节提及的显式函数，都是无穷可微的。因为它们的微变
总是由常见显式函数通过四则运算、复合、取反函数的方式组成。

比如，单项式函数 x 7→ xn 的 k 次微变为：

∂k(xn) =

{
x 7→ n(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k 如果k ⩽ n

x 7→ 0 如果k > n

指数函数 x 7→ ax 的 k 次微变为 x 7→ (ln a)kax。特别地，x 7→ ex 的任
意次微变都是自己。

正弦、余弦函数的多次微变和次数的奇偶性相关。

∀ n ∈ Z+,

∂2n−1 sin(x) = (−1)n−1 cosx, ∂2n sin(x) = (−1)n sinx,

∂2n−1 cos(x) = (−1)n sinx, ∂2n cos(x) = (−1)n cosx,

两个 k 次可微函数 f、g 的和与差，仍然是 k 次可微函数，其 k 次微
变函数为：

∂k(f ± g) = ∂kf ± ∂kg
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而它们的乘积也依然是 k 次可微函数，其 k 次微变函数为：

∂k(f · g) = ∂kf · g + C1
k∂

k−1f · ∂g + · · ·+ C i
k · ∂k−if · ∂ig + · · ·+ ·∂kg

=
k∑

i=0

C i
k∂

k−if · ∂ig

这个表达式和二项式的展开一样，因为函数乘积的微变就是（一次的）二项
式。

对于多次可微的函数，使用多次微变，可以给出类似微变中值定理的
结论。回顾微变中值定理，我们可以把它用来理解函数在一点附近的行为。
对于符合条件的函数 f，我们可以写出：

f(a+ h) = f(a) + ∂f(a+ t)h.

其中 0 < t < h。我们把 f 在 a 附近的函数值 f(a + h) 表达为关于 h 的一
次式，相比直接使用 a 处的微直观：

f(a+ h) ≈ f(a) + ∂f(a)h,

使用 ∂f(a+ t)可以得到精确的关系，但这时 h的系数是随着 h变化的。这
与我们用平均速度来近似一样。我们希望 h 的系数只与 a 有关。比如，如
果可以把 f(a+ h) 表示成：

f(a+ h) = f(a) + ∂f(a)h+ w2∂
2f(a+ t)h2,

其中 0 < t < h，w2 为常数系数。这样，我们就能具体地估计函数的微直观
与精确值的误差。当 h 很接近 0 的时候，h2 比 h 小得多，我们就可以忽略
这一项。

一般来说，如果 f 多次可微，我们希望能有这样的近似表达式：

f(a+h) = f(a)+∂f(a)h+c2∂
2f(a)h2+· · ·+cn∂

nf(a)hn+wn+1∂
n+1f(a+t)hn+1.

即用关于 h的多项式来近似表示 f(a+h)的值。其中 c2, · · · cn 是常数系数。
而 wn+1∂

n+1f(a+ t)hn+1 和 h 的 n+ 1 次方成正比，当 h 接近 0 时，就变
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成一个很小的误差项，比前面次数更低的项小得多。这样，我们就可以通过
关于 h 的多项式来估计 f(a+ h) 的值。

定理 2.5.1. 微变展开定理 设 n 为正整数。已知函数 f 在包含实数 a 的区
间 I 中 n+ 1 次可微，那么，对于 I 中另一个数 x，存在介于 a 与 x 之间
的数 c，使得下式成立：

f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂kf(a)

k!
(x− a)k +

∂n+1f(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

= Pn(x− a) + Yn(x− a).

上式称为 f 在 a 处的 n 次微变展开。其中 Pn 称为 f 在 a 处的 n 次微变
展开多项式，Yn 称为 f 在 a 处展开的 n 次余项。

这个定理可以通过多次使用微变零值定理和中值定理得到（见附录 B），
可以看作微变中值定理的增强版本。下面通过实际例子来看它的应用。

例题 2.5.1. 计算 sin π
36
的值，精确到小数点后 5 位。

解答. 观察正弦函数的图像，它在 0 到 π
2
上单调递增。 π

36
相对于 π

2
很小。

我们可以在 0 作多次微变展开，求 sin π
36
的近似值。

记 h = π
36
。由于正弦函数无穷可微，根据微变展开定理，把它在 0 处

作 n 次展开，可得：

sinh = sin 0 +
n∑

k=1

∂k sin(0)
k!

hk + Yn.

其中余项 Yn 为：

Yn =
∂n+1 sin(c)
(n+ 1)!

hn+1.

按题目要求，计算结果精确到小数点后 5 位。对此，我们希望使用前
面的多项式来计算近似值，而余项 Yn 就是近似误差。因此，我们要估计余
项的大小。
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正弦函数的多次微变要么是余弦函数，要么是正弦函数，至多相差一个
正负号，因此绝对值小于等于 1。h 的值大约在 0.08 到 0.1 之间，因此，h5

小于 10−5。考虑到余项中还有作为分母的 (n+1)!，我们可以尝试令 n = 3。
这时：

|Yn| =
∣∣∣∣∂n+1 sin(c)

(n+ 1)!
hn+1

∣∣∣∣
=

|∂4 sin(c)|
4!

|h|4

⩽ |h|4

4!

<
10−4

24
< 5 · 10−6.

具体计算可知， |h|4
4!

≈ 0.0000024。因此误差足够小。

接下来计算展开多项式 P3(h) 的值。

P3(h) = sin 0 +
cos(0)
1!

h1 − sin(0)
2!

h2 − cos(0)
3!

h3

= h− h3

6

≈ 0.08716.

实际上，sin π
36
的值约为 0.08715574，精确到小数点后 5 位为 0.08716。

因此近似计算结果是正确的。

一般来说，实践中，我们使用显式函数作为经验公式来描述、总结某些
实验现象。这时，如果显式函数多次可微，并且多次的微变大小可控（比如
上面的正弦函数），那么，通过合理估计余项的大小，我们可以把显式函数
的值用整式近似，从而简化计算。

思考 2.5.1.
1. 两函数的商的多次微变是否有规律？能否总结成统一的表达式？
2. 两函数的复合函数的多次微变是否有规律？
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3. 函数可微次数是否越多越“好”？可微次数多代表什么？无穷可微的
函数有什么“优点”？

习题 2.5.1.
1. 证明两函数乘积的多次微变公式。（提示：使用归纳法。）
2. 求以下函数的多次微变函数。
2.1. 求正切函数的 5 次微变函数。
2.2. 求幂函数 x 7→ xr 的 k 次微变函数。
2.3. 给定实数 a，求函数 x 7→ eax 的 k 次微变函数。
2.4. 求函数 x 7→ (ax2 + bx+ c)ex 的 k 次微变函数。
2.5. 求函数 x 7→ x2 lnx 的 k 次微变函数。
3. 证明：对任意正整数 n，函数 x 7→ xne 1

x 的 n+ 1 次微变函数是

x 7→ (−1)n+1

xn+2
e 1

x .

4. n 为正整数。f 在区间 [a; b] 上 n 次可微。
4.1. 证明：如果 f 在 [a; b] 中有 n+1 个不同的零点，那么有 c ∈ (a; b)

使得 ∂nf(c) = 0。
4.2. 函数 f 在 [a; b] 上 n 次可微。证明：如果

f(a) = ∂f(a) = ∂2f(a) = · · · = ∂n−1f(a) = f(b) = 0,

那么有 c ∈ (a; b) 使得 ∂nf(c) = 0。
5. 设二次可微函数 f : R → R 是方程 ∂2f + f = 0 的解，并且

f(0) = ∂f(0) = 0。
5.1. 对任意 x，证明：存在 0 与 x 之间的数 c，使得

f(x) = −f(c)x2

2
.

5.2. 设 M 是 |f | 在 [0; 1] 上的最大值。证明 M ⩽ M
2
，从而 M = 0。

5.3. 证明 f 恒等于 0。
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第三章 研究可微函数

我们很早就学习了用平面上的曲线表示函数的方法来直观地理解函数。
函数的图像就是平面上的曲线。

不过，由于缺乏严谨描述实数和曲直质的语言，我们只用描点法来描
述函数的图像。画出函数图像上足够多的点，然后用线段将相邻的点连起
来，并假设这样能近似表示函数的图像。

通过这样的近似图像，我们可以大致了解函数的性质，但无法严谨地
讨论。

对于简单的函数，我们可以直接利用函数的表达式分析函数的性质。对
于比较复杂的函数，我们就需要更有力的工具。学习了函数的微变之后，使
用微变的知识，我们可以用严谨的方式，讨论曲线的直观性质。

3.1 增减与极值

我们学习过单调递增和单调递减函数的概念。函数的增减是我们希望
了解的基本性质。

我们已经了解过一些基本的常见函数的增减性，比如正比例函数、反
比例函数、幂函数、三角函数等。对于较为复杂的函数，我们通过“增函数
的复合仍然是增函数”、“增函数的反函数是增函数”等方法，可以推断一

51
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些函数的单调性。

微变是讨论函数局部变化的有力工具。使用微变的概念，我们可以讨
论更一般的情况下，函数的增减变化。

对于可微的函数，我们有以下结论：

定理 3.1.1. 微变率与函数增减的关系 函数 f 在区间 I 上可微。

• 函数 f 在 I 上为常数函数，当且仅当 ∂f 在 I 上恒等于 0。
• 函数 f 在 I 上单调递增（单调递减），当且仅当 ∂f 在 I 上总大于等
于 0（小于等于 0）。

• 如果 ∂f 在 I 上总大于 0（小于 0），那么函数 f 在 I 上严格单调递增
（严格单调递减）。

以上结论可以使用微变率的定义和微变中值定理得到。可以看到，函
数在一段区间内的增减变化，与它在这段区间上的微变的正负性质是紧密
相关的。这是判定函数增减的有力工具。

例题 3.1.1. 研究函数 f : x 7→ x+ 1
x
的增减性。

解答. f 在 R∗ 上有定义。易知 f 在定义域上可微。

函数的增减性质与微变函数的正负性质相关。因此，求 f 的微变函数，
得到：

∂f(x) = 1− 1

x2
=

x2 − 1

x2
.

分母 x2 总大于 0，因此 ∂f 的正负性取决于二次函数 x2 − 1 的正负性。

根据二次函数的性质，x2 − 1 的正负性质为：

x2 − 1


< 0 如果x ∈ (−1; 1)

= 0 如果x = −1或x = 1

> 0 如果x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;+∞)
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因此，f 在区间 (−∞;−1] 上单调递增，在 x = −1 处达到极大值；然后在
[−1; 0) 上单调递减；[−1; 0) 上单调递减；在 x = 1 处达到极小值；之后在
[1; +∞) 上单调递增。

可以看出，f 在 −∞、−1、0、1、+∞ 的情况，是我们了解 f 的几个
“关键点”。容易算出在 −1、1 处，函数值分别为 f(−1) = −2、f(1) = 2。

x 趋于负无穷时，x 趋于负无穷， 1
x
趋于 0，因此 f 趋于负无穷。

x 趋于正无穷时，x 趋于正无穷， 1
x
趋于 0，因此 f 趋于正无穷。

x 从左侧趋于 0 时， 1
x
趋于负无穷，因此 f 趋于负无穷。

x 从右侧趋于 0 时， 1
x
趋于正无穷，因此 f 趋于正无穷。

综上，我们可以这样描述 f 的增减：随着 x 增大，f 在区间 (−∞;−1]

上从负无穷单调递增，在 x = −1处达到极大值 f(−1) = −2；然后在 [−1; 0)

上单调递减，在 x 趋于 0 时趋于负无穷。f 在 (0; 1] 上从正无穷单调递减，
在 x = 1 处达到极小值 f(1) = 2；之后在 [1; +∞) 上单调递增，趋于正无
穷。

例题 3.1.2. 研究函数 f : x 7→ x2e−2x 的增减性。

解答. f 在 R 上有定义。作为基本显式函数的复合函数，易知 f 在 R 上可
微。

函数的增减性质与微变函数的正负性质相关。因此，求 f 的微变函数，
得到：

∂f(x) = (−2x2 + 2x)e−2x.

指数函数 e−2x 总大于 0，因此 ∂f 的正负性取决于二次函数 −2x2 + 2x 的
正负性。
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根据二次函数的性质，−2x2 + 2x 的正负性质为：

−2x2 + 2x


> 0 如果x ∈ (0; 1)

= 0 如果x = 0或x = 1

< 0 如果x ∈ (−∞; 0) ∪ (1;+∞)

因此，f 在区间 (−∞; 0]上单调递减，在 x = 0处达到极小值；然后在 (0; 1)

上单调递增，在 x = 1 处达到极大值；之后在 (1;+∞) 上单调递减。

可以看出，f 在 −∞、0、1、+∞ 的情况，是我们了解 f 的几个“关
键点”。容易算出在 0、1 处，函数值分别为 f(0) = 0、f(1) = e−2 ≈ 0.135。

x 趋于负无穷时，x2 趋于正无穷，e−2x 趋于正无穷，因此 f 趋于正无
穷。

x 趋于正无穷时，x2 趋于正无穷，e2x 趋于正无穷。需要研究两者的比
值。x > 1 时，e2x > 22x，于是

f(x) =
x2

e2x <
x2

2x
· 1

2x
,

而我们知道，对于正整数 n，总有 2n ⩾ n2。因此，f(n) < 2−n，这说明 n

趋于无穷时，f(n) 趋于 0。而 f 在 (1;+∞) 上单调递减且大于 0，因此有
极限。这个极限就是 f(n) 的极限，也就是 0。

综上，我们可以这样描述 f 的增减：随着 x 增大，f 在区间 (−∞; 0]

上从正无穷单调递减，在 x = 0 处达到极小值 f(0) = 0；然后在 (0; 1) 上单
调递增，在 x = 1 处达到极大值 f(1) = e−2 ≈ 0.135；之后在 (1;+∞) 上单
调递减，趋于 0。

从例题可以知道，研究可微函数的增减可以分为几个固定步骤：

• 确定函数的定义域。
• 确定函数可微，求出函数的微变函数。
• 求处微变函数的零点，确定微变函数的正负性质。微变函数零点之中，
使得正负号改变的点，就是函数的极值点。
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• 根据微变函数的正负性质，确定函数的增减。
• 研究函数在正负无穷的极限、极值点处的值。
• 根据以上信息，描述函数的增减。

例题 3.1.3. 研究函数 f : x 7→ ln(1 + sin2 x) 的增减性。

解答. 对任意实数 x，1 + sin2 x > 0，所以 f 在 R 上有定义。

作为基本显式函数的复合函数，易知 f 在 R 上可微。

函数的增减性质与微变函数的正负性质相关。因此，求 f 的微变函数，
得到：

∂f(x) =
2 sinx cosx
1 + sin2 x

=
sin 2x

1 + sin2 x
.

从 ∂f 的表达式可知，分母总大于 0。因此 ∂f 的正负性就是分子，也就是
sin 2x 的正负性。

根据正弦函数的性质，sin 2x 是以 π 为周期的周期函数，它的正负性
如下：

sin 2x


> 0 如果x ∈ (kπ; kπ + π

2
), k ∈ Z

= 0 如果x = kπ
2
, k ∈ Z

< 0 如果x ∈ (kπ − π
2
; kπ), k ∈ Z

因此，f 的增减性质也是周期性的，以 π 为周期。以一个周期 [0, π] 为例。
随着 x 增大，f 在 [0, π

2
] 上单调递增，在 π

2
处达到极大值，然后在 [π

2
, π] 上

单调递减。在 π 处达到极小值。

思考 3.1.1.
1. 知道了函数的增减性质，能否画出函数图像？你认为还有哪些性质，

能帮我们把函数的图像画得更好一点？
2. 微变函数等于 0 的点，是否一定是极值点？如果不是的话，它有什

么性质？

习题 3.1.1.
1. 证明定理 3.1.1。
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2. 研究以下函数的增减性质。
2.1. x 7→ x3 − x5。
2.2. x 7→ tan

(
x− π

6

)
。

2.2. x 7→ (1− x2)ex。
2.3. x 7→ x2−2

(x+1)(x−3)
。

2.4. x 7→ e− 1
x。

2.5. x 7→ e−3x sin (2x)。
3. 设 I 为实数区间，X 是 I 的子集。如果对 I 中任意 a < b，都有

x ∈ I 使得 a < x < b，就说 X 在 I 中稠密。设 f 在 I 上可微，微变函数
∂f 在 I 上总大于等于 0。记 A+ 为 I 中微变函数 ∂f 大于 0 的点的集合。

3.1. 证明：如果 A+ 在 I 中稠密，那么 f 在 I 上严格单调递增。
3.2. 证明：如果 f 在 I 上严格单调递增，那么 A+ 在 I 中稠密。

3.2 局部性质

研究函数的增减性质时，我们发现，需要关注函数在一些“关键点”的
行为。如果函数在“关键点”有定义，那么我们只需要取函数值即可。如果
“关键点”是正负无穷，或者函数在“关键点”没有定义，那么我们需要特别
研究函数在这些地方附近的行为。我们把这样的性质称为函数的局部性质。

为此，我们再次说明“附近”的严格定义：一点“附近”指它的某个邻
域。而邻域的概念我们已经学习过了，这里再严谨地定义一次：

定义 3.2.1. 邻域对于实数 a，我们把包含 a的开区间 I 称为 a的邻域。为
了方便，我们一般取对称的开区间 (a − h; a + h)，其中 h > 0 是足够小的
实数，以免涉及到别的区域。这样邻域记为 Ih(a)。

如果涉及函数 f，那么在提及 a 的邻域时，一般考虑以上区间和 f 定
义域的交集。但记法不变，仍然是 Ih(a)。读者需要理解，这里指的是关于
f 有定义的部分。
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比如，如果 f 在 a 附近有定义，但在 a 处无定义，那么交集就是在 a

的邻域中去掉 a 得到的子集，称为 a 的去心邻域。

显然，去心邻域就是 a 左右的两个开区间。比如，(a − h; a + h) 对应
的去心邻域就是 (a− h; a) ∪ (a; a+ h)。这种情况可以记为

◦
Ih(a)。

如果我们只希望讨论 a 的一侧，那么可以只取 a 的邻域小于等于 a 或
大于等于 a 的部分，称为 a 的左邻域、右邻域。

对于正负无穷，我们把形如 [H; +∞)、(H; +∞)或 (−∞;H]、(−∞;H)

的区间称为它们的邻域，记为 IH(+∞)、IH(−∞)。

研究函数的局部行为，也就是研究函数在特定点或者无穷远点附近的
行为。

例子 3.2.1. 1. 比较函数 f1 : x 7→ x 和 f2 : x 7→ x2 在 0 附近的行为。
2. 比较函数 f1 : x 7→ 1

x
和 f2 : x 7→ 1

x2 在 0 附近的行为。

对于第一个例子中的两个函数，我们知道，两者在 x 沿右侧趋于 0 时
都趋于 0。但 f2 比 f1 要快得多。比如，令 x = 0.01，则 f1(x) = 0.01，而
f2(x) = 0.0001；令 x = 0.001，则 f1(x) = 0.001，而 f2(x) = 0.0000′01。

对于第二个例子中的两个函数，我们知道，两者在 x 沿右侧趋于 0 时
都趋于正无穷。但 f2 比 f1 要快得多。比如，令 x = 0.01，则 f1(x) = 100，
而 f2(x) = 1′0000；令 x = 0.001，则 f1(x) = 1000，而 f2(x) = 100′0000。

为了比较不同函数的局部行为，我们需要把“趋于无穷”、“趋于零”更
细分。

定义 3.2.2. 无穷的阶 设 f、g 是从区间 I 到 R 的函数，a ∈ IÀ。

1. 如果对任意 r > 0，都有 a 的邻域 Ia(h)，使得

∀x ∈ Ia(h), |f(x)| ⩽ r|g(x)|,
À注意：这里的 a 也包括正负无穷。
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就说相比于 g，f 在 a 附近可以忽略。记为：

f
a
= o (g)

如果 x 趋于 a 时，f、g 都趋于无穷，就说 g 是 f 的高阶无穷大。
如果 x 趋于 a 时，f、g 都趋于零，就说 f 是 g 的高阶无穷小。

2. 如果有 a 的邻域 Ia(h) 和 M > 0，使得

∀x ∈ Ia(h), |f(x)| ⩽ M |g(x)|,

就说 f 在 a 附近受制于 g。记为：

f
a
= O (g)

3. 如果 f 在 a 附近受制于 g，而 g 也受制于 f，就说两者等阶。
f 是 g 的同阶无穷大或同阶无穷小。记为：

f
a
= (g)

4. 如果 f − g 相比 g 可以忽略，就说 f 和 g 在 a 附近等价，
f 是 g 的等价无穷大或等价无穷小。

f
a∼ g

简单来说，越高阶的无穷大（无穷小），表示趋于无穷（零）的速度不
是一个级别的。同阶的无穷，趋于无穷（零）的速度虽然有快慢，但仍然在
同一个级别。等价的无穷，趋于无穷（零）的速度相同。

在前面第一个例子中，f1 : x 7→ x 和 f2 : x 7→ x2 在 0 附近都是无穷小，
但对任意 r > 0，我们都可以设 h = r，这样，只要 |x| < r，就有 |x2| < r|x|。
这说明 f2 是 f1 的高阶无穷小。

同理，第二个例子中，f1 : x 7→ 1
x
和 f2 : x 7→ 1

x2 在 0 附近都是无穷大。
但对任意 r > 0 我们都可以设 h = r，这样，只要 |x| < r，就有 | 1

x
| < r| 1

x2 |。
这说明 f2 是 f1 的高阶无穷大。
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从定义来看，无穷的阶和极限很相似。两个函数在局部的无穷关系，也
可以用两者比值的极限来表示：

• f 在 a 附近相比 g 可以忽略，当且仅当 lian
x→a

f
g
= 0.

• f 在 a 附近与 g 等价，当且仅当 lian
x→a

f
g
= 1.

• 如果 lian
x→a

f
g
> 0，那么 f 在 a 附近是 g 的同阶无穷大。

我们可以把已知的说法转换成无穷的阶的“语言”。比如，函数 f
a
= o (1)，

表示 f 在 a 处趋于 0。又如，函数 f
a
= O (1)，表示 f 在 a 附近有界。

根据无穷的阶的定义，我们还可以“开发”出一些“运算法则”。当然，
它们只是用无穷的阶的“语言”，把按照极限定义得到的直接推论复述一遍。

• 如果 f1
a
= o (g1)，f2

a
= o (g2)，那么 f1f2

a
= o (g1g2)。

• 如果 f1
a
= O (g1)，f2

a
= O (g2)，那么 f1f2

a
= O (g1g2)。

• 如果 f
a
= O (g)，那么对任意正整数 n，fnO (a) gn。

我们可以用无穷的阶来更细致地刻画函数的局部性质。比如，在上一
章中，我们研究了正弦函数在 0 附近的近似表示。在 0 附近使用微变展开
定理，正弦函数可以写成：

sinh = sin 0 +
n∑

k=1

∂k sin(0)
k!

hk + Yn.

其中余项 Yn 为：

Yn =
∂n+1 sin(c)
(n+ 1)!

hn+1.

这说明正弦函数可以表示成多项式函数 Pn : h 7→ sin 0 +
∑n

k=1
∂k sin(0)

k!
hk 与

余项函数 h 7→ Yn(h) 的和。而我们已经证明了这个余项函数受制于 h 7→
hn+1，因此是 Pn 任一项的高阶无穷小。因此，正弦函数在 0附近可以用 Pn

来近似表示。

把函数用多项式近似表示，有什么好处呢？把不同的函数统一用多项
式近似表示，我们就能够（在局部）比较各种不同的函数了。
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比如，我们知道 sinx 和 ln (1 + x) 在 0 附近都约等于 0。那么比值
sinx

ln (1+x)
在 0 附近是什么样子的呢？

首先利用微变展开定理把两者用多项式和余项表示。

sinx = sin 0 +
n∑

k=1

∂k sin(0)
k!

xk + o(xn).

ln (1 + x) = ln 1 +
n∑

k=1

∂k ln(1)
k!

xk + o(xn).

然后从最“低阶”的无穷小开始对比。

sinx = x− x3

6
+

x5

120
+ · · ·+ o(xn).

ln (1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
+ · · ·+ o(xn).

sinx 和 ln (1 + x) 的“最大项”都是 x，之后 ln (1 + x) 是 −x2

2
，而 sinx 是

−x3

6
。因此，我们可以写出它们的比值：

sinx

ln (1 + x)
=

x− x3

6
+ o (x3)

x− x2

2
+ o (x2)

=
1− o (x)

1− x
2
+ o (x)

=
(1− o (x))

(
1 + x

2
+ o (x)

)(
1− x

2
+ o (x)

) (
1 + x

2
+ o (x)

)
=

1 + x
2
+ o (x)

1 + o (x)
=
(
1 +

x

2
+ o (x)

)
(1 + o (x))

= 1 +
x

2
+ o (x)

也就是说，在 0 附近，sinx 和 ln (1 + x) 的比值大约是 1 + x
2
，余项是关于

x 的高阶无穷小。

把函数在 0 附近用一次整式和高阶无穷小表示，我们把这样的结果称
为函数在 0 附近的一次展开。
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我们把上面的方法称为局部展开法。简单来说，如果能够把函数在局
部表示成多项式与高阶无穷小的和，那么，通过无穷的阶的运算，我们可以
细致地分析函数的局部性质。从一些常见函数的局部展开（见附录 B）出
发，我们可以比较准确地刻画较为复杂的函数的局部性质。

例题 3.2.1. 求极限：

lian
x→+∞

(
1 + 1

x

)x2

ex .

解答. 要求极限的函数由分子分母两部分组成。分子看起来很像
(
1 + 1

x

)x，
也就是 x 趋于正无穷时极限为 e。不过指数从 x 换成了 x2。

既然分子分母都和指数函数有关，我们可以把整个函数取对数，得到：

ln
(
1 + 1

x

)x2

ex = x2 ln
(
1 +

1

x

)
− x.

显然，等式右边比较难估计的是对数函数的部分。x 趋于正无穷时，1
x
趋于

0。我们把 ln
(
1 + 1

x

)
展开，得到：

ln
(
1 +

1

x

)
+∞
=

1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

)
因此，

x2 ln
(
1 +

1

x

)
− x

+∞
= x2

(
1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))
− x

+∞
= x− 1

2
+ o (1)− x

+∞
= −1

2
+ o (1)

也就是说，

lian
x→+∞

x2 ln
(
1 +

1

x

)
− x = −1

2
.

于是

lian
x→+∞

(
1 + 1

x

)x2

ex = e lian
x→+∞

x2 ln (1+ 1
x)−x

=
1√
e .
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最后的问题：具有怎样性质的函数，才能在局部表示成多项式与高阶
无穷小的和呢？我们有以下定理（证明见附录 B）：

定理 3.2.1. 局部展开定理 设 n 为正整数。函数 f 在区间 I 上 n 次可微，
且 n 次微变函数在 I 上连续。那么，对于 a ∈ I，f 可以写成以下形式：

∀x ∈ I, f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂kf(a)

k!
(x− a)k + (x− a)nh(x).

其中 h 是一个在 I 上连续，在 a 处趋于 0 的函数。

思考 3.2.1.
1. 说明：等价无穷大（无穷小）是一种等价关系。
2. 你认为，我们已知的关系中，什么关系和函数“可忽略”、“受制于”

的关系最像？给出你的理由。
3. 函数在局部是否一定可以用多项式近似表示？如果是，说明理由。

如果不是，给出反例。
4. 如果 f1

a∼ g1，f2
a∼ g2，是否有 f1 + f2

a∼ g1 + g2？

习题 3.2.1.
1. 证明：
1.1. 如果 f

a∼ g，g
a
= o (h)，那么 f

a
= o (h)。

1.2. 如果 f
a∼ g，g

a
= O (h)，那么 f

a
= O (h)。

1.3. 如果 f
a
= o (g)，g

a
= O (h)，那么 f

a
= o (h)。

1.4. 如果 f
a∼ o (g)，g

a
= O (h)，那么 f

a
= o (h)。

2. 设 a, b 为正数。证明：
2.1. xa +∞

= o
(
ebx
)
。

2.2. e−bx +∞
= o (|x|−a)。

2.3. lna x
+∞
= o

(
xb
)
。

2.4. | lnx|a 0
= o

(
|x|−b

)
。

3. 证明：
3.1. 在 0 附近， 1

1−x2 = 1 + x2 + o (x2)。
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3.2. 在 0 附近，x2 · o (x3) = o (x5)。
3.3. 在 0 附近，ex −

√
1 + x = x

2
+ 5x2

8
+ 7x3

48
+ o (x3)。

3.4. 在 0 附近，偶函数的局部展开只有偶数次项，奇函数的展开只有
奇数次项。

4. 在局部展开以下函数：
4.1. 在 0 附近将 x 7→

√
1+x

1−x2 作三次展开。
4.2. 在 0 附近将 x 7→ cosx−1

ln2 (1+x)
作三次展开。

4.3. 在 0 附近将 x 7→ tan (x)− x
1+x
作四次展开。

4.4. 在 0 附近将 x 7→ (1− ln (1 + x))e−x 作四次展开。
4.5. 在 2 附近将 x 7→ x2 ln (x− 1) 作三次展开。
4.6. 在 1 附近将 x 7→ (1− x) ln (x2 − 1) 作三次展开。
5. 使用局部展开法研究以下的极限：

1. lian
x→0

cosx−1
x2 2. lian

x→0

1
x(ex−1)

− 1
x2

3. lian
x→+∞

1
x

ln
( ex−1

x

)
4. lian

x→0

2x
ln (1+x)−ln (1−x)

6. 如果 x 7→ ex+eax−2
x2 在 0 处有极限，求实数 a 可能的取值，并计算相

应的极限。

3.3 凹凸性质

要了解函数的性质，仅靠增减性质是不够的。举例来说，x 7→
√
x 和

x 7→ x2 在 [0; 1] 上都是增函数，从 0 增长到 1。但两者的图像有很大差异。
前者的图像是向上凸出的曲线，后者则向下凸出。

我们把函数形状分为两类，形如 x 7→
√
x 的称为上凸，把形如 x 7→ x2

的称为下凸。更严谨的定义如下：

定义 3.3.1. 函数的凸性
函数 f 区间 I 上有定义。
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• 如果对 I 中任意两点 x、y，以及任意 0 ⩽ c ⩽ 1，都有

f(cx+ (1− c)y) ⩽ cf(x) + (1− c)f(y),

就说 f 在区间 I 下凸。
• 如果对 I 中任意两点 x、y，以及任意 0 < c < 1，都有

f(cx+ (1− c)y) < cf(x) + (1− c)f(y),

就说 f 在区间 I 严格下凸。
• 如果对 I 中任意两点 x、y，以及任意 0 ⩽ c ⩽ 1，都有

f(cx+ (1− c)y) ⩾ cf(x) + (1− c)f(y),

就说 f 在区间 I 上凸。
• 如果对 I 中任意两点 x、y，以及任意 0 < c < 1，都有

f(cx+ (1− c)y) > cf(x) + (1− c)f(y),

就说 f 在区间 I 严格上凸。

不难验证，前面提及的 x 7→ x2 和 x 7→
√
x 和 x 7→ x2 分别在 [0; 1] 严

格上凸、严格下凸。

x 7→ x2（左）严格下凸，x 7→
√
x（右）严格上凸。
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设 z = cx+(1− c)y，可得 c = y−z
y−x
。带入凸性的定义，就可以得到用变

率描述的版本。比如，下凸的定义变为：对 I 中任意三点 x < z < y，都有

f(z)− f(x)

z − x
⩽ f(z)− f(y)

y − z
.

或者说，从 x 到 z 的变率，小于等于从 z 到 y 的变率。换句话说，函数下
凸，就是变率不断变大。反之，函数上凸，就是变率不断变小。

直观来看，设函数在 [a; b]上有定义。考虑以函数在两端的点 (a, f(a))、
(b, f(b)) 连成的线段。如果函数下凸，那么在 (a; b) 上，函数图像总在线段
下方；如果函数上凸，那么在 (a; b) 上，函数图像总在线段上方。

对于简单的函数，可以按定义确定函数的凸性。比如，x 7→ xn 在 n > 1

时是下凸函数，x 7→ x
1
n 在 n > 1 时是上凸函数。但对于比较复杂的函数，

直接按定义较难确定函数的凸性。为此，我们需要更方便的判定方法。如果
函数可微，从凸性和变率的关系，不难想到以下的判定方法（证明见附录
B）：

定理 3.3.1. 凸性与微变 设函数 f 在区间 I 上可微。

• f 在 I 下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上单调递增。
• f 在 I 上凸，当且仅当 ∂f 在 I 上单调递减。
• f 在 I 严格下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上严格单调递增。
• f 在 I 严格下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上严格单调递减。
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如果函数 f 二次可微，那么我们有更简便的判定方法：

定理 3.3.2. 凸性与二次微变设函数 f 在区间 I 上二次可微。

• f 在 I 下凸，当且仅当 ∂2f 在 I 上总大于等于 0。
• f 在 I 上凸，当且仅当 ∂2f 在 I 上总小于等于 0。

证明： 只需证明 ∂f 在 I 上单调递增当且仅当 ∂2f 在 I 上总大于等于 0。
对可微函数 ∂f 使用定理 3.1.1即可。 □

用这个方法，我们能够轻松判定大多数常见显式函数的凸性，因为它
们都二次可微。

幂函数 x 7→ xa 当 a > 1 时是下凸的，当 0 < a < 1 时是上凸的；a < 0

时，在 (0;+∞) 上是下凸的。

指数函数总是下凸的，对数函数总是上凸的。

正弦函数在每个周期 [2kπ, 2(k + 1)π) 前半是上凸的，后半是下凸的。
正切函数也是如此，在每个周期 (kπ − π

2
, kπ + π

2
) 前半是上凸的，后半是

下凸的。

如果函数的二次微变在某点 a变号，就说 a是函数的拐点。比如，x 7→ x3

在 0 处有拐点。它的二次微变在 x < 0 时小于 0，在 x > 0 时大于 0。随着
x 增大，函数在 0 处从上凸转为下凸。

在函数的增减性质分析基础上，加入凸性的分析，就大致完成了对函
数性质的初步分析。有了这些分析结果，我们就能大致画出函数的图像。

例题 3.3.1. 研究函数 f : x 7→ x2e−2x。

解答. 之前我们已经研究了 f 的增减性质。随着 x 增大，f 在区间 (−∞; 0]

上从正无穷单调递减，在 x = 0 处达到极小值 f(0) = 0；然后在 (0; 1) 上单
调递增，在 x = 1 处达到极大值 f(1) = e−2 ≈ 0.135；之后在 (1;+∞) 上单
调递减，趋于 0。
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在此基础上，我们加上对函数凸性的研究。

f 在 R 上有定义。容易验证 f 在 R 上二次可微。二次微变函数为：

∂2f(x) = 2(2x2 − 4x+ 1)e−2x.

e−2x 总大于零，所以二次微变的零点为 2x2 − 4x+ 1 的根，即：{
x1 = 2+

√
2

2

x2 = 2−
√
2

2

根据二次函数的性质，f 的二次微变在 (−∞; x1)、(x2; +∞) 上大于零，在
(x1; x2)上小于零。因此，x1、x2 是函数 f 的拐点。f 在 (−∞; x1)、(x2; +∞)

下凸。在 (x1; x2) 上凸。

最后，f 在 x1、x2 处的值为：

f(x1) =
3 + 2

√
2

2
e−2−

√
2 ≈ 0.1, f(x2) =

3− 2
√
2

2
e−2+

√
2 ≈ 0.05.

微变率分别是：

∂f(x1) = −(
√
2 + 1)e−2−

√
2 ≈ −0.08, ∂f(x2) = (

√
2− 1)e−2+

√
2 ≈ 0.23.

这样，我们可以大致画出 f 的图像。
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思考 3.3.1.
1. 怎样用函数的二次微变判定它是否严格上凸（下凸）？
2. 在区间 I 上不连续的函数能否在 I 上凸或下凸？说明理由。

习题 3.3.1.
1. 判断以下函数的凸性：

1. x 7→ x5 + 10x2 − 1 2. x 7→ tanx+ 2 ln cosx

3. x 7→ (x+ 1) ln
(
1− 1

x

)
4. x 7→ (1− x2) e−x2

2

2. 证明：如果函数下凸，那么对 I 中任意三点 x < z < y，都有

f(z)− f(x)

z − x
⩽ f(y)− f(x)

y − x
⩽ f(y)− f(z)

y − z
.

3. 函数 f 在区间 I 上可微且下凸。证明：f 在 I 中任一点的切线总在
f 图像的下方。

4. 证明凸心不等式：如果函数 f 在区间 I 下凸，那么对 I 中 n 个不
同的数 x1, x2, · · · , xn，以及大于等于零，和为 1 的 n 个系数 a1, a2, · · · , an，
总有：

f

(
n∑

i=1

aixi

)
⩾

n∑
i=1

aif(xi).

5. 使用凸心不等式证明诸均值不等式。
6. 证明，对任意 x ∈

(
0; π

2

)
，总有：

2

π
x < sinx < x.

7. 已知 f、g 是从 R 到 R 的下凸函数，g 单调递增。证明：复合函数
g ◦ f 也是下凸函数。

8. f、g 是区间 I 上的下凸函数。定义函数：

f ∧ g : x 7→

{
f(x) 如果f(x) > g(x)

g(x) 如果f(x) ⩽ g(x)

函数 f ∧ g 的值总是 f、g 中较大者。f ∧ g 是否是下凸函数？
如果定义函数 f ∨ g 为 f、g 中较小者，f ∨ g 是否是下凸函数？
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3.4 函数的零点

函数的零点，是使得函数取值为 0 的点。换句话说，如果某个 a 使得
f(a) = 0，就说 a是函数 f 的零点。函数 f 的零点就是方程 f(x) = 0的解。

在科学研究和生产中，我们经常遇到这样的问题：对于有表达式的函
数，如何知道它们是否有零点，或者零点的位置呢？

对于简单的函数，我们知道怎么求它们的零点。比如一次函数或二次
函数，它们的零点对应一次方程和二次方程的根。

一种解决方法是通过研究 f 自身的性质，直接求方程 f(x) = 0 的解。
对于有表达式的函数 f，有大量的研究探讨怎样把它的解用 f 的表达式和
我们已知的函数表示出来。这样的表示称为显式解或解析解。这样求出的
解就是函数的零点确切的位置。

另一种思路则不追求找出零点确切的位置。很多时候，函数 f 十分复
杂，难以求显式解。而在研究和生产中，我们往往允许一定的误差。因此，
如果能通过简便的方法，找出和函数真正的零点位置“差不多”的值，也是
很好的。这样的值称为数值解或近似解。

举例来说，设有函数 f : x 7→ x3 − 2，我们希望找出它的一个零点。

观察方程 x3 = 2，我们不难发现，通过开方运算，可以得到 x = 3
√
2。

这是方程 f(x) = 0 的一个显式解，它表示函数 f 零点的确切位置。

另外，如果事先约定一个允许的误差范围，比如 0.01，我们也可以用
逐步逼近的方法，估计函数的零点。也就是找到令 |x− a| < 0.01 的 x。

设零点为 a。按照定义，a3 = 2。考虑函数 x 7→ x3，它在 R 上严格单
调递增，因此，如果能找到 x3

1 < 2 < x3
2，就说明 x1 < a < x2。

我们从几个简单的值开始尝试：0、1、2，得到：13 < 2 < 23。因此 1 <

a < 2。接下来不断使用二分法，5次之后，可以得到 1.253 < 2 < 1.2656253。
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而 1.265625 − 1.25 < 0.02，于是我们说 a 约等于两者的平均值，也就是
1.2578125。这个值和零点的确切值差距不会超过 0.02的一半，也就是 0.01。

从 1 < a < 2 出发，是否有更好的方法找到近似解呢？我们来看 f 的
图像。如果把零点 a 到 2 的函数图像近似考虑成直线，作 f 在 x = 2 处的
切线：

y = ∂f(2) · (x− 2) + f(2)

切线与 x 轴的交点

x1 = 2− f(2)

∂f(2)

就是零点。

实际上，由于 f 的图像并不是直线，因此交点 x1 和零点有一定的误
差。但我们可以继续从 x1 出发，考虑 a 和 x1 之间的函数曲线。由于 a 和
x1 距离更近了，因此这部分函数曲线更像直线了。再次作 f 在 x = x1 处
的切线：

y = ∂f(x1) · (x− x1) + f(x1)
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它与 x 轴的交点

x2 = x1 −
f(x1)

∂f(x1)

就更接近零点。而我们如果继续从 x2 出发，重复以上的做法，就能找到更
接近零点的交点。

这种寻找零点近似解的方法称为切线法。

从 x = 2 出发，可以找出交点 x1 = 1.5，x2 ≈ 1.2963，x3 ≈ 1.2609，
x4 ≈ 1.2599，等等。

如何估计这些点和零点之间的误差呢？我们考虑第 n次切线交点 xn 和
第 n+ 1 次切线的交点 xn+1。按定义：

0 = f(xn) + ∂f(xn) · (xn+1 − xn).

按零点的定义，把函数在 xn 处展开：

0 = f(a) = f(xn) + ∂f(xn) · (a− xn) + ∂2f(c) · (a− xn)
2,

其中 c 是 a 和 xn 之间的数。

从这两个式子可以推出：

xn+1 − a =
∂2f(c)

2∂f(xn)
(xn − a)2 =

∂2f(c)

∂f(xn)
(xn − a)(xn − a),

即
|xn+1 − a|
|xn − a|

=

∣∣∣∣ ∂2f(c)

2∂f(xn)
(xn − a)

∣∣∣∣ .
记上式右边的比例系数为 kn =

∣∣∣ ∂2f(c)
2∂f(xn)

(xn − a)
∣∣∣。如果 kn 小于 1，xn+1

到 a 的距离就小于 xn 到 a 的距离。

进一步说，如果 |xn+1 − a| < 0.5 · |xn − a|，那么

|xn+1 − xn| = |(xn+1 − a)− (xn − a)|

⩾ |(xn − a)| − |xn+1 − a|

> |xn+1 − a| .
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因此，只要观察到连续两次交点的距离小于误差，就可以确定最后一个交
点和零点距离在误差范围内，取最后一个交点作为近似解即可。

下面来估计 kn 的大小。

由于 c 和 xn 都在区间 (1; 1.5] 内，而 ∂f : x 7→ 3x2 和 ∂2f : x 7→ 6x 在
区间内都是单调递增函数，因此总有 ∂2f(c) < 9，∂f(xn) > 3。因此不论 n

多大，总有 ∂2f(c)
2∂f(xn)

< 1.5。

n = 1 时，|xn − a| < 1.5− 1 = 0.5，所以

k1 < 1.5× 0.5 = 0.75 < 1.

这说明，|x2 − a| < |x1 − a|，而这又告诉我们，

k2 < 1.5 · |x2 − a| < 1.5 · |x1 − a| < 0.75 < 1.

因此，用归纳法可知，不论 n多大，总有 |xn+1−a| < |xn−a|，kn < 1。

进一步估计 k2。|x2 − a| < x2 − 1 < 0.3，所以

k2 < 1.5 · |x2 − a| < 1.5× 0.3 < 0.5,

这说明 |x3 − x2| > |x3 − a|。同理，|x3 − a| < 0.3，所以 k3 < 0.5。因此
|x4 − x3| > |x4 − a|。而 |x4 − x3| < 0.01，因此，取 x4 ≈ 1.2599 为近似解，
误差就小于 0.01 了。

与实际的零点对比，1.2578125 的误差大约是千分之二，而 x4 的误差
小于百万分之一。

在大多数情况下，用好切线法，可以取得比二分法更好的效果。但是，
使用切线法也有前提条件，否则可能无法求出近似解。

首先，我们需要保证函数二次可微。其次，从上面的推导中可以看到，
我们需要保证 kn 总小于 1，否则切线交点会离零点越来越远。从 kn 的构
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成来看，这就等于要求最初作切线的地方和零点不能距离太远，函数 f 在
零点附近单调，而且微变率不能太小，而二次微变率不能太大。

综上所述，我们可以这样总结寻找二次可微函数零点近似解的方法：

1. 研究函数的单调和凹凸性，确定零点所在的区间。
2. 如果零点在极值点附近，那么不适用切线法，使用
二分法求零点。

3. 在每个单调区间中使用二分法，把零点所在区间缩小
到两端异号，且单调性和凹凸性都不变的区间。

4. 调整零点所在区间，使得函数的二次微变最大值和
微变最小值的比值乘以区间长度小于 2。如果无法
满足，则使用二分法。

5. 如果函数在区间中上凸，那么以函数值小于零的一端
为初始点；如果函数在区间中下凸，那么以函数值
大于零的一端为初始点。

6. 作过函数初始点的切线，与 x 轴交于一点 x1，
如果 x1 是零点则结束，否则以 x1 为下一次的初始点。

7. 重复操作，并估计比例系数 kn，必要时可以调整初始
点，以保持 kn < 1。

8. 如果 kn < 0.5 且 |xn+1 − xn| 小于误差要求，则停止，
以 xn+1 为近似解。

思考 3.4.1.
1. 以上 x3 − 2 的例子中，能否从 x = 1 处开始使用切线法？为什么？
2. 如果把误差要求改为“使 |f(x)| < 0.01”，会有什么不同？
3. 如果把误差要求改为“两次估计值相差小于 0.01”，会有什么不同？
4. 如果函数在某段区间内有零点，在该区间内单调，但凹凸性变化了，

能否对这段区间应用切线法？
5. 二次不可微的可微函数，能否用切线法？如果不能，如何改进？连

续但不可微的函数，能否用切线法？如果不能，如何改进？

习题 3.4.1.
1. 已知 ln 2 ≈ 0.7，求函数 x 7→ ln (x+ 1) − 0.5 的一个零点，误差在
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0.1 内。
2. 求函数 x 7→ 3 sin2 x− 1 的一个零点，误差在 0.1 内。
3. 考虑函数 f : x 7→ x4 − 3x3 − 3x2 + 6x− 8

3.1. 证明：函数 f 在区间 (2;+∞) 上恰有一个极值点。并说明这个极
值点的性质。

3.2. 估计这个极值点的位置，误差在 0.01 内。
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平面和立体空间是我们熟悉的概念。为了讨论其中的点、线等形状，我
们引入了向量的概念。我们发现，除了实际中的空间，数学中还有别的概
念，遵循和平面向量类似的法则。

例子 4.0.1.
1. 设 K 是某个数域（比如有理数集或实数集），考虑所有次数不超过

3 次的整式的集合：

K3[x] = {ax3 + bx2 + cx+ d | a, b, c, d ∈ K}

2. 考虑 S2 是所有满足以下方程的实变函数的集合。

∂2f + f = 0

第一个例子里，集合 K3[x] 的每个元素都可以唯一表示成 {1, x, x2, x3}
的直组合。如果我们把 {1, x, x2, x3} 看作“基底”，那么 K3[x] 中的元素就
可以看成向量。

第二个例子里，考虑 S2 中元素 u、v 的直组合 au+ bv：

∂2(au+ bv) = a∂2u+ b∂2v,

所以

∂2(au+ bv) + au+ bv = a∂2u+ b∂2v + au+ bv

= a(∂2u+ u) + b(∂2v + v) = 0.

75
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au + bv 也是 S2 中元素。于是，我们也可以把 S2 中元素看作向量。比如，
可以验证正弦函数 sin 和余弦函数 cos 都是 S2 中元素，因此，其任意直组
合 x 7→ a sinx+ b cosx 也是 S2 中元素。

就像日常计数中抽象出数和代数的概念一样，通过研究这些问题和平
面、立体空间的共通之处，我们抽象出一种新概念，叫做平直空间。

定义 4.0.1. 给定作为系数的数域 K（如有理数或实数），K 上的平直空间
V 是这样一个集合:

首先，V 上定义了两种二元运算：� 和 •。其中：

• � 运算将两个 V 中的元素映射为 V 中的另一个元素。
• •运算将一个 K中的元素和一个 V中的元素映射为 V中另一个元素。

其次，K、V 和以上两种运算具有以下七种性质：

• V 中元素对于 � 运算满足交换律：

∀ u, v ∈ V, u � v = v � u.

• V 中元素对于 � 运算满足结合律：

∀ u, v, w ∈ V, (u � v) � w = u � (v � w).

• V 中元素对于 � 运算存在零元素：

∃ 0 ∈ V，使得 ∀ u ∈ V, u � 0 = u.

• K 中有 • 运算的单位元 1V：

∀ u ∈ V, 1V • u = u.

• K 中乘法 · 和 • 运算兼容：

∀ a, b ∈ K, ∀ u ∈ V, (a · b) • u = a • (b • u).
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• • 运算对 K 中加法 + 满足分配律：

∀ a, b ∈ K, ∀ u ∈ V, (a+ b) • u = (a • u) + (b • u).

• K 中乘法 · 对 � 运算满足分配律：

∀ u, v ∈ V, ∀ a ∈ K, a · (u � v) = (a · u) � (a · v).

以上的定义可能比较难理解。我们可以比照平面、立体空间的向量来
逐步分析。

以平面向量为例，作为系数的数域 K就是实数域 R。两种二元运算：�
和 • 分别就是向量的加法和数乘。

这样看来，七种性质的前三种和平面向量是一样的。第五、六种性质就
是平面向量定义中的“放缩和四则运算相容”。第七种性质就是平面向量定
义中的“放缩和平移相容”。

总体来说，平直空间的定义是从平面、立体空间的向量衍生而来。新增
的第四种性质是保证空间的尺度不变：乘以系数 1 不会改变向量的大小。

可以验证，前面的两个例子：K3[x] 和 S2，都是平直空间。

一般来说，对任意正整数 n，由次数不超过 n 的整式构成的集合：

Kn[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | a0, a1, · · · , an ∈ K}

是平直空间。所有整式的集合 K[x] 也是平直空间。

给定整式 P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，它可以对应以下的方程：

a0f + a1∂f + · · ·+ an∂
nf = 0.

这个方程所有解的集合 SP 也是平直空间。

方便起见，平直空间的元素，也称为向量或点。对应的二元运算也称为
加法、数乘。其他的概念也沿用平面、立体空间中的称呼。
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设 n 是正整数，K 是数域，记所有 n 元有序数组的集合为：

Kn = {(x1, x2, · · · , xn) | x1, x2, · · · , xn ∈ K}

我们可以定义有序数组的加法和数乘：

(x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn)

a · (x1, x2, · · · , xn) = (a · x1, a · x2, · · · , a · xn)

关于这样定义的加法和数乘运算，Kn 是 K 上的平直空间。当 K = R 时，
n = 2, 3 的情况分别对应平面和立体空间。

习题 4.0.1.
1. 证明：零向量只有一个，任何向量乘 0 得到零向量。
2. 证明：零向量乘任何数得到零向量。
3. 证明：任何向量 a 都有唯一的反向量 a反，满足 a + a反 = 0。
4. 实数集是否是平直空间？有理数集、整数集呢？数轴上的区间是否

是平直空间？
5. 给定正整数 n，所有 n 次整式构成的集合是否是平直空间？
6. 所有有理数列的集合 QN 是否是平直空间？
7. 所有奇函数的集合是否是平直空间？所有偶函数的集合呢？
8. 所有在区间 [0; 1] 上连续的函数的集合是否是平直空间？所有有界

函数的集合是否是平直空间？
9. 所有在区间 [0; 1] 上 3 次可微的函数的集合是否是平直空间？
10. 平面中的直线是否是平直空间？立体空间中的平面是否是平直空

间。

4.1 子空间与和空间

看了各种各样的平直空间，我们来了解它们之间的关系。
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首先，我们想知道平直空间的子集是否是平直空间。如果看平面和立
体空间的例子，我们会发现，平面、立体空间的子集中，有些满足平直空间
的定义，另一些则不满足。比如，可以验证，平面中，过原点的直线是平直
空间，不过原点的不是；立体空间中，过原点的平面和直线是平直空间，不
过原点的平面和直线不是平直空间。

直觉上，平直空间的子集里的元素也是满足向量的性质的，唯一的问
题是：子集中的向量运算后是否还在子集中。只要这一点能够满足，平直空
间的子集应该就是平直空间了。

定义 4.1.1. 子空间 平直空间的非空子集，如果（关于空间的运算）仍然是
平直空间，就称为该平直空间的子空间。其中，不等于平直空间自身的子空
间称为该平直空间的真子空间。

定理 4.1.1. 平直空间的非空子集，如果关于空间的运算封闭（也就是说，
子集的元素经过运算后仍在子集中），就是子空间。

显然，由于运算不变，平直空间子集的元素自动满足运算法则。唯一需
要验证的是零向量也在子集里。这就要由运算封闭的性质来保证。对子集
中元素 u，零向量可以写成 u − u，因此根据封闭性质，还在子集中。

用这个方法，可以验证 Kn[x] 是 K[x] 的子空间，如果正整数 n ⩽ m，
那么 Kn[x] 是 Km[x] 的子空间。

对于立体空间来说，过原点的平面是它的子空间，而过原点的直线既
是它的子空间，也是包含该直线的平面的子空间。可以证明：

定理 4.1.2. 给定平直空间 V，V 的两个子空间的交集仍然是 V 的子空间。

所有子空间的交集是 {0}，它是任何平直空间都会有的子空间。我们也
说它是平凡的。

子空间的并集是否是子空间呢？比如，两个过原点的平面，并集是否是
子空间呢？一般来说并不是，并集无法对向量的运算法则封闭。可以发现，
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并集要成为子空间的话，需要“更多的”向量。为此，我们引入类似于并集
的概念。

定义 4.1.2. 和空间
给定平直空间 V 以及它的两个子空间 U1、U2，U1、U2 的和空间是：

{u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}.

记作 U1 + U2。

可以验证，这样定义的和空间也是平直空间 V 的子空间。

子空间的和满足结合律和交换律。用归纳法不难得出，平直空间的有
限个子空间也可以定义和空间。

给定立体空间的两个子空间：过原点的直线 Rv1、Rv2，它们的和空间
就是 Rv1 + Rv2。如果 v1、v2 不共轴，那么和空间是平面，否则是直线。

给定立体空间的两个子空间：过原点的直线 Rv1 与平面 γ : Rv2+Rv3，
它们的和空间就是 Rv1 + Rv2 + Rv3。如果 v1 在 Rv2 + Rv3 中，那么和空
间就是 γ。否则，和空间就是整个空间。

给定立体空间的两个子空间：过原点的平面 γ1 : Ru1+Rv1、γ2 : Ru2+

Rv2，它们的和空间是 Ru1 + Rv1 + Ru2 + Rv2。如果 γ2 中有不在 γ1 中的
向量，那么和空间是整个空间。否则，和空间就是 γ1。

如果平直空间 V = U1 + U2，且 U1 ∩ U2 = {0}，就说 V 是 U1、U2 的
直和，记作。

V = U1 ⊕ U2.

要注意的是，这里的 ⊕ 只是记录两个子空间交集为 {0} 的性质，并不是一
种运算。

平直空间还可以直接组成更大的空间。我们可以定义空间的直积：
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定义 4.1.3. 空间的直积
两个平直空间 U1、U2 的直积空间 U1 ⊗ U2 是：

U1 ⊗ U2 = {(u1, u2) | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}.

直积来自我们用相交的两个坐标轴表示平面的做法。两个空间的直积，
就是用这两个空间的向量做“坐标”的空间。新空间的向量是两个空间的向
量组成的有序二元组。我们定义新空间向量的加法和数乘运算：

(u1, u2) + (v1, v2) = (u1 + v1, u2 + v2)

a · (u1, u2) = (a · u1, a · u2)

不难验证，新空间关于新运算是平直空间。

思考 4.1.1.
1. 子空间的交集、和空间，与子集的交集、并集有什么相似之处？有

没有类似空集的概念？
2. 能否定义子空间“不相交”？能否把平直空间用子空间划分？
3. Q3[x] 是 R3[x] 的子空间吗？QN 是 RN 的子空间吗？

习题 4.1.1.
1. 给出以下平直空间的（非平凡的）子空间的例子。

1. R3[x] 2. {f : R → R |f(0) = 0, f(1) = 0}
3. {f | ∂3f = f} 4. {(a, b, c) | a, b, c ∈ R}
5. RN 6. {f : [0; 1] → R | f可微，且∂f(0.5) = 0}

2. 设有立体空间中的向量 (1, 0, 0)、(0, 1,−1)。求包含它们的最小子空
间。

3. 证明：如果非常数整式 Q 是 P 的因式，那么 SQ 是 SP 的子空间。
4. 证明：如果 U1、U2 是 V 的子空间，那么 U1 + U2 是 V 的子空间。
5. 证明：V 平直空间能写成两个子空间 U1、U2 的直和，当且仅当 V

中任意元素都能以唯一的方式写成 U1 中元素与 U2 中元素的和。
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6. 验证：两个平直空间的直积是平直空间。
7. 考虑直积空间 V1 = R2 ⊗ R2 和 V2 = R⊗ R⊗ R⊗ R。
7.1. V1 和 V2 的元素是什么样的？各自写出三个例子。
7.2. 证明如下定义的映射 g 是双射：

g : V1 → V2

((a, b), (c, d)) 7→ (a, b, c, d)

7.3. 证明：对 V1 中任意元素 u1 和 u2，以及任意实数 s, t，都有：

g(s · u1 + t · u2) = s · g(u1) + t · g(u2).

7.4. 综合以上结论，你如何总结 V1 和 V2 之间的关系？

4.2 生成空间

以上的章节中，我们已经认识到，平直空间是一种特殊的集合。给定集
合，我们可以将它补充成平直空间。

定义 4.2.1. 生成空间 给定系数域为 K 的平直空间 V 的子集 A，它的生成
空间是À：

〈A〉 =

{
n∑

i=1

aiui

∣∣∣∣∣ n ∈ Z+, ∀1 ⩽ i ⩽ n ai ∈ K, ui ∈ A

}
即考虑集合中有限个元素的直组合，所有这样的直组合的集合就是它的生
成空间。

反之，如果集合 A 的生成空间是平直空间 U，就说 A 是 U 的生成集。

约定空集 ∅ 的生成空间是平凡空间 {0}。
À如果没有强调 A 是哪个平直空间的子集，一般来说，要约定系数域 K。我们约定：如

果没有强调，系数域一般是实数集 R。
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显然，集合 A 的生成空间是它的母集。

容易看出，如果某个平直空间包含集合 A，那么肯定也包含 A 的生成
空间。因此，A 的生成空间是所有包含 A 的平直空间的子空间。换句话说，
A 的生成空间是包含 A 的最小的平直空间。

作为推论，不难得出：平直空间的生成空间就是自己。

给定集合 A、B，那么根据定义可以推断：

• 如果 A ⊂ B，那么 〈A〉 是 〈B〉 的子空间。
• 〈A ∩B〉 是 〈A〉 ∩ 〈B〉 的子空间。
• 〈A ∪B〉 = 〈A〉+ 〈B〉。

可以注意到，A中元素是否重复，不妨碍定义它的生成空间。因此，我
们可以定义“允许元素重复的集合”：

定义 4.2.2. 族
从集合中可重复地抽取元素，放在一起，称为族或组。族可以是有序的。

族和集合的区别在于对看待重复元素的方式。比如，我们说集合 {1, 2, 3, 3}
就是 {1, 2, 3}，是一个 3元集。但数族 {1, 2, 3, 3}是 4元族，不等于 {1, 2, 3}。
任何集合总对应一个没有重复元素的族，但族不一定是集合。族的记法和
集合一样，不强调的时候，默认为集合。

有序族或有序组一般用小括号表示，比如平面坐标 (1, 2) 是 2 元组。

我们可以把生成空间的概念扩大到向量族的生成空间。这样定义的生
成空间也有以上提到的基本性质。

如果某个平直空间能通过有限个向量生成，就说它是有限生成空间。比
如，R3[x] 就是有限生成空间，因为每个向量都是 {1, x, x2, x3} 的直组合。
可以验证：

R3[x] =
〈
{1, x, x2, x3}

〉
.
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而 R[x]就不是有限生成空间。考虑 R[x]中任何有限个元素，设它们之中最
高的次数是 m，那么它们的直组合的次数不会超过 m，因此无法生成次数
大于 m 的整式。

平面和立体空间的基本定理说明，它们都是有限生成空间。

思考 4.2.1.
1. 给定集合 A、B，〈A ∩B〉 = 〈A〉 ∩ 〈B〉 成立吗？
2. 所有 [0; 1] 上的连续函数的集合，是否是有限生成空间？

习题 4.2.1.
1. 求实系数多项式集合 {x, 4x3} 的生成空间。
2. 设 E 是 (1, 2, 0)、(0, −1, 1) 生成的空间。把 E 写成一次方程的

解集的形式，求该一次方程。
3. 求 {(x, y, z) ∈ R3 | x+ 2y + z = 0} 的生成集。

4.3 基底和维数

如果我们考虑 1, x, x2 这三个向量，它们生成的空间是 R2[x]。那么
1, x, 2x− 1, x2 这四个向量呢？它们生成的空间仍然是 R2[x]。

我们可以发现，相比 1, x, x2，加入 2x− 1 这个向量，有点“多余”。为
什么呢？因为 2x− 1 本身就是 1, x 的直组合，加入之后并不能“贡献”什
么新的东西。

容易发现，用足够多的向量来生成空间并不是难事。比如，空间 V 自
己肯定可以生成 V。所以，我们比较关心的是最小生成集的问题，即：生成
空间 V，最少要用多少个向量？

平面和立体空间的基本定理说明，生成平面至少要两个向量，生成立
体空间至少要三个向量。
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直觉上来看，向量个数增多会让它们“更相关”，数量减少则使它们更
“不相关”。对平直空间来说，如果 A 是它的生成集，B 是空间中一组直无
关的向量，那么前者的元素应该比后者多。

可以证明（见附录 D）：

定理 4.3.1. 有限生成空间中，任何一族直无关的向量，向量的个数都不多
于任意一个生成族的向量个数。

这是一个重要的结论。它告诉我们，有限生成空间中直无关的向量，个
数有上限。因此，平直空间的最小生成族也就是最大的直无关族。

定义 4.3.1. 平直空间的基底 平直空间的基底，就是它的直无关的生成族。
基底的向量称为基向量。

这个定义和我们已经定义过的平面、立体空间的基底是一致的。

R3[x] 的一个基底是 (1, x, x2, x3)。一般来说，(1, x, · · · , xn) 是 Rn[x] 的
基底。

和平面、立体空间一样，平直空间的基底也满足：

定理 4.3.2. 向量的唯一分解
B = (e1, e2, · · · , en) 是平直空间 V 的一组基，当且仅当空间中每个元素 u
都能以唯一的方式写成

u = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen, a1, a2, · · · , an ∈ F.

称为 u 的 B 分解。a1, a2, · · · am 称为 u（在该分解下）的分量。

有限生成空间必然有基底吗？直觉上，我们可以从空间的生成集出发，
移除一些“多余”的向量，直到剩下的向量直无关为止。

定理 4.3.3. 可以通过适当地移除元素，把有限生成空间 V的每个生成族变
成基底。
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用具体的例子来说明。

((1, 0), (8, 2), (3, 1), (0, 4), (0, 0)) 是 R2 的生成集。

我们首先去除零向量，得到 ((1, 0), (8, 2), (3, 1), (0, 4))。这组向量直相
关：

(8, 2) = 2 · (1, 0) + 2 · (3, 1).

去除 (8, 2)，得到 ((1, 0), (3, 1), (0, 4)) . 这组向量仍然直相关：

(3, 1) = 3 · (1, 0) + 0.25 · (0, 4).

去除 (3, 1)，得到 ((1, 0), (0, 4)) . 现在我们得到了一组直无关的向量，而且
能生成 R2，即 R2 的一组基。

从上面的定理可以推出：

定理 4.3.4. 任意有限生成空间都有基底。

空间的基底就是最小生成集，因此大小应该相同。我们可以用定理
4.3.1来证明。选定同一空间的两个基底 B1、B2，它们都是直无关的生成
集。根据定理 4.3.1，B1 直无关，B2 是生成集，所以 |B1| ⩽ |B2|。同理可
证，|B2| ⩽ |B1|。因此 |B1| = |B2|。

我们把有限生成空间 V 基底的元素个数称为空间的维数，记为 dimV。
平直空间的维数是它的内禀性质，不依赖于附带的假设。

平面的维数是 2，所以也常称为二维空间。立体空间维数是 3，所以也
称为三维空间。过原点的直线作为子空间，维数是 1，也称为一维空间。

由于有限生成空间必然有维数，我们也称其为有限维空间。

空间的任意生成集都可以缩减为它的基底。那么任意直无关的向量族
能否扩充为基底呢？答案是肯定的。

定理 4.3.5. 可以通过适当地添加元素，把有限生成空间 V的每一组直无关
的向量变成基底。
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我们甚至有更具体的结论：

定理 4.3.6. 给定有限生成空间 V 的子空间 U，存在另一个子空间 W，使
得

V = U+W.

且 U ∩W = {0}。W 称为子空间 U 的补空间，一般记作 U .

这让我们联想到集合的补集。实际上，我们还可以证明：

定理 4.3.7. 维数基本定理 设 U 和 W 是有限维空间 V 的两个子空间，则
它们的维数满足以下关系：

dim(U+W) = dimU+ dimW− dim(U ∩W).

如果我们把空间的和比作集合的并，把空间的交比作集合的交，把空
间的维数比作集合的元素个数，则这个关系和有穷集合的关系是一致的。

n 维的空间具体长什么样子呢？考虑到我们把平面上的点写作 (x, y)，
把立体空间中的点写作 (x, y, z)，我们猜想：数域 K 上的 n 维空间大概可
以用 n 元有序数组表示。考虑 n 维空间 V 的基底 (e1, e2, · · · , en)，根据基
底的定义，空间中任何向量都能以唯一方式写成基向量的直组合：

∀u ∈ V, u = a1e1 + · · ·+ anen.

其中的 a1, · · · , an 是唯一取决于 u 的 n 个数。因此，我们可以用有序数组
(a1, · · · , an) 唯一表示 u。换句话说，给定基底时，所有 n 元有序数组的集
合 Kn 能够表示 V。

考虑映射：

h : Kn → V

(x1, x2, · · · , xn) 7→ x1 · e1 + x2 · e2 + · · ·+ xn · en
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基底的性质告诉我们 h 是双射。此外，h 满足：

∀s, t ∈ K, u, v ∈ Kn, s · h(u) + t · h(v) = h(s · u + t · v).

这个关系式告诉我们，通过映射 h，Kn 中对向量的操作，就可以变成 V 中
的同样操作；反之亦然。这说明两者作为平直空间，本质上是一样的。我们
说这两个空间是同构的，h 叫做平直空间之间的同构映射或直同构。

思考 4.3.1.
1. 能否把 R 看作系数域为 Q 的平直空间？它是否是有限维空间？
2. 基底中，基向量的排列顺序重要吗？按不同顺序排列的基向量，能

否看做不同的基底？给出你的理由。

习题 4.3.1.
1. 说明以下结论：
1.1. 有限维空间的生成集的元素个数不小于空间的维数。
1.2. 有限维空间的直无关向量族的元素个数不小大于空间的维数。
1.3. 有限维空间的生成集的元素个数等于空间的维数，则生成集是空

间的基底。
1.4. 有限维空间的直无关向量族的元素个数等于空间的维数，则直无

关向量族是空间的基底。
2. 给出 {(x, y, z) ∈ R3 | x+ 2y + z = 0} 的一个补空间。
3. 请把 (1, 1, 1)、(0, −1, 1) 扩充为 R3 的基底。
4. 验证本节提到的 Kn 到 V 的映射 h 的性质。
5. 设 S2 为满足方程 ∂2f + f = 0 的实变函数的集合。
5.1. 证明：如果 f, g ∈ S2 满足 f(0) = g(0)，∂f(0) = ∂g(0)，那么

f = g。
5.2. 分别找出 S2 中满足 f(0) = 0, ∂f(0) = 1 以及 f(0) = 1, ∂f(0) =

0 的函数 f1、f2。
5.3. 证明：{f1, f2} 是 S2 的基底。给出 S2 的维数。
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研究可微函数时，我们讨论过分析函数在某点附近的行为的问题。我
们的研究方法是：把函数在该点附近表示成多项式的形式。换句话说，我们
把函数表示成一系列简单函数的和。比如，指数函数在 0 附近可以写成：

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ · · ·+ xn

n!
+ o (xn) .

那么，我们能不能把 ex 直接写成无穷多个简单函数的和呢？

具体来说，对于每个 x，我们能不能说，ex 就是把“所有”xn

n!
这样的

项加起来的和呢？

我们并未定义过“无穷多个数的和”。不过，这个问题可以转化成一个
数列的问题。学习数列的时候，我们研究了趋于极限或趋于无穷的数列。上
面的问题，换句话说，就是问数列：

1, 1 + x, 1 + x+
x2

2
, · · · , 1 + x+

x2

2
+

x3

6
+ · · ·+ xn

n!
, · · ·

有没有极限。

传统上，我们把这样的数列用另一种方式表示，称为级数。

定义 5.0.1. 级数
给定数列 {an}n∈N，表达式：

a0 + a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

89
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称为数列 {an} 的级数，简记为
∑+∞

n=0 an 或
∑

an。an 称为级数的通项，
{an}n∈N 也称为级数的通项数列。

如果 {an} 的部分和序列：

a0, a0 + a1, · · · ,
n∑

i=0

ai, · · ·

有极限，就说级数收敛，其极限称为级数和，记作：
∞∑
i=0

ai

否则说级数发散。

对于数列
{

xn

n!

}
n∈N 来说，它的级数就是

1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ · · ·

这个级数是否收敛，如果收敛，级数和是多少，是我们之后要研究的。

5.1 正项级数

如果级数的通项都是正数或非负数，那么就说级数是正项级数。

正项级数是最方便研究的级数。对一般级数的研究，经常会转化到正
项级数。

正项级数的部分和序列是单调递增数列。我们知道，单调递增数列要
么有极限，要么趋于正无穷。这两种情况分别对应级数收敛、级数发散。

举例来说，级数
∑

2−n 是正项级数。它的部分和 Hn 为：

Hn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n
.
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它的通项数列是无穷递缩等比数列，因此 Hn = 2− 2−n。部分和序列 {Hn}
趋于 2。我们说级数

∑
2−n 收敛，级数和是 2。

同理，级数
∑

r−n 的部分和 Hn 为

Hn = 1 +
1

r
+ · · ·+ 1

rn
=

1− r−n−1

1− r−1
.

因此，r > 1 时，部分和序列 {Hn} 趋于 r
r−1
，级数和是 r

r−1
。

研究级数收敛，和研究数列收敛，有什么不同呢？实际上，级数是研究
数列收敛性质的工具。

研究数列 {an} 是否收敛时，我们发现，将数列相邻项作差：

a0, a1 − a0, a2 − a1, · · ·

这样得到的数列的性质，对研究数列是否收敛更有用。我们把作差得到的
数列称为原数列的差分数列。可以验证，数列 {an}的差分数列的部分和为：

Hn = a0 + (a1 − a0) + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1) = an.

也就是说，数列的差分数列的级数，就是原数列。

因此，研究数列是否收敛，就看它的差分数列，研究差分数列的级数是
否有级数和。如果差分数列有级数和，那么级数和就是原数列的极限。

思考 5.1.1.
1. 通过差分数列来研究数列性质的方法，与通过研究函数的微变率、

微变函数来研究函数性质的方法，有哪些共同之处？有哪些不同之处？

5.2 正项级数的收敛

那么，怎样的正项级数收敛呢？



92 第五章 级数

首先来看级数
∑

n
n+1
。这个级数的通项 n

n+1
趋于 1。也就是说，n足够

大时，每增加一项，就等于给部分和加 1。这样看来，级数不收敛。

下面严格来说明，由于

lian
n→+∞

n

n+ 1
= 1,

因此，对于 0 < r < 1，总存在正整数 N，只要 n > N，就有 n
n+1

> 1− r。
于是，部分和 Hn 可以写成：

Hn > HN + (n−N) · (1− r).

而数列 {(n−N) · (1− r)} 趋于正无穷，所以部分和 Hn 也趋于正无穷。也
就是说，级数

∑
n

n+1
发散。

从这个证明可以看出，只要正项级数的通项不收敛到 0，就总会有比较
大的项加到部分和里，于是级数就会发散。我们将其总结为：

定理 5.2.1. 如果正项级数的通项没有极限或极限不为零，那么级数发散。

证明： 设正项级数
∑

an 的通项数列不收敛到 0，那么按照定义，存在
r > 0，使得对任意正整数 N，总有 n > N，让 an ⩾ r。

因此，我们可以找到第一个 n1，使得 an1 ⩾ r。把 n1 作为 N，又可以
找到 n2 > n1，使得 an2 ⩾ r。以此类推，我们可以找到 {an} 的子列，其中
每个元素都大于等于 r。

考虑级数
∑

an 的部分和 Hn，当 n 大于子列的第 m 个下标时，Hn 就
大于等于 mr。因此，部分和趋于正无穷。这说明级数不收敛。 □

如果通项数列 {an} 收敛到 0，级数是否就收敛呢？

考虑级数
∑

1
n+1
，它的通项是 1

n+1
，因此趋于 0。但我们可以证明，级

数
∑

1
n+1
不收敛。
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考虑数列 { 1
n+1

} 的前 2m 项，我们可以把它这样拆分：

1 ⩾ 1

1

2
⩾ 1

2
1

3
+

1

4
⩾ 2 · 1

4
=

1

2
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
⩾ 4 · 1

8
=

1

2
... ...

1

2m−1 + 1
+

1

2m−1 + 2
+ · · ·+ 1

2m
⩾ 2m−1 · 1

2m
=

1

2

因此，级数前 2m 项的部分和大于等于 1 + 1
2
· (m− 1) = m+1

2
。这说明

级数不收敛。

再看另一个级数：
∑

1
(n+1)2

，它的通项是 1
(n+1)2

，同样趋于 0。然而，我
们可以证明，这个级数是收敛的。这是因为对任意正整数 n，

1

(n+ 1)2
<

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

因此，部分和 Hn 可以写为：

Hn = 1 +
n∑

i=1

1

(n+ 1)2
< 1 +

n∑
i=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1 + 1− 1

n+ 1
< 2.

部分和序列有界，因此收敛。

从上面的讨论可以顺便推出：级数
∑

1
(n+1)a

在 a ⩾ 2时收敛，在 a ⩽ 1

时发散。直觉上理解，就是 { 1
n+1

} 收敛到 0 还不够快，导致部分和增长得
太多；而

∑
1

(n+1)2
、
∑

r−n 收敛得足够快，因此部分和始终有限。

怎样把“收敛得足够快”这件事用严谨的方式说明呢？比照无穷的阶的
形式，我们来考虑通项数列相邻两项的比值：

qn =
an
an+1
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直觉来说，如果 qn 趋于某个小于 1的数，那么 {an}大体来说是增长的，不
收敛到 0，于是级数发散。如果 qn 趋于某个大于 1 的数 r，那么 an 收敛到
0，而且收敛得大致和 r−n 一样快，于是级数收敛。

不过，对级数
∑

1
n+1
、
∑

1
(n+1)2

，比值 {qn} 都收敛到 1。因此，需要更
细致的分析。遵循研究函数局部性质的思路，我们可以把它展开：

qn = 1 +
t1
n
+

t2
n2

+ · · ·

级数
∑

1
n+1
对应 t1 = 1，而

∑
1

(n+1)2
对应 t1 = 2。

我们把 qn 写成

qn = 1 +
t1
n
+ o

(
1

n

)
.

也就是：

n(qn − 1) = t1 + o (1) .

即 n(qn − 1) 趋于 t1。

如果 t1 < 1，那么按照极限的定义，总有 N 和 r < 1 使得 n > N 时总
有：n(qn − 1) < r，即：

nan − (n+ 1)an+1 < 0.

即 n > N 后，数列 {nan} 单调递增。因此 an > NaN
n
。于是，级数

∑
an 的

部分和增长得比 NaN
∑

1
n
快，因此发散。

如果 t1 > 1，那么按照极限的定义，总有 N 和 r > 1 使得 n ⩾ N 时总
有：n(qn − 1) > r，即

nan − (n+ 1)an+1 ⩾ (r − 1)an+1.
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同理，可以写出：

(n− 1)an−1 − nan ⩾ (r − 1)an

(n− 2)an−2 − (n− 1)an−1 ⩾ (r − 1)an−1

... ⩾ ...

NaN − nan ⩾ (r − 1)aN+1

以上等式分边相加，就得到：

NaN ⩾ NaN − nan ⩾ (r − 1)
n∑

i=N+1

ai.

于是部分和 Hn 可以写成：

Hn ⩽ HN +NaN .

这说明级数收敛。

t1 = 1 时，需要更精细的分析，这里就不继续展开了。总结以上内容：

记正项级数
∑

an 的通项数列相邻两项的比值为：

qn =
an
an+1

如果在 n 足够大的时候，总有以下情况，则可以做出正项级数是否收敛的
判断。

• 如果 qn 总大于某个大于 1 的数，那么级数收敛；
• 如果 qn 总小于某个小于 1 的数，那么级数发散；
• 如果 qn 可以写成 1 + A

n
+ o

(
1
n

)
，且 A > 1，那么级数收敛；

• 如果 qn 可以写成 1 + A
n
+ o

(
1
n

)
，且 A < 1，那么级数发散。

来看一些具体的例子。

级数
∑

1
n!
收敛，因为

∀n ⩾ 1, qn =
(n+ 1)!

n!
= n+ 1 ⩾ 2.
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x > 0 时，级数
∑

xn

n!
收敛，因为

∀n ⩾ x, qn =
xn(n+ 1)!

n!xn+1
=

n+ 1

x
⩾ 1 +

1

x
.

x > 1 时，级数
∑

nk

xn 收敛，因为

∀n ⩾ 1, qn =
nkxn+1

xn(n+ 1)k
= x

(
1 +

1

n

)−k

.

而数列
{(

1 + 1
n

)k} 趋于 1，因此 qn 趋于 x > 1。

级数
∑

na 的收敛情况跟 a 有关。比值 qn =
(
1 + 1

n

)−a。

• 如果 a ⩾ 0，那么级数发散。
• 如果 a < 0，那么 qn =

(
1 + 1

n

)−a
= 1− a

n
+ o

(
1
n

)
。

• 如果 −1 < a < 0，那么级数发散。

• 如果 a = −1，那么级数发散。

• 如果 a < −1，那么级数收敛。

思考 5.2.1.
1. 看了研究级数收敛性质的方法，对你研究函数的性质，有什么启发？
2. 如果数列从某一项开始都是正数，这样的数列能否通过研究正项级

数来讨论收敛性？进一步来说，数列的负项如果更多的话，如何转为正项级
数来研究？

习题 5.2.1.
1. 以下级数是否收敛？说明原因。

1.
∑

2
n2−3n+3

2.
∑

n!
nn

3.
∑

1√
n+1

4.
∑ 4n(n!)2

(2n+1)!

2. 给定 x > 0，证明：级数
∑

xn

n!
收敛，级数和为 ex。

3. 考虑正项级数
∑

an。如果有正数列 {Bn}，正数 c，以及正整数 N，
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使得
∀n > N, Bn

an
an+1

− Bn+1 ⩾ c.

证明：级数
∑

an 收敛。
4. 证明：如果正项级数

∑
an 收敛，那么可以找到正数列 {Bn}，正数

c，以及正整数 N，使得

∀n > N, Bn
an
an+1

− Bn+1 ⩾ c.

5. 如果正项级数
∑

an 从某一项起总有

an+1

an
⩾ 1− 1

n
,

那么级数
∑

an 发散。

5.3 一般级数的收敛

上一节我们讨论了正项级数的收敛性质。对于一般的级数，怎么判断
它是否收敛呢？

最简单的方法是考虑“绝对值”。我们把级数的绝对值定义为给通项取
绝对值得到的级数。这样定义之下，级数的绝对值肯定是正项级数。

定理 5.3.1. 如果级数的绝对值收敛，那么级数收敛。

证明： 给定级数
∑

an，它的绝对值是正项级数
∑

|an|。如果后者收敛，那
么对应的部分和序列是自敛数列。因此，对任意 r > 0，存在正整数 N，只
要 n > m > N，就有

n∑
i=m+1

|ai| < r.
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因此 ∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1

ai

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=m+1

|ai| < r.

这说明级数
∑

an 的部分和序列是自敛数列。也就是说，级数
∑

an 收敛。
□

如果级数的绝对值收敛，就说它绝对收敛。正项级数显然都是绝对收
敛的。给收敛的正项级数的通项随意加上正负号，得到的级数也绝对收敛。
比如，从正项级数

∑
1
2n
收敛，可以推出

∑ (−1)n

2n
绝对收敛。

例题 5.3.1. 证明：对任意实数 x，
∑+∞

n=0
xn

n!
收敛。

解答. x ⩾ 0 时，我们已经证明了正项级数
∑

xn

n!
收敛。对于一般的 x，考

虑级数的绝对值：
∑+∞

n=0

∣∣xn

n!

∣∣ =∑+∞
n=0

|x|n
n!
，|x| ⩾ 0，因此又回到了正项级数

的情况，于是级数的绝对值收敛。也就是说，
∑+∞

n=0
xn

n!
绝对收敛。

如果级数的绝对值发散，级数还能收敛吗？这样的级数也是存在的。我
们称它们为相对收敛的级数。

举例来说，级数
∑+∞

n=0
(−1)n

n+1
不是绝对收敛的，因为它的绝对值

∑+∞
n=0

1
n+1

发散。但我们可以证明
∑+∞

n=0
(−1)n

n+1
收敛。

记级数的通项为 an = (−1)n

n+1
，部分和序列为 {Hn}n∈N。考虑部分和序列

的子列：{H2m}m∈N 和 {H2m+1}m∈N。我们证明两者都趋于同一个极限 X，
因此部分和序列也趋于 X。

a2n ⩾ 0，a2n+1 ⩽ 0。于是：

H2m+2 =
2m+2∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= H2m − 1

2m+ 2
+

1

2m+ 3
⩽ H2m,

H2m+3 =
2m+3∑
n=0

(−1)n

n+ 1
= H2m+1 +

1

2m+ 3
− 1

2m+ 4
⩾ H2m+1.

即 {H2m} 单调递减，{H2m+1} 单调递增。即 H2m ⩽ H0，H1 ⩽ H2m+1。
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两者的通项之差为 H2m −H2m+1 =
1

2m+1
⩾ 0，所以

0 < a0 + a1 = H1 ⩽ H2m+1 ⩽ H2m ⩽ H0.

即两者都是有界单调数列，因此都有极限。而它们的差 1
2m+1

趋于 0，因此
极限相等。极限大于 0。

以上的情形可以稍做推广：

定理 5.3.2. 如果级数
∑

an 的通项正负交替，且绝对值单调递减，趋于 0，
那么级数收敛À。这样的级数称为交替级数。

从上面的论证过程，还可以得到更多关于交替级数的结论。设有交替
级数

∑+∞
n=0 an，其部分和序列为 {Sn}，那么：

• 极限总介于 S2n、S2n+1 之间，与 a0 同号。
• S − Sn 与 an+1 同号。
• |S − Sn| ⩽ an+1。

对于更一般的级数，我们也将它分为正、负两部分讨论。我们把级数所
有的正项依次序提出来，称为级数的正部，把级数所有的负项提出来，称为
级数的负部。正部显然是正项级数；为了方便讨论，我们把负项取相反数，
这样负部也是正项级数了。具体来说，我们这样定义两个部分：

定义 5.3.1. 给定级数
∑

an，我们定义两个相关的新级数。它们的通项分别
是：

∀n ∈ N, a+n =大(an, 0), a−n = −小(an, 0)

其中 大(x, y)、小(x, y) 分别表示 x, y 中较大、较小者。an > 0 时 a+n = an，
a−n = 0，an < 0 时 a+n = 0，a−n = −an。这样，级数

∑
a+n 和

∑
a−n 分别表

示级数
∑

an 的正部和负部。

À提醒：这样的通项数列 {an} 就是我们见过的交替无穷小。
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级数的正部和负部都是正项级数。正部和负部的收敛性质决定了级数
的收敛性质。

定理 5.3.3. 如果级数
∑

an 的正部和负部这两个正项级数都收敛，那么级
数收敛。级数和为：

+∞∑
n=0

an =
+∞∑
n=0

a+n −
+∞∑
n=0

a−n .

证明： 注意到 a+n 和 a−n 满足：

a+n − a−n = an.

记级数
∑

an 及其正部、负部的部分和分别为 Sn、S+
n、S−

n，那么：

S+
n − S−

n = Sn.

因此，如果 {S+
n }和 {S−

n }收敛，那么 {Sn}也收敛，且极限为两者之差。“翻
译”成级数的语言，就是数

∑
an 收敛，且级数和为：

+∞∑
n=0

an =
+∞∑
n=0

a+n −
+∞∑
n=0

a−n .

□

实际上，只要注意到 a+n + a−n = |an|，就会发现，级数的正部和负部都
收敛等价于级数绝对收敛。相对收敛的级数，正部和负部都不收敛。

思考 5.3.1.
1. 用级数的概念，定义 0.9̇。这样定义的 0.9̇ 是什么数？它有多大？
2. 用级数的概念，定义“无穷不循环小数”。这样定义的“无穷不循环

小数”是什么数？
3. 如果级数的通项正负交替且趋于 0，但绝对值不单调递减，级数是

否也收敛？
4. 如果级数

∑
an 的通项绝对值单调递减且趋于 0，且有无穷多个正

项和负项，是否收敛？正负项的排列满足什么条件时收敛？给出你的想法。
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习题 5.3.1.
1. 以下数列绝对收敛吗？相对收敛吗？

1.
∑ (−1)n

(n+2)
√
n+1

2.
∑(

1− cos
(
π
n

))
3.

∑ sin nπ
6

n
4.

∑ √
n sinn
n2+1

2. 考虑两个数列 {un}、{vn}，我们要研究级数
∑

unvn 的收敛性质。
记 {un} 的部分和序列为 {sn}。

2.1. 设 p ⩽ q 为正整数，证明以下恒等式。

q∑
i=p

uivi = sqvq − sp−1vp +

q−1∑
i=p

si(vi − vi+1).

2.2. 如果 {sn} 是有界数列，{vn} 是单调递减且趋于 0 的正项数列，证
明：级数

∑
unvn 收敛。

2.3. 使用以上结论，研究级数：

∑ sin (nθ)√
n

的收敛性质。
3. 比较两个级数。
3.1. 证明：级数 (−1)n√

n+1
收敛。

3.2. 证明：

(−1)n√
n+ 1 + (−1)n

=
(−1)n√
n+ 1

− 1

(n+ 1)
+

(−1)n

(n+ 1)
√
n+ 1

+ o
(

1

n
√
n

)

3.3. 级数 (−1)n√
n+1+(−1)n

是否收敛？从中可以得到什么结论？
4. 证明：级数的正部和负部都收敛等价于级数绝对收敛。如果级数相

对收敛，那么正部和负部都趋于无穷大。
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5.4 收敛级数的基本性质

级数
∑

an、
∑

bn 收敛，就是说它们的部分和序列有极限。考虑级数∑
(an± bn)，它的部分和序列，就是级数

∑
an、

∑
bn 部分和序列的和与差，

因此有极限。按照数列极限的性质：∑
(an ± bn) =

∑
an ±

∑
bn.

类似地，如果级数
∑

an 收敛，那么部分和序列有极限，因此乘以任何
常数 c，仍然有极限。这说明：∑

(c · an) = c ·
∑

an.

这个性质和我们之前学过的某个概念很像。平直空间中的向量，也满
足这样的条件。事实上，如果把所有收敛的级数的集合记为 S，那么可以验
证，它关于以上的加法运算和数乘运算构成平直空间。

收敛的级数之间可以求和与差，那么是否可以让两个级数相乘或相除
呢？我们可以从部分和序列出发。记

∑
an、

∑
bn 的部分和序列为 {An}、

{Bn}，级数和为 A、B。考虑两个部分和序列的乘积，如果乘积序列 {AnBn}
有极限，那么可以定义这个极限是两个级数的乘积。(

N∑
n=0

an

)
·

(
N∑

n=0

bn

)
=

2N∑
n=0

∑
0⩽i,j⩽n
i+j=n

aibj

=
N∑

n=0

n∑
i=0

aibn−i +
2N∑

n=N+1

n∑
i=n−N

aibn−i

直观上，如果我们把部分和序列的乘积
的每一项纵横排列成表，那么上面的变换就
是按斜对角线来将这些项加总。
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我们希望求出表中所有项的和。但如果
从横向和纵向来看，求每行、每列的和，都
需要加无穷个数。也就是说，要处理无穷次“无穷个数相加”。如果每次先
按斜对角线加总，再将这些和加总，那么只需要处理一次“无穷个数相加”。
因此，我们考虑通项为如下定义的级数：

cn =
n∑

i=0

aibn−i.

如果级数
∑

an、
∑

bn 绝对收敛，记它们绝对值的级数和为 A∗、B∗。记级
数
∑

cn 的部分和序列为 {Cn}，我们希望证明它趋于 AB。

考察上图，前 n 个斜对角线的和加总，也可以看作 n 个纵列的和加总，
因此：

Cn =
n∑

i=0

an−iBi.

每项减去 an−iB，再在最后一起加上，得到：

Cn =
n∑

i=0

an−i(Bi − B) +
n∑

i=0

an−iB =
n∑

i=0

an−i(Bi − B) + AnB.

因此，Cn 和 AB 的差可以写为：

|Cn − AB| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

an−i(Bi − B) + (An − A)B

∣∣∣∣∣ .
我们希望证明这个差趋于 0。

随着 n不断增大，An 趋于 A。因此关键在前面的求和项。其中 an−i 和
Bi − B 仿佛是“跷跷板”的关系。i 很大的时候，Bi − B 足够小，而 i 很
小的时候，n− i 足够大，因此 an−i 又足够小。因此，我们可以通过找特定
的值将这些项分为两段，每段中的项 an−i(Bi − B) 都因为其中一个乘数足
够小而足够小。
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对任意 r > 0，首先由于 {Bn} 趋于 B，因此可以找到 N，使得 n ⩾ N

时总有：
|Bn − B| ⩽ r

3A∗ .

其次，对于 n < N 的情形，设 R 为 |Bn −B| 中最大的值，由于 {an}
趋于 0，因此可以找到 M，使得 n ⩾ M 时总有：

|an| ⩽
r

3NR
.

最后，An 趋于 A，因此可以找到 L，使得 n ⩾ L 时总有：

|An − A| ⩽ r

3|B|
.

于是，n ⩾ L+M +N 时，

|Cn − AB| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

an−i(Bi − B) + (An − A)B

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
i=0

|an−i||Bi − B|+ |An − A||B|.

上式右边第一项可以在下标 N 处截成两段：
n∑

i=0

|an−i||Bi − B| =
N−1∑
i=0

|an−i||Bi − B|+
n∑

i=N

|an−i||Bi − B|+ |An − A||B|,

i < N 时，下标 n− i > n−N > M，所以 |an−i| ⩽ r
3NR
，于是：

|Cn − AB| ⩽ r

3NR

N−1∑
i=0

|Bi − B|+ r

3A∗

n∑
i=N

|an−i|+
r

3

⩽ r

3NR
· nR +

r

3A∗

+∞∑
i=0

|ai|+
r

3

=
r

3
+

r

3A∗ · A∗ +
r

3

= r.
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这就说明 {Cn} 趋于 AB，级数
∑

cn 收敛到
∑

an、
∑

bn 的级数和的乘积。
因此我们称

∑
cn 是

∑
an、

∑
bn 的乘积。

要注意的是，上面证明中没有用到
∑

bn 绝对收敛的性质。实际上，只
要
∑

an、
∑

bn 中有一个级数绝对收敛，就可以定义乘积
∑

cn。如果两者
都绝对收敛，那么

∑
cn 也绝对收敛。

例题 5.4.1. 求级数
∑+∞

n=0
(x+y)n

n!
与
∑+∞

n=0
xn

n!
、
∑+∞

n=0
yn

n!
的关系。

解答.
+∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
=

+∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

Ck
nx

kyn−k =
+∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xkyn−k

=
+∞∑
n=0

n∑
k=0

xkyn−k

k!(n− k)!
=

+∞∑
n=0

n∑
k=0

xk

k!
· yn−k

(n− k)!

=

(
+∞∑
n=0

xn

n!

)
·

(
+∞∑
n=0

yn

n!

)

于是级数
∑+∞

n=0
(x+y)n

n!
的和等于

∑+∞
n=0

xn

n!
、
∑+∞

n=0
yn

n!
级数和的乘积。

考虑函数：

f : R → R

x 7→
+∞∑
n=0

xn

n!

上面的结论表明：

∀x ∈ R, f(x+ y) = f(x) · f(y).

我们可以猜测：函数 f 是指数函数：

∃a > 0, a 6= 1, f(x) = ax.

其中 a = f(1) =
∑+∞

n=0
1
n!
。如果能够验证函数 f 的连续或单调性质，就能

判断它是否确实是指数函数，并求出 a 的值。
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思考 5.4.1.
1. 为什么要用以上的方法定义收敛级数的乘积？你还能想到什么别的

定义方式？和以上的定义相比，有哪些好处？有哪些坏处？
2. 能否定义收敛级数的除法？

习题 5.4.1.
1. 设两级数

∑
an、

∑
bn 的通项分别是：

∀n ∈ N, an =
(−1)n√
n+ 1

, bn =
(−1)n√
n+ 1

2

.

1.1. 证明：级数
∑

an、
∑

bn 收敛。
1.2. 设级数

∑
cn 的通项为：

cn =
n∑

i=0

aibn−i.

证明：|cn| ⩾ 1。
1.3. 从以上两问的结果，你能得到什么结论？
2. 设两级数

∑
an、

∑
bn 都绝对收敛。

2.1. 考虑它们的乘积级数
∑

cn。证明：

∀N,
N∑

n=0

|cn| ⩽
(

+∞∑
n=0

|an|

)
·

(
+∞∑
n=0

|bn|

)

2.2. 证明
∑

cn 绝对收敛。

5.5 可求和数族

来看这样一个例子：级数
∑+∞

n=0
(−1)n

n+1
相对收敛，我们把它的级数和记

为 A。考虑把它的通项重新排列如下：

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+

1

5
− 1

10
− 1

12
+ · · ·
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换句话说，我们这样排列级数的通项：
+∞∑
n=0

1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
− 1

4n+ 4
.

这样排列恰好把级数
∑+∞

n=0
(−1)n

n+1
都算进去了，不重复也不遗漏。因为原来

分母为奇数的项都以 1
2n+1

的形式恰好出现一次，分母为偶数的项也都分别
作为除以 4 余 2 和余 0 的两类出现了。

然而，如果我们计算重排后的新级数，会发现它变小了。实际上，

∀n ∈ N,
1

2n+ 1
− 1

4n+ 2
− 1

4n+ 4
=

1

4n+ 2
− 1

4n+ 4

=
1

2

(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

)
所以它的部分和收敛到级数

∑+∞
n=0

(−1)n

n+1
的部分和极限的一半。

为什么会这样呢？改变通项的排列顺序，级数的和就改变了。是否所有
级数都存在这样的问题呢？

我们来看正项级数。正项级数的通项都是正数。无论怎样重排，部分和
序列总单调递增。因此，要么有极限，要么趋于无穷大。

设级数
∑

an 收敛，级数和为 A。反设通过某种重排，新级数趋于正无
穷大。那么按照定义，对任意 M，总有正整数 N，使得 n > N 时新级数
的部分和 S ′

n 总大于 M。取 M > A，则 S ′
n > M > A。但 S ′

n 是通过重排
得到的有限项的和。设其中在原级数下标最大的是 ap，那么原级数的部分
和
∑p

i=0 ai 包含了 S ′
n 的所有项。这说明

∑p
i=0 ai > S ′

n > A。这与
∑

an 的
部分和单调递增收敛到 A 的事实矛盾。因此，新级数不可能趋于正无穷大，
必然收敛。

我们还可以进一步证明，重排后的级数和等于原来的级数和。重排本
质上是通项下标之间的双射，因此是可逆的映射。某正项级数重排后级数
和比原来大，就表示反过来重排会使得级数和变小。因此，我们只需要证
明，重排后的级数和不可能大于原来的级数和。
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反设通过某种重排，新级数和 B 大于原级数和 A。那么取 M = A+B
2
，

按照定义，新级数的部分和必然在某个时刻超过 M：有正整数 N，使得
n > N 时部分和总大于 M。于是按同样的推理可得到矛盾。因此，新级数
不可能大于原级数和，于是只能等于原级数和。

我们看到，正项级数没有重排的困扰。甚至，如果级数的绝对值收敛，
也不会有重排的问题。我们把绝对收敛的级数分为正部和负部，它们都是
收敛的正项级数。而重排并不改变通项的正负，因此重排等于把正部和负
部分别重排。于是新级数的正负部仍旧收敛，且它们的级数和分别等于原
级数正负部的级数和。这就说明新级数仍然收敛，且新级数的级数和仍然
等于正部的级数和减去负部的级数和，也就是原级数的级数和。

因此，重排的问题只出现在相对收敛的级数中。相对收敛的级数，其正
部和负部都不收敛，部分和都趋于无穷大。这也是问题的根源。我们可以证
明这样的结论：

定理 5.5.1. 级数重排定理 相对收敛的级数，可以通过重排通项，让级数和
等于任何数，或变得不收敛。

证明： 考虑相对收敛的级数
∑

an 的正部
∑

a+n 和负部
∑

a−n。它们都是不
收敛的正项级数，部分和趋于正无穷大。但由于级数收敛，所以通项趋于
0。因此，正部和负部的通项序列作为

∑
an 通项序列的子列，也趋于 0。

对任意数 B，考虑这样的重排：如果 B ⩾ 0，就让第一项等于正部中第
一个正项，否则让第一项等于负部中第一个正项（即

∑
an 的第一个负项）。

如果新级数的部分和不大于 B，就让下一项等于正部中剩余的第一个
正项，否则让下一项等于负部中剩余的第一个正项。依此类推。

用图像可以更直观地理解这种重排方法。我们在建立直角坐标系的平
面上用横坐标为自然数 n、纵坐标为新级数部分和 Sn 的点列来表示新级数
部分和的趋势。水平线 y = B 就是新级数部分和应当趋向的极限。
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每次在新级数部分和中添加一项，直观上就是从 (n, Sn)“前进”到 (n+

1, Sn+1)。根据我们的重排规则，点列总朝着 y = B“努力靠近”。只要第 n

个点仍然在 y = B 下方，就继续“往上走”；一旦走到 y = B 上方，下一
步就“往下走”。同理，如果仍在 y = B 上方，就继续“往下走”；一旦落
到 y = B 下方，下一步就“往上走”。每次“前进”的“步长”，从纵向来
看，就是级数的某一项的绝对值。

按照这个规则，设点列第 n 步“过线”（即从直线 y = B 上方转为下
方或下方转为上方），这时点到直线的竖直距离不超过 |an|。而如果第 n 步
不“过线”，那么点到直线的竖直距离只会变小。因此，点到直线的距离总
小于等于最近一次“过线”时的 |an|。

由于级数的正部和负部都趋于正无穷大，所以不必担心“往上走”、“往
下走”出现“永远到不了”的问题。因此，这个重排方法遍历正部和负部的
所有项，而且不会重复。而原级数中等于 0 的项对这件事没有影响，所以
可以随意放置。这样我们就得到了一种不重复也不遗漏的重排方法。

另一方面，由于正部和负部的通项都趋于 0，所以点到直线 y = B 的
距离也趋于 0。这就说明重排后的级数部分和趋于 B。

如果我们要让重排后的级数趋于无穷，比如趋于正无穷大，我们可以
稍微改变以上规则，让点列“往上走”得更远。具体来说，我们根据情况改
变 B 的值。我们规定：第一次设 B = 1，如果某次“往下走”落到了 1 以
下，就“掉头往上走”，但目标改为 B = 2。类似地，如果第 n次落到 y = B

以下了，那么“掉头往上走”的目标变为 B = n+ 1。级数的正部和负部都
趋于正无穷大，所以这个“目标”仍然可以实现，没有“永远到不了”的问
题。这样，重排后级数的部分和会超过任何正整数，因此趋于正无穷大。

同理可以制造趋于负无穷大的重排。这就证明了所有的结论。

□

重排定理让我们认识到，求无穷多个数的和，顺序是很重要的。对于级
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数：
a0 + a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

我们自然地按从左到右的顺序求和。但对更复杂的排列来说，并不存在显
然的顺序。比如：如果在平面上每个坐标为整数的点（称为整点）上放一个
数，把它们加起来，应该按什么顺序呢？我们需要给这些更复杂的求和确立
规则，寻找其中的规律。

定义 5.5.1. 可求和数族 给定一族正数 {ai}i∈I。如果有某个数 s，使得对 I

的任何有限子集 J，部分和
∑

j∈J aj 都不超过 s，那么就说数族 {ai}i∈I 可
求和。所有有限部分和

∑
j∈J aj 的上确界称为 {ai}i∈I 的和。

可求和数族放宽了对排序的要求。对正项级数来说，可求和就等价于
收敛，作为数族的和就是作为级数的级数和。绝对收敛的级数，其绝对值是
可求和数族。相对收敛的级数，其绝对值不是可求和数族。

数族的和定义为有限部分和的上确界。所以，如果 {ai}i∈I 的和是 s，那
么对任意 r > 0，总有 I 的有限子集 J，使得

∑
i∈J ai > s− r。

显然，如果数族可求和，那么它的子族也可求和，且和不超过母族的
和。

定理 5.5.2. 分划求和定理 设有可求和正数族 {ai}i∈I，{In}n∈N 是其指标集
I 的分划。{ai}i∈I 可求和，当且仅当每个 In 对应的部分都可求和且和的级
数收敛。这时，{ai}i∈I 的和就是该级数的和：∑

i∈I

ai =
+∞∑
n=0

∑
i∈In

ai.

证明： 首先证明：如果 A = {ai}i∈I 可求和，其和为 s，那么每个 In 对应
的部分 An = {ai}i∈In 都可求和，且和的级数收敛于 s。

按定义，A 的任何有限部分的和都不超过 s。而 An 的任何有限部分也
是 A 的有限部分，因此和不超过 s。这就说明每个 An 都可求和。
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记每个 An 的和为 sn，考虑正项级数
∑+∞

n=0 sn，记它的部分和为 Sn =∑n
k=0 sk，我们要证明 {Sn} 收敛到 s。我们可以把 Sn 与 A 在集合 Jn =⋃n
k=0 Ik 上的和作比较。

具体来说，集合 Jn 是 I 的子集，因此数族 Bn = {ai}i∈Jn 也可求和，
它的和 Tn ⩽ s。Jn 是 I0 到 In 的不交并集。从 A0 到 An 各自挑出任意有
限部分，合并起来总是 Bn 的某个有限部分；反之，Bn 的任意有限部分也
总能拆分为 A0 到 An 的有限部分。于是 Sn 作为 A0 到 An 的和的总和，就
等于 Tn。

随着 n不断增大，Jn 不断扩大，Tn 也不断增大。我们可以证明 Tn 最终
趋于 s。事实上，对任意 r > 0，总有 I 的有限子集 J，使得

∑
i∈J ai > s−r。

但 J 是有限集合，所以随着 n 增大，J 总会成为某个 Jn 的子集，这时∑
i∈J ai ⩽ Tn。这就说明 Tn 最终趋于 s。即：

∑
i∈I

ai = s = lian
n→+∞

Tn = lian
n→+∞

Sn =
+∞∑
n=0

sk =
+∞∑
n=0

∑
i∈In

ai.

其次证明：如果所有 An 都可求和且和的级数
∑+∞

n=0 sn 收敛，那么
A = {ai}i∈I 可求和，且 A 的和就是级数的和 s′。

记 Jn =
⋃n

k=0 Ik 在 A 中对应的部分为 Bn。Bn 的任意有限部分都是
A0 到 An 的有限部分合并而成。而所有 An 都可求和，所以 Bn 也可求和。
如前已证：它的和 Tn 等于 Sn。

考虑 I 的任何有限子集 J，前面已经说明过，随着自然数 n 趋于无穷，
有限集合 J 总会成为某个 Jn 的子集，于是

∑
i∈J ai ⩽ Tn = Sn ⩽ s′。这说

明 s′ 是 A 的任何有限部分和的上界，因此 A 可求和，A 的和不大于 s′。

另一方面，单调递增数列 {Sn} 收敛于 s′。因此，对任意 r > 0，我们
首先可以找到 n 使得 Sn > s′ − r

2
。接着，我们又可以找到 Jn 的有限子集
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K，使得
∑

i∈K ai > Tn − r
2
。因此，K 作为 I 的子集：∑

i∈K

ai > Tn −
r

2
= Sn −

r

2
> s′ − r

2
− r

2
= s′ − r.

这说明 s′ 是 A 的有限部分和的上确界，因此就是 A 的和。

□

分划求和定理可以看作级数求和的进一步拓展。求和的对象从按照自
然数下标排列的数，变成了没有特定顺序的数族，只要求能够分成可数个
部分，每个部分求和后再按顺序加起来。这种求和手段比级数更强大。

以上的定义要求数族的元素为正数。对于一般的数族，我们也可以定
义可求和的概念。我们的想法和级数类似，也是把数族分为正部和负部，化
归为正数族：

定义 5.5.2. 可求和数族 给定一族实数 A = {ai}i∈I。定义其正部、负部为
数族：

A+ = {ai}i∈I, ai>0, A− = {−ai}i∈I, ai<0.

如果 A+、A− 都可求和，那么就说 A 可求和。这时：∑
i∈I

ai =
∑

i∈I, ai>0

ai −
∑

i∈I, ai<0

(−ai).

这个定义下，一般的级数作为数族可求和当且仅当它绝对收敛，且其
和就是级数和。而相对收敛的级数不可求和。

数族 {ai}i∈I 如果可求和，其部分也可求和。这时部分的和可能大于数
族的和。但总可以找到有限部分和，与数族的和足够接近。

∀ r > 0, ∃有限部分F ，使得

∣∣∣∣∣∑
i∈I

ai −
∑
i∈F

ai

∣∣∣∣∣ < r.

集合的分划不改变正负性，所以一般数族的分划求和问题结论与正数
族类似。如果 A = {ai}i∈I 可求和，{In}n∈N 是其指标集 I 的分划，那么每
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个 In 对应的子族 An 也可求和，且其正部、负部的和分别构成的级数，各
自收敛到 A+、A− 的和。因此 A 的和等于 An 的和的级数和。反之，如果
An 可求和，且和的级数收敛，那么 A+

n、A−
n 的和构成的级数各自收敛。而

A 的任何有限部分都可以按正负和分划拆解，互不干扰，于是也可以被包
括在有限个 A+

n、A−
n 中。于是 A 也可求和，其和就是 An 的和的级数和。

也就是说，分划求和定理对一般的实数族成立。

从分划求和定理可以推出很多有用的结论。比如，我们曾经问过对平
面上整点对应的“级数”求和的问题。从分划求和定理可以可以得出这样的
结论：

定理 5.5.3. 交换求和定理 实数族 {am,n}m,n∈N 可求和，当且仅当对任意 n，
级数

∑
|am,n| 收敛，且其级数和的级数也收敛。这时实数族的和为：

∑
m,n∈N

am,n =
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

am,n.

这个结论就是把 N2 做分划 N2 =
⋃+∞

n=0{(m,n)}m∈N 的结果。注意到
m,n 是对称的，所以把位置对换也有类似的结论：

实数族 {am,n}m,n∈N 可求和，当且仅当对任意 m，级数
∑

|am,n| 收敛，
且其级数和的级数也收敛。这时实数族的和为：

∑
m,n∈N

am,n =
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

am,n.

它对应 N2 的另一种分划。

思考 5.5.1.
1. 分划求和定理能否处理不可数个数相加的问题？
2. 交换求和定理能否扩展来处理 N3 上的数族？有什么结论？

习题 5.5.1.
1. 证明：如果 B 是可求和正数族 A 的子族，那么 B 也可求和，且和
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小于等于 A 的和。
2. 证明：给定指标集 I，I 上的可求和数族 A = {ai}i∈I 和 B = {bi}i∈I

满足：

• ∀s, t ∈ R,
∑
i∈I

sai + tbi = s
∑
i∈I

ai + t
∑
i∈I

bi.

• 如果 ∀i ∈ I，ai ⩾ 0，那么
∑

i∈I ai ⩾ 0。这时，如果
∑

i∈I ai = 0，那
么 ∀i ∈ I，ai = 0。

•
∣∣∑

i∈I ai
∣∣ ⩽∑i∈I |ai|.

以上的性质说明了什么？
3. 写出一般实数族的分划求和定理的详细证明。
4. 写出交换求和定理的详细证明。
5. 证明：如果可数指标集 I, J 上的实数族 {ai}i∈I 和 {bj}j∈J 可求和，

那么实数族 A = {aibj}i∈I,j∈J 可求和，且其和为：

∑
i∈I,j∈J

aibj =

(∑
i∈I

ai

)
·

(∑
j∈J

bj

)
.
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小学的学习中，我们定义了有限个数的和。通过定义级数，我们学习了
无穷多个数的求和。不过，正如我们所知，无穷也有可数与不可数之分。级
数定义了可数多个数的求和。那么，是否能对不可数多个数求和呢？

举例来说，实数集是不可数集合，实数区间中的点也是不可数集合。给
定定义在实数集或某个区间 I 上的实变函数 f，它将集合中每个点映射到
函数值 f(x)。那么，能否对这些函数值求和呢？

这个问题比可数多个数的求和更为复杂，但在实际生活与生产中经常
出现。比如，我们通常假设时间是连续变量，而评估各种物理作用的效果
时，通常需要研究一段时间内作用的效果。例如，物体受的力在一定时间内
的累计效果，称为冲量。它是物体导致速度变化的因素。设物体在 t时刻受
力为 F (t)，那么，一段时间 [t1; t2] 上的冲量就是函数 F (t) 在 [t1; t2] 的累
积。

另一个例子是带电物体的电荷累计。我们假设物体表面每个点上的电
荷是连续分布的，一点 P 上的电荷密度是 g(P )。那么，物体表面的总电荷
就是表面所有点上电荷密度的累积。

因此，我们有必要定义函数在区间、平面区域乃至更复杂的形体上的
求和。良好的定义并不是显而易见的。为这类求和给出符合实际生产生活
中的需要的定义，是一门深奥的学问。在当前阶段，我们只给出简要的介
绍，研究特定情形下的求和工具，不作更深入的探索。

115
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定义 6.0.1. 设函数 f 在半开区间 [a; b) 上连续À。如果当 c 趋于 b 时，f 在
[a; c] 上的积合总趋于极限 J，就说 J 是 f 在 [a; b) 上的积合。

6.1 函数图像的面积

首先来看一个物理学中的例子。设物体受到方向恒定，大小随时间 t变
化的力 F (t)。定义 F (t) 在一段时间内的累积效果为冲量 I。如果设物体刚
受力时的冲量 I(0) = 0，那么有定律：

I(t)− I(0) = m(v(t)− v(0)).

其中 v 是物体的在受力方向上的速率。为了计算速率的改变量，我们希望
计算 I(t)，也就是 F (t) 的“和”。

以时间为横轴，画出函数 F 的图像。如果 F 的大小也是恒定的，那么
可以发现，F 在一段时间 [t1; t2] 内的“总和”就是 F · (t2 − t1)。从图像来
看，函数图像是水平的线段，F (t) 的“和”就是函数图像与 x 轴之间的矩
形的面积。

函数图像与 x 轴之间的面积

如果物体受力大小不恒定，但分段恒定，于是函数图像可以看作若干
段水平线段。于是，按分段求多个矩形的面积，然后求和，就得到 I 的改
变量。

Àb 可以是无穷。
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然而，更常见的情况是：F 的大小随时间不断改变。这时候，我们如何
求 F 的“和”呢？如何定义函数图像与 x 轴之间的面积？

需要知道的是，对一般的函数 F，我们并不能很好地定义冲量 I 的改
变量。不过，对于物理学中常见的模型以及当前我们接触的简单形状来说，
可以用比较简单的方法，定义“函数曲线与 x 轴之间的面积”。

提到面积，我们首先要回顾面积的基本性质。

公理. 边长为一的正方形，面积为一。

公理. 图形的面积是其各部分面积之和。

公理. 图形平移、旋转后，面积不变。对称的图形，面积相等。

公理. 相似形面积之比是相似比的平方。

根据以上的性质，设有连续函数 f，对于其定义域中的闭区间 [a; b]，定
义它在区间上的“面积”为

∫ b

a
f，称为它在闭区间 [a; b] 上的积合。它可以

看作连续函数区间上的不可数个值的“和”。如果 f 在某区间上可以定义积
合，就说它在该区间上可积。

作为“面积”，我们对函数的积合有如下的基本要求：

• 函数 x 7→ 1 在 [0; 1] 上的积合是 1。
• 设 a、b、c 是数轴上的三点，则∫ b

a

f +

∫ c

b

f =

∫ c

a

f.

• 设 f、g 在 [a; b] 上可积，则∫ b

a

f +

∫ b

a

g =

∫ b

a

(f + g).

• 函数 x 7→ f(x− c) 在 [a+ c; b+ c] 上的积合，等于
∫ b

a
f。

• 函数 x 7→ f
(
x
c

)
在 [ac; bc] 上的积合，等于 c

∫ b

a
f。
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• 函数 x 7→ cf(x) 在 [a; b] 上的积合，等于 c
∫ b

a
f。

• 如果 f 在区间上的值总介于 m、M 之间，那么

m(b− a) ⩽
∫ b

a

f ⩽ M(b− a).

前六条分别对应四条公理。最后一条提出积合的基本大小关系。

要注意的是，这样定义的积合，作为“面积”，是有正负的。第二条中，
令 a = b，就有

∫ a

a
f = 0。而令 a = c，就有∫ b

a

f = −
∫ a

b

f.

第三条中，令 g = 0，就得到零函数的积合总是 0。而令 g = −f，就有∫ b

a

(−f) = −
∫ b

a

f.

从积合的基本性质可以推出一些常用的性质。比如：

定理 6.1.1. 如果连续函数 f 在区间 [a; b] 上总大于等于 0，那么它在区间
上的积合也大于等于 0。

这个结论可以从积合的基本大小关系推出，而从此又能推出：

定理 6.1.2. 如果连续函数 f 在区间 [a; b] 上总大于等于连续函数 g，那么
f 在区间上的积合也大于等于 g 的积合。

作为这个结论的特殊情况：

定理 6.1.3. 考虑连续函数 f 的绝对值函数 |f | : x 7→ |f(x)|，则：∣∣∣∣∫ b

a

f

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|f |.
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积合不仅定义了函数曲线的面积，也定义了区间的长度。只要令函数 f

为常函数 x 7→ 1，那么 f 在区间上的积合就是区间的长度。换句话说，面
积和长度，都是不可数个数在适宜定义下的和。

积合怎样反映了函数到 x 轴的面积呢？具体的构造，参见附录 A。

思考 6.1.1.
1. 积合定义的区间长度和面积，与已有的定义是否相容？为什么这么

说？
2. 如何理解积合的正负？它与向量面积的正负相比有何异同？
3. 除了区间，实数集的其他子集能否定义长度？你能想到为哪些集合

定义长度？和区间的长度是否相容？
4. 本节定义的积合是否一定存在？为什么？

习题 6.1.1.
1. 设有集合 S，S 的元素是不小于零的实数。S 中所有数的和是有限

的实数 w。
1.1. 对正整数 n，考虑 S 的子集 Sn：Sn = {x ∈ S | x ⩾ 1

n
}。证明：Sn

总是有穷集合。
1.2. 证明：S 的元素中，至多有可数个元素大于 0。
2. 设函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续且大于等于零，在区间中某一点处

大于零。
2.1. 证明：可以找到某个正数 r 和 [a; b] 的某个子区间 [c; d]，使得 f

在 [c; d] 上总大于 r。
2.2. 证明：f 在 [a; b] 上的积合大于零。
3. 证明：

∫ 1

0
(1− x) =

∫ 1

0
x。

4. 设有函数 f : x 7→ x
x2+1
，求

∫ 1

−1
f。
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6.2 积合与微变

从积合的基本性质出发，还可以得到积合与微变的重要关系：

定理 6.2.1. 微积互反定理
1. f 是闭区间 [a; b] 上的连续函数。考虑函数 G : x 7→

∫ x

a
f，则 G 在 [a; b]

上可微，G(a) = 0，且

∀ x ∈ (a; b), ∂G(x) = f(x).

2. 设函数 f 在闭区间 [a; b] 上可微，且微变函数连续（称为连续可微），则：

∀ x ∈ (a; b),

∫ x

a

∂f = f(x)− f(a)

证明： 1. 考虑 G 的变率。根据基本性质，对任意 x ∈ (a; b) 和 h > 0：

G(x+ h)−G(x)

h
=

∫ x+h

a
f −

∫ x

a
f

h
=

∫ x+h

x
f

h
.

考虑闭区间 [x; x+ h]，f 是连续函数，因此在区间上达到最大最小值。记 f

取得最大最小值的点为 x 和 x，即

∀t ∈ [x; x+ h], f(x) ⩽ f(t) ⩽ f(x).

于是根据基本性质，

h · f(x) ⩽
∫ x+h

x

f ⩽ h · f(x).

即

f(x) ⩽ G(x+ h)−G(x)

h
=

∫ x+h

x
f

h
⩽ f(x).

x、x 都在区间 [x; x+ h] 中，而 f 是连续函数，因此，当 h 趋于 0 的时候，
f(x)、f(x) 都趋于 f(x)。根据同归定理，变率 G(x+h)−G(x)

h
也趋于 f(x)：

lian
h→0

G(x+ h)−G(x)

h
= f(x).
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这说明 G 在 x 处可微，且微变率 ∂G(x) = f(x)。

2. 考虑 H : x 7→ f(x)−
∫ x

a
∂f，它是可微函数，而且微变为：

∀ x ∈ (a; b), ∂H(x) = ∂f(x)− ∂f(x) = 0.

因此 H 是常函数，设 H 的值为 c，则

f(x) =

∫ x

a

∂f + c,

令 x = a，就有
f(a) = 0 + c,

即 c = f(a)，所以

∀ x ∈ (a; b),

∫ x

a

∂f = f(x)− f(a).

□

微积互反定理说明，如果把积合看作对函数的运算，那么积合是微变
运算的逆运算。给定区间 [a; b] 上的连续函数 f，必然有唯一的连续可微函
数 G，使得 G(a) = 0，且 ∂G = f。给定 [a; b] 上的连续可微函数 f，必然
有唯一连续函数 ∂f，其积合是 f。

我们说
∫ x

a
f 是 f 的积合函数，f 是积合的被积函数。已知被积函数，

求积合函数，或某个区间上的积合，称为求合。

从上面的推导可知，积合函数加上常数，仍然是积合函数。

例题 6.2.1.
1. 对自然数 n，求多项式函数 x 7→ xn 的积合函数。
2. 对正数 a 6= 1，求指数函数 x 7→ ax 的积合函数。
3. 求正弦函数和余弦函数的积合函数。

解答.
1. 函数 H : x 7→ xn+1

n+1
的微变函数是 x 7→ xn，所以根据微积互反定理，
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H 是 x 7→ xn 的积合函数。
2. 函数 H : x 7→ ax

ln a
的微变函数是 x 7→ ax，所以根据微积互反定理，

H 是 x 7→ ax 的积合函数。
3. 正弦函数 sin 的微变函数是余弦函数 cos，余弦函数 cos 的微变函数

是 − sin，所以 − cos 是正弦函数的积合函数，sin 是余弦函数的积合函数。

我们研究过微变函数与函数的四则运算的关系。那么积合函数是否与
四则运算兼容呢？

从基本性质可知，积合与函数的加减法兼容：∫ x

a

(f ± g) =

∫ x

a

f ±
∫ x

a

g.

但是，积合与函数的乘法并不兼容。换句话说，下面的关系并不成立：∫ x

a

(f · g) =
∫ x

a

f ·
∫ x

a

g.

这是因为函数乘积的微变函数比较“不规则”：

∂(f · g) = ∂f · g + f · ∂g.

因此，对两边分别求合，我们只能得出：

f(x) · g(x)− f(a) · g(a) =
∫ x

a

∂(f · g) =
∫ x

a

(∂f · g) +
∫ x

a

(f · ∂g).

由于积合与乘法不兼容，我们无法像微变一样方便地求出很多经典函
数的积合函数。反而一些表达式“不太规则”的函数，因为是某些函数的微
变函数，所以根据微积互反定理，能求出积合函数。如果某个函数的积合函
数可以用经典函数表示，就说它显式可积；否者说它显式不可积À。

À常见的显式可积函数，及它们的积分，参见附录 C 的“常见积分表”。
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函数显式不可积，不表示它不可积。比如，函数 x 7→ ex
x
的积合函数无

法用经典函数表示出来，它是显式不可积的函数。但它在区间 [1; 2]上连续，
因此可积。给定 a > 1，我们可以肯定 x 7→ ex

x
在 [1; a] 上的积合存在，是某

个大于 0 的数，但我们无法简单用有理式、幂函数、三角函数这些经典函
数算出它的值。

为了方便地求函数的积合，我们希望能找出更多显式可积的函数。为
此，数学家发展了一些求合的转化技巧，把看起来显式不可积的被积函数
转化为显式可积的函数。

从函数乘法的积合出发，我们考虑这样的特殊情形：求两个连续函数
f、g 的乘积的积合，如果其中一个（比如 g）连续可微，那么

∫ x

a

(f · g) = F (x) · g(x)− F (a) · g(a)−
∫ x

a

(F · ∂g).

其中 F 是 f 的积分函数。

通过这个关系，我们可以把乘积 fg 的积合转化为 F∂g 的积合。这个
转化技巧称为分部积合法。使用分部积合法，可以把一些看起来显式不可
积的函数转为显式可积的函数。

例题 6.2.2.
1. 使用分部积合法，求函数 x 7→ x sinx 的积合函数。
2. 使用分部积合法，求函数 x 7→ ex sinx 的积合函数。

解答.
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1. 考虑函数 F (x) = − cosx，则 ∂F = sinx，因此，∫ x

a

(x sinx) =

∫ x

a

(sinx · x) =
∫ x

a

(∂F (x) · x)

= F (x) · x− F (a) · a−
∫ x

a

(F (x) · ∂x)

= −x cosx+ a cos(a) +
∫ x

a

(cosx · 1)

= −x cosx+ a cos(a) +
∫ x

a

cosx

= −x cosx+ a cos(a) + sinx− sin a.

2. 考虑函数 F (x) = ex，它的微变函数是自己。因此，∫ x

a

(ex sinx) =

∫ x

a

(ex · sinx) =

∫ x

a

(∂F (x) · sinx)

= F (x) sinx− F (a) sin(a)−
∫ x

a

(ex · ∂ sinx)

= ex sinx− ea sin(a)−
∫ x

a

(ex cosx) .

用同样的方法，可以求出∫ x

a

(ex cosx) = ex cosx− ea cos(a) +
∫ x

a

(ex sinx) .

代入前面的关系式，得到：∫ x

a

(ex sinx) = ex sinx− ea sin(a)− ex cosx+ ea cos(a)−
∫ x

a

(ex sinx) .

因此 ∫ x

a

(ex sinx) =
1

2

(
ex(sinx− cosx)− ea(sin(a)− cos(a))

)
.

最后考虑函数的复合与积合。设连续函数 f 在区间 [a; b] 上连续，而函
数 g 在区间 [f(a), f(b)] 上连续。复合函数 g ◦ f 的微变为：

∂(g ◦ f)(x) = ∂g(f(x))∂f(x).
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因此，如果设 G 是 g 的积分函数，那么

∂(G ◦ f)(x) = g(f(x))∂f(x).

两边积合，就得到：

G(f(x))−G(f(a)) =

∫ x

a

(g(f(x))∂f(x)) .

而左边可以看作 g 在 [f(a), f(b)] 上的积合。也就是说：∫ x

a

(g(f(t))∂f(t)) =

∫ f(x)

f(a)

g.

从这个关系式出发，可以得到另一种积合转化技巧。如果某个被积函
数能写成 g(f(t))∂f(t) 的形式，那么可以将它的积合转为 g 关于 u = f(t)

的积合。反之，如果将被积函数 g 的自变量 x 看作函数 x = f(u)，那么积
合就变成 g(f(u))∂f(u) 的形式。这个方法也称为换元积合法。

例题 6.2.3.
1. 使用换元积合法求

∫ 2

0
x

x2+1
。

2. 使用换元积合法求
∫ 2

0
1√
x+1
。

解答.
1. 考虑 g : x 7→ 1

x+1
和 f : x 7→ x2，则∫ 2

0

(g(f(x))∂f(x)) =

∫ 2

0

2x

x2 + 1
.

因此， ∫ 2

0

x

x2 + 1
=

1

2

∫ 2

0

(g(f(x))∂f(x))

=
1

2

∫ f(2)

f(0)

g =
1

2

∫ 4

0

1

x+ 1
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函数 x 7→ ln (x+ 1) 的微变是 g，因此，∫ 2

0

x

x2 + 1
=

1

2

∫ 4

0

1

x+ 1

=
1

2
(ln (4 + 1)− ln (0 + 1)) =

ln 5

2
.

2. 记被积函数为 g。考虑 f : x 7→ x2。x 从 0 运动到
√
2 时，f(x) 从 0

运动到 2。因此：∫ 2

0

1√
x+ 1

=

∫ f(
√
2)

f(0)

g

=

∫ √
2

0

(g(f(x))∂f(x))

=

∫ √
2

0

2x

x+ 1
= 2

∫ √
2

0

(
1− 1

x+ 1

)
= 2

∫ √
2

0

1− 2

∫ √
2

0

1

x+ 1

= 2(
√
2− 0)− 2

(
ln (

√
2 + 1)− ln (0 + 1)

)
= 2

√
2− 2 ln (

√
2 + 1).

思考 6.2.1.
1. 函数的积合函数与一次函数有什么共同点？
2. 函数的商的积合函数有什么规律？
3. 反函数的积合函数有什么规律？
4. 如果函数的积合函数无法用经典函数表示，如何计算它的积合？你

有什么想法？
5. 如何计算以下函数的微变？

x 7→
∫ f(x)

0

g.

习题 6.2.1.
1. 求以下函数的积合函数。
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1.1. x 7→ 3x2 + 1− x。
1.2. x 7→ 1

x
。

1.3. x 7→ lnx。
1.4. x 7→ 1

x2+1
。

2. 使用分部积合法求以下函数的积合。
2.1. x 7→ x2 cosx。
2.2. x 7→ x lnx。
2.3. x 7→ ex cosx。
3. 使用换元积合法求以下函数的积合。
3.1. x 7→ sin2 x cosx。
3.2. x 7→ lnx

x
。

3.3. x 7→ tanx。
4. 对正整数 n ⩾ 1，设 In =

∫ e

1

(lnx)n。

4.1. 证明 In 总大于 0。
4.2. 证明数列 {In}n∈N 单调递减。
4.3. 计算 I1 的值。
4.4. 使用分部积合法，证明：

∀n ⩾ 1, In+1 = e − (n+ 1)In.

并据此计算 I2、I3 的值（提示：考虑函数 x 7→ x (lnx)n+1）。
4.5. 运用前面的结论，证明：数列 {In}n∈N 有极限，极限为 0。

5. 对正整数 n ⩾ 2，设 In =

∫ 2

1

(
x−ne 1

x

)
。

5.1. 计算 I2 的值。
5.2. 使用分部积合法，证明：

∀n > 1, In+1 = e −
√

e
2n−1

+ (1− n)In.

并据此计算 I3 的值（提示：考虑函数 x 7→ x1−ne 1
x）。

5.3. 证明：x > 1 时，总有 0 ⩽ x−ne 1
x ⩽ e

xn
。

5.4. 根据上一问的结论，给出 In 的范围，并求数列 {In}n∈N 的极限。
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6.3 积合与函数

和微变一样，积合也可以作为研究函数的工具。比如，从微变中值定理
出发，可以得到积合的中值定理À。

定理 6.3.1. 积合中值定理 如果函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续，那么可以找
到 c ∈ [a; b] 使得： ∫ b

a

f = (b− a) · f(c).

直观上，可以这样理解：把 f 在闭区间 [a; b]上的积合看作函数到 x轴
的面积，那么它介于分别以 f 在 [a; b] 上的最小值、最大值为高的矩形的面
积之间。

想象我们有一个长方的水箱，侧面从左到右画了函数的曲线。水位一
开始处于曲线最低处。不断加水让水位升高，直到水位和曲线最高处平齐。
水位以下的面积和曲线下的面积相比，从一开始前者小于后者，连续变化，
到最后前者大于后者。因此，水位上涨过程中总有一刻，水位以下的面积等
于曲线下的面积。这时水位线和曲线的交点，就是我们要找的 f(c)。

如左图，水位从曲线最低的位置开始上涨，当水位下的面积等于曲线下的

面积时，水位线与曲线的交点就是 c 的位置。

À证明见附录 C。
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如果函数 f 连续可微，从微积互反定理可以得到：

f(b) = f(a) +

∫ b

a

∂f.

因此，f 在一点 a 附近的值，可以通过加上微变的积分得到。从这个思想
出发，可以得到另一种局部展开函数的方法。

定理 6.3.2. 积合余项的微变展开定理 如果函数 f 在包含实数 a 的区间 I

中 n+ 1 次可微，且 n+ 1 次微变函数连续，那么对 I 中另一点 x 有：

f(x) = f(a) +
n∑

i=1

∂if(a)

i!
(x− a)i +

∫ x

a

(x− t)n

n!
∂n+1f(t)dt.

= Pn + Yn

其中 Yn =
∫ x

a
(x−t)n

n!
∂n+1f(t)dt 称为局部展开的 n 次积合余项À。

这个定理和微变展开定理很相似，都是把 a 附近的函数值用 a 处的函
数值和微变率组成的多项式 Pn 表示。两者的不同主要在于对函数可微程度
的要求以及余项的形式。

我们把之前微变展开定理的余项称为微变余项。

微变余项 积合余项

∂n+1f(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

∫ x

a

(x− t)n

n!
∂n+1f(t)dt

微变余项只要求函数在 a 附近 n + 1 次可微，只和 n + 1 次微变函数在某
点的值有关，但无法给出该点的确切位置。积合余项不需要引入不知位置
的点，但要求 n+ 1 次微变函数连续。

À如果被积函数的表达式里有不止一个变量，为了区别，我们一般会在被积函数后面加
上符号 d 和要求积合的变量，指明我们在对哪个变量求积合。比如这里我们加上了 dt，表
示对变量 t 求积合，而不是 a 和 x。
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思考 6.3.1.
1. 比较微变中值定理和积合中值定理，说说两者的区别和联系。
2. 比较两个微变展开定理的余项形式，说说两者的区别和联系。

习题 6.3.1.
1. 设函数 f 和 g 在闭区间 [a; b] 上连续，证明：可以找到 c ∈ [a; b]，

使得： ∫ b

a

(f · g) = f(c) ·
∫ b

a

g.

2. 设有定义在 R 上的周期函数 f，周期为 T > 0，证明：

∀ a ∈ R,
∫ a+T

a

f =

∫ T

0

f.

3. 考虑函数 f : x 7→ ln (1 + x2)。
3.1. 求 ∂f、∂2f，将 f 在 0 处展开到 2 次。
3.2. 证明： ∫ 1

0

(1− t)2(1 + t)

(1 + x2)2
=

ln 2

2
.



附录 A 无穷集合的势

公理. 选择公理 可以同时从任意多个非空集合里各选择一个元素，构成一
个新集合。

从选择公理出发，我们可以得出一些有用的基本结论。

定理 1.0.1. 构造双射 设 f 是从集合 A 到 B 的单射，那么 f 是 A 到 f(A)

的双射。

设 f 是从集合 A 到 B 的满射，那么存在从 A 的子集到 B 的双射 g，
使得 g(x) = f(x) 总成立。

这个定理其实说明了单射和满射相比双射“缺了什么”，以及如何修正，
得到双射。

单射的“问题”在于它的值域“填不满”到达集，构不成满射。因此，
把到达集中不在它值域里的部分去掉，只考虑它的值域作为到达集，那么
它就是双射了。

满射的“问题”在于应变量可能是多个自变量映射的结果，也就是“多
对一”，导致不是单射。因此，只要在里面选一个自变量就好了。而选择公
理告诉我们，这么做是没问题的。

131
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证明： 首先证明，可以从单射构造双射。设 f 是从集合 A到 B 的单射，那
么按照定义，f 是 A 到 f(A) ⊆ B 的满射。

f 既是单射又是满射，因此 f 是 A 到 f(A) 的双射。

再证明可以从满射构造双射。设 f 是从集合 A 到 B 的满射，那么按
照定义，B 中每个元素 y 关于 f 的原像都是非空集合。

考虑 B 所有元素关于 f 的原像。根据选择公理，可以同时在这些原像
中各选择一个元素。这样构成的集合是 A 的子集 A′。

我们定义新的映射

g : A′ ⊆ A → B

x 7→ f(x)

g 是从 A 的子集到 B 的满射。按照定义，总有 g(x) = f(x)。而由于
不同的自变量 x 来自不同的原像，所以经过 f 映射的结果也不相同。这说
明 g 是单射，因此是双射。

□

定义 1.0.1. 集合上的序 给定一个集合，可以对其中的元素指定顺序。具体
来说，序是一种二元关系。比如，整数集、有理数集或实数集上的大于、小
于、大于等于、小于等于关系，都是序关系。

如果序关系 ◁ 满足以下条件，就称为偏序：

• 自返性：∀x, x ◁ x。
• 反称性：∀x, y，如果 x ◁ y 且 y ◁ x，那么 x = y。
• 传递性：∀x, y, z，如果 x ◁ y 且 y ◁ z，那么 x ◁ z。

配备有偏序关系的集合称为偏序集。

偏序集不保证集合中任意两个元素都有序关系。如果集合中任意两个
元素 x, y，总有 x ◁ y 或 y ◁ x 成立，就说序关系是全序，集合是全序集。
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给定 S 上的序关系 ◁，如果集合 S 中有元素 x，使得 x ◁ y 对 S 中任
意元素 y 成立，就说 x 是 S 的最小元。如果集合 S 中有元素 x，使得 y ◁ x

对 S 中任意元素 y 成立，就说 x 是 S 的最大元。比如，正整数集上的小于
等于关系，就有最小元 1，通常称为最小值。

如果序关系使得集合的任意非空子集总有最小元，就说它是良序，集
合是良序集。比如，正整数集上的小于等于关系就是良序。

定义 1.0.2. 设有集合 A 和 B。

• 如果存在 A 到 B 的双射，就说 A 和 B 的势相等，两者等势，记作
|A| = |B|。

• 如果存在从 A 到 B 的单射，就说 A 的势不大于 B 的势或 A 的势小
于等于 B 的势，记作 |A| ⩽ |B| 或 |B| ⩾ |A|。

• 如果存在从 A 到 B 的单射，但不存在 B 到 A 的单射，就说 A 的势
小于 B 的势，记作 |A| < |B| 或 |B| > |A|。

定理 1.0.2. 等势定理 给定集合 A、B，如果 |A| ⩽ |B|、|B| ⩽ |A|，那么
|A| = |B|。

这个定理是判定集合等势的重要方法。它的证明思路大致是这样的：我
们有从 A 到 B 的单射 f，也有从 B 到 A 的单射 g。根据前面的结论，f

是 A 到 B 子集的双射，g 又把 B 的这部分一一对应到 A 的一部分，于是
变成“更小”的双射。相互跳转的过程中，集合 A、B 会不断“剥离出”一
部分。它们是通过双射得到的，所以它们之间可以建立双射。而双方剩下的
部分也可以建立双射。于是我们就在 A、B 之间建立了双射。
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证明： 根据条件，存在从 A 到 B 的单射 f，以及从 B 到 A 的单射 g。记
以下集合：

A0 = A, B0 = B

A1 = g(B0), B1 = f(A0)

A2 = g(B1), B2 = f(A1)
... ...

An+1 = g(Bn), Bn+1 = f(An)
... ...

根据定理 1.0.1，f 是 A0 到 B1 的双射，g 是 B1 到 A2 的双射，等等。因
此，我们可以写出以下两条等势关系“链”：

|A| = |A0| = |B1| = |A2| = |B3| = |A4| = |B5| = |A6| = · · ·

|B| = |B0| = |A1| = |B2| = |A3| = |B4| = |A5| = |B6| = · · ·

其中集合的关系为：

A = A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · ·

B = B0 ⊇ B1 ⊇ B2 ⊇ B3 ⊇ · · ·

以上集合关系中，如果对某个正整数 n，有 An = An+1 或 Bn = Bn+1，
那么两条等势“链”就连上了，于是立刻得到 |A| = |B|。

如果所有的集合关系都是 An ⊂ An+1、Bn ⊂ Bn+1，即真子集关系，那
么考虑 An 中去掉 An+1 的部分，记为 A∗

n。同理定义 B∗
n。

An 到 Bn+1 有用 f 定义的双射，An+1 到 Bn+2 有用 f 定义的双射，因
此，A∗

n 到 B∗
n 也有用 f 定义的双射。我们可以得到以下两条等势关系“链”：

|A∗
0| = |B∗

1 | = |A∗
2| = |B∗

3 | = |A∗
4| = · · ·

|B∗
0 | = |A∗

1| = |B∗
2 | = |A∗

3| = |B∗
4 | = · · ·
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|A∗
0| = |B∗

1 |，|A∗
1| = |B∗

0 |，而 A∗
0 与 A∗

1 不相交，而 B∗
0 与 B∗

1 不相交。因此，
这两对集合可以拼成 A∗

0 ∪A∗
1 到 B∗

0 ∪B∗
1 的“整齐”的双射。其中 A∗

0 的元
素映射到 B∗

1，B∗
0 的元素映射到 A∗

1，互不干扰。

对于一般的相邻奇偶数下标，也可以这么做。因此，我们可以构建这样
的映射：

h :
⋃
n∈N

A∗
n →

⋃
n∈N

B∗
n

x 7→

{
f(x) 如果x ∈ A∗

2m, m ∈ N
g(x) 如果x ∈ A∗

2m+1, m ∈ N

由于对所有的 n，A∗
n 两两不相交，B∗

n 两两不相交。所以以上定义的 h 成
立，而且是双射。

如果集合 A∗ =
⋃

n∈N A
∗
n 就是 A，同理 B∗ =

⋃
n∈N B

∗
n 就是 B，我们就

在 A 和 B 之间建立了双射。不过很可惜，A∗ 还不是 A，遗漏了一部分元
素。

遗漏了怎样的元素呢？按照定义，
⋃

n∈N A
∗
n 是所有“在某个 An 中但不

在 An+1 中”的元素的集合。因此，只要 A中一个元素同时在所有的 An 里，
它就不属于 A∗。反之，A 中元素 x 只要不是同时属于所有的 An，那么总
有一个最小的正整数 m，x 不属于 Am。也就是说，x 属于 Am−1 而不属于
Am。这说明 x ∈ A∗

m−1。

综上所述，设 A 为所有 An 的交集，那么 A 是 A∗ 和 A 的不交并。A∗

和 A 是 A 的分划。同理可以定义 B 为所有 Bn 的交集，且 B∗ 和 B 是 B

的分划。

只要有 A 到 B| 的双射 j，那么用类似前面的思路，我们可以建立 A
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到 B 的双射：

H : A → B

x 7→

{
h(x) 如果x ∈ A∗

j(x) 如果x ∈ A

最后证明双射 j 存在。考虑 y ∈ B，按照定义，y ∈ B1 = f(A)，所以
它关于 f 的原像是非空集合。而 f 是单射，所以其中恰有一个元素 x ∈ A。
对任意正整数 n，y ∈ Bn = f(An−1)，所以 y 的原像 x 属于 An−1。因此，
x ∈ A。这说明 f 是 A 到 B| 的满射，因此是双射，即我们要找的双射 j。

□

定理 1.0.3. 集合的势之间的小于等于关系是偏序。

证明： 按照定义进行证明。

自返性：集合总有到自己的单射（恒等映射），因此 |A| ⩽ |A| 总成立。

反称性：根据等势定理，反称性成立。

传递性：给定集合 A,B,C，如果有 A 到 B 的单射 f，B 到 C 的单射
g，那么两者的复合映射 g ◦ f 就是 A 到 C 的单射。因此传递性成立。

□

定理 1.0.4. 实数集 R 和 2N 等势。

证明一：直接建立双射。

证明： 直接建立 R 和 2N 之间的双射，比较困难。我们使用区间 (0; 1) 作
为“中介”。首先建立 (0; 1) 到 R 的双射 f1，然后建立 2N 到 (0; 1) 的双射
f2。这样，f1 和 f2 的复合就是 2N 到 R 的双射。
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首先建立 (0; 1) 到 R 的双射。考虑反三角函数 arccos 在 (−1; 1) 上的
取值，它把 (−1; 1) 上的数映射到 (0, π) 上，是从 (−1; 1) 到 (0, π) 的双射。
而余切函数 cot 则是从 (0, π) 到 R 的双射。因此映射

f1 : x 7→ cot (arccos (2x− 1))

是从 (0; 1) 到 R 的双射。

再来把区间 (0; 1) 的实数和 2N 联系起来。考虑 2N 中的数列 {an}n∈N。

取数轴上区间 [0; 1]的中点 0.5，它把 [0; 1]平分成两个区间。如果 a0 =

0，就取左边的区间 [0; 0.5]，否则取右边的区间 [0.5; 1]。然后在新的闭区间
里，根据 a1 的值重复上一步的操作。这样不断下去，得到一个闭区间套。
根据闭区间套定理，它趋于某个 [0; 1] 中的实数。

如果数列从某一项后全是 0 或全是 1，那么从某一步操作后我们将总
是取左边（右边）的区间。这样闭区间套会收敛到这一步对应的区间的左
（右）端点，它对应着某个分母是 2 的乘方的有理数。除此以外，区间套收
敛到某个 (0; 1) 中的实数。这个实数不是分母是 2 的乘方的有理数。

把 2N 中所有从某一项后全是 0 或全是 1 的数列的集合记为 A，把
(0; 1)中所有分母是 2的乘方的有理数的集合记为 B，那么以上的操作构造
了从 2N\A 到 (0; 1)\B 的映射 g1。

下面证明 g1 是双射。

首先证明 g1 是单射。给定 2N\A 中两个不同的数列，设它们最早从第
k 项起不同，那么对应的第 k 步操作时就会选择同一区间 [a; b] 的左部分
[a; a+b

2
] 和右部分 [a+b

2
; b]。而由于数列不会从某一项后全是 0 或全是 1，所

以最终闭区间套不会收敛到端点上，也就是说两者经过 f 映射的结果分别
在 (a; a+b

2
) 和 (a+b

2
; b) 中，因此不相等。

再证明 g1 是满射。∀x ∈ (0; 1)\B，用以下操作构建数列 {an}：取数
轴上区间 [0; 1] 的中点 0.5，它把 [0; 1] 平分成两个区间。如果 x < 0.5，则
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a0 = 0，取左边的区间；否则 a0 = 1，取右边的区间。然后在新的区间里重
复上一步的操作，决定 a1 的值。以此类推，得到数列 {an} ∈ 2N。

以上操作同样得到一个闭区间套，且收敛到 {x}。由于 x /∈ B，所以不
会有从某次操作后总是取左边（右边）的区间的情况，也就是说，得到的数
列不在 A中。这就说明 x必然是 2N\A中某个数列经过 g1 映射的结果，也
就是说，g1 是满射。

g1 既是单射又是满射，因此是双射。

另一方面，考虑集合 A 和 B。我们来建立 A 和 B 之间的双射。

B 是有理数集的无穷子集，因此是可数集合。而集合 A 可以作以下分
划：

设 k 为自然数，记 Ak 为所有最早自 ak 起全是 0或全是 1的数列的集
合。所有 Ak 两两不相交，且并集是 A。

计算它们的势。|A0| = |A1| = 2，

∀ k > 1, |Ak| = 2k−1.

因此，A0、A1 和 {0, 1, 2, 3}一一对应；k > 1时，每个 Ak 和 {2k−1+3, 2k−1+

4, . . . , 2k + 2} 一一对应。于是 A 和自然数集一一对应。

于是，存在 A到 B 的双射 g2。这样，我们就可以构造 2N 到区间 (0; 1)

的双射 f2：

f2 : x 7→

{
g1(x) 如果x ∈ 2N\A
g2(x) 如果x ∈ A

把 f1 和 f2 复合，我们就完成了 R 和 2N 之间双射关系的构造。结论：

|R| = |2N|.

□

证明二：使用等势定理，建立双向的单射。
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证明： 首先建立 2N 到 R 的单射。

给定数列 {an} ∈ 2N，考虑以下数列 {un}：

u0 = a0, ∀n ∈ Z+, un = un−1 +
an
3n

.

不难证明，对任意 n > m，

|un − um| ⩽
n∑

i=m+1

1

3k
<

3−(m+1)

1− 1
3

=
3−m

2
.

因此 {bn} 是自敛数列，收敛到某个实数。因此，可以定义映射：

f : 2N → R

{an} 7→ lian
n→+∞

un

只需证明 f 是单射。

设有两个不相同的数列 {an}、{bn}，分别对应数列 {un}、{vn}。不妨
设 m是 {an}、{bn}第一个不同之处的下标。即 ∀i < m, ai = bi，且 am、bm
一个是 1，一个是 0。

不妨设 am = 1，bm = 0。那么对任意 n > m，

un − vn =
am − bm

3m
+

n∑
i=m+1

ai − bi
3i

=
1

3m
+

n∑
i=m+1

ai − bi
3i

⩾ 1

3m
+

n∑
i=m+1

0− 1

3i

=
1

3m
− 3−m−1 − 3−n−1

1− 1
3

>
1

3m
− 1

2 · 3m
=

1

2 · 3m

这说明 f({an})− f({bn}) ⩾ 1
2·3m > 0。于是 f 是单射。
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其次建立 R 到 2N 的单射。为此，仍然先建立 R 与 (0; 1) 之间的双射。
具体方法见证明一。然后只需建立 (0; 1) 到到 2N 的单射即可。

由于只需要建立单射，我们可以用比较简单的二分法。∀x ∈ (0; 1)，用
以下操作构建数列 {an}：

取数轴上区间 [0; 1] 的中点 0.5，它把 [0; 1] 平分成两个区间。如果 x <

0.5，则 a0 = 0，取左边的区间；否则 a0 = 1，取右边的区间。然后在新的
区间里重复上一步的操作，决定 a1 的值。以此类推，得到数列 {an} ∈ 2N。

最后证明这样定义的映射是单射。给定 0 < x < y < 1。由于无穷等比
数列 {2−n} 趋于 0，所以总有正整数 n 使得 y − x > 1

2n
。也就是说，第 n

次操作时，x、y 会落到不同的区间，因此它们分别对应的数列的第 n 项不
相等。这说明映射是单射。

既然存在 2N 到 R的单射，也存在 R到 2N 的单射，根据等势定理，两
者等势。

□
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2.1 函数的微变

定义 2.1.1. 给定在某一点 a 附近有定义的函数 f，如果当 x 趋于 a 时，f

在 a 到 x 的变率收敛到某个极限，就说函数 f 在 a 处可微。我们把这个极
限叫做函数 f 在点 a 处的微变率，简称微变，记作 ∂f(a)。

∂f(a) = lian
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lian

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

历史上微变率的记法有很多种。常见的记法分为两派。

一派采取直接对函数名 f 添加上标、角标等方法。比如 ḟ(a) 或 f ′(a)。
前者在物理方面的文献中常见，后者则广泛见于各个领域。这类记法的好
处是简洁，方便手写，缺点是难以推广到多元函数的多次微变，容易与其他
函数操作（比如反函数）混淆。

另一派则使用独立的微变符号表记。比如 ∂f(a) 或 df
dx(a)。这类记法的

本质是将“微变”作为映射、变换考虑，即它把一个函数映射到它的微变函
数。使用独立的微变符号表记，好处是方便推广到更复杂的情况，比如多元
函数的多次微变，缺点是手写不方便，且可能会造成难以理解的问题。比如
d

dx 记法就容易让初学者感到困惑。

本书默认采用 ∂ 记号记录微变，但也可能会用到其他的表记方法。

141
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定理 2.1.1. 直指不等式 设有正整数 n > 1，实数 x > −1 且 x 6= 0，则
(1 + x)n > 1 + nx.

证明： 用归纳法证明。n = 1 时有 (1 + x)n = 1 + nx。假设对正整数 n 有
(1 + x)n ⩾ 1 + nx，下面证明 (1 + x)n+1 > 1 + (n+ 1)x。

(1 + x)n+1 = (1 + x)n · (1 + x)

⩾ (1 + nx)(1 + x)

= 1 + (n+ 1)x+ nx2

> 1 + (n+ 1)x.

因此，由 n = 1 的情况可以推出 n = 2 时 (1 + x)2 > 1 + 2x。此后对所有
n > 2，总有 (1 + x)n > 1 + nx。 □

定理 2.1.2. 对任意正整数 k，数列 {
(
1 + k

n

)n}n∈Z+ 收敛。

证明： 记数列 {uk,n}n∈Z+、{vk,n}n∈Z+ 的通项分别是：

∀n ∈ Z+,
uk,n =

(
1 + k

n

)n
,

vk,n =
(
1 + k

n

)n+1
.

只要证明 {uk,n} 是单调递增数列，{vk,n} 是单调递减数列。那么 {uk,n}、
{vk,n} 都是有界数列，因而都有极限，分别记为 uk, vk。

又注意到对任意正整数 n，

vk,n − uk,n =
k

n
· uk,n,

因此差数列 {vk,n − uk,n} 收敛到 0。所以 uk = vk。我们定义 e = u1 = v1。

下面证明 {uk,n} 是单调递增数列。
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对任意正整数 n：

uk,n+1

uk,n

=

(
1 + k

n+1

)n+1(
1 + k

n

)n =

(
1 + k

n+1

)n+1(
1 + k

n

)n+1 ·
(
1 +

k

n

)
=

(
n(n+ k + 1)

(n+ 1)(n+ k)

)n+1

·
(
1 +

k

n

)
=

(
1 +

−k

(n+ 1)(n+ k)

)n+1

·
(
1 +

k

n

)
>

(
1 +

−k

n+ k

)
·
(
1 +

k

n

)
(直指不等式)

= 1

注意：由于直指不等式对任意 x > −1 且 x 6= 0 成立，所以只要 k 是
非零实数，对于足够大的 n，不等号总成立。也就是说，对非零实数 k，数
列 {

(
1 + k

n

)n}n∈Z+ 在 n 足够大的时候总是单调递增数列。

再证明 {vk,n} 是单调递减数列。对任意正整数 n，考虑均值不等式：

(n+ 1) · 1
n+1

+ k · 1
n

n+ k + 1
>

((
1

n+ 1

)n+1

·
(
1

n

)k
) 1

n+k+1

据此可以得到： (
1 +

k

n

)n+k+1

>
(n+ k + 1)n+k+1

(n+ 1)n+1nk
.

因此，(
1 +

k

n

)n+1

>
(n+ k + 1)n+k+1 · nk

(n+ 1)n+1 · nk · (n+ k)k
=

(
1 +

k

n+ 1

)n+2

· (n+ 1)(n+ k + 1)k−1

(n+ k)k

只需证明 (n+1)(n+k+1)k−1

(n+k)k
> 1，就得到 vk,n > vk,n+1。

而这个不等式等价于：(
1 +

1

n+ 1

)k−1

>
n+ k

n+ 1
= 1 +

k − 1

n+ 1
.
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根据直指不等式，上式成立。于是我们证明了 {vk,n} 是单调递减数列。 □

对非零有理数 r = p
q
，注意到

(
1 +

r

n

)n
=

(
1 +

p

qn

)nq
q

= (up,qn)
1
q

于是数列 {ur,n}n∈Z+ =
{(

1 +
r

n

)n}
n∈Z+

其实就是数列 {u
1
q
p,n}n∈Z+ 的子列，

因而收敛。

定理 2.1.3. 对任意有理数 r，数列
{(

1 + r
n

)n}
n∈Z+ 收敛。

考虑关于 x的函数 fn : x 7→
(
1 + x

n

)n。对足够大的正整数 n，1+ x
n
> 0，

于是 fn 对于 x 总是单调递增函数。所以只要 a < b，对足够大的正整数 n

就有 ua,n < ub,n。因此它们对应的数列的极限 ua、ub 就有 ua ⩽ ub。也就是
说，定义在有理数上的函数：

h : r 7→ lian
n→+∞

(
1 +

r

n

)n
单调递增。

对于函数 h，我们还知道什么呢？首先容易验证：

h(0) = 1, h(1) = e.

从此不难做出这样的猜想：
h(x) = ex.

对正整数 k，考虑 uk,kn：

uk,kn =

(
1 +

k

kn

)kn

=

(
1 +

1

n

)kn

=

((
1 +

1

n

)n)k

,

因此，当 n趋于无穷时，数列 {uk,kn}n∈Z+ 趋于 h(1)k。而它又是 {uk,n}n∈Z+

的子列，所以趋于 h(k)。这说明 h(k) = ek。
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考虑 u1,kn，它等于 uk
1
k
,n
，所以 {u 1

k
,n} 趋于 h(1)

1
k，即 h( 1

k
) = e 1

k。

同理，对于有理数 r = p
q
，考虑 up,qn，它等于 uq

p
q
,n
，所以 {u p

q
,n} 趋于

h(p)
1
q，也就是 h(1)

p
q。这说明 h(r) = e

p
q。

综上可知，对任何有理数 r，h(r) = er。

给定实数 x，选择任意有理数 r下 < x < r上，则 n 足够大时，ur下,n <

ux,n < ur上,n。因此，数列 {ux,n} 有界且单调递增，因此收敛。

我们把它的极限定为 h(x)，就把 h 的定义域扩延到了实数集上。

使用第一册中探索指数函数性质的方法，我们可以证明，对任何实数
x，h(x) = ex。或者写成更经典的形式：

∀x ∈ R, lian
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
= ex.

接下来证明：

定理 2.1.4. 直指等极

lian
x→0

ex − 1

x
= 1.

证明： 在 ex−1
x
中，用数列 ux,n 替换 ex，计算两者差别：

d(x, n) =

∣∣∣∣ex − 1

x
− ux,n − 1

x

∣∣∣∣ = |ex − ux,n|
|x|

.

对给定的 x，数列 {ux,n} 趋于 ex，所以对任意正数 r，总有正整数 N，使
得只要 n > N，就有：

|ex − ux,n| <
|x|r
2

,

这样，d(x, n) < r
2
。
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再考虑 ux,n−1

x
− 1：

ux,n − 1

x
− 1 =

(
1 + x

n

)n − 1− x

x

=

∑n
k=0 Ck

n

(
x
n

)k − 1− x

x
=

∑n
k=2 Ck

n

(
x
n

)k
x

=
n−1∑
k=1

Ck+1
n

nk+1
xk

=
n−1∑
k=1

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!nk+1
xk

因此，|x| < 1 且 n 足够大时，

∣∣∣∣ux,n − 1

x
− 1

∣∣∣∣ ⩽ n−1∑
k=1

∣∣∣∣ n!

(k + 1)!(n− k − 1)!nk+1

∣∣∣∣ |x|k
<

n−1∑
k=1

|x|k

(k + 1)!

< |x| ·
n−1∑
k=1

1

2k

< |x|.

因此，首先选择 |x| < r
2
且 |x| < 1 的 x，再选择使得 d(x, n) < r

2
的 n。这

样就有：∣∣∣∣ex − 1

x
− 1

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ex − 1

x
− ux,n − 1

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ux,n − 1

x
− 1

∣∣∣∣ < r

2
+

r

2
= r.

这就说明：

lian
x→0

ex − 1

x
= 1.

□
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2.2 常见函数的微变

下面给出一些常见的显式函数的微变函数。

函数名称 表达式 微变函数

常数函数 x 7→ a x 7→ 0

整式函数 x 7→
∑n

i=0 aix
i x 7→

∑n
i=1 aix

i−1

幂函数 x 7→ xa, a 6= 0 x 7→ axa−1

正弦函数 x 7→ sinx x 7→ cosx

正切函数 x 7→ tanx x 7→ 1
cos2 x

正割函数 x 7→ secx x 7→ sinx
cos2 x

余弦函数 x 7→ cosx x 7→ − sinx

余切函数 x 7→ cotx x 7→ − 1
sin2 x

余割函数 x 7→ cscx x 7→ − cosx
sin2 x

指数函数 x 7→ ax x 7→ ax ln a

对数函数 x 7→ loga x x 7→ 1
x ln a

自然指数函数 x 7→ ex x 7→ ex

自然对数函数 x 7→ lnx x 7→ 1
x
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反正弦函数 x 7→ arcsinx x 7→ 1√
1−x2

反正切函数 x 7→ arctanx x 7→ 1
1+x2

反余弦函数 x 7→ arccosx x 7→ − 1√
1−x2

反余切函数 x 7→ arccotx x 7→ − 1
1+x2

2.3 研究可微函数

定理 2.3.1. 微变展开定理 设 n 为正整数。已知函数 f 在包含实数 a 的区
间 I 中 n+ 1 次可微，那么，对于 I 中另一个数 x，存在介于 a 与 x 之间
的数 c，使得下式成立：

f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂kf(a)

k!
(x− a)k +

∂n+1f(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

= Pn(x) + Yn(x).

上式称为 f 在 a 处的 n 次微变展开。其中 Pn 称为 f 在 a 处的 n 次微变
展开多项式，Yn 称为 f 在 a 处展开的 n 次余项。

证明： 首先证明一个引理：

函数 f 在 [a; b] 上 n+ 1 次可微。如果

f(a) = ∂f(a) = ∂2f(a) = · · · = ∂nf(a) = f(b) = 0,

那么有 c ∈ (a; b) 使得 ∂n+1f(c) = 0。
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引理的证明：多次使用微变零值定理。f(a) = f(b) = 0，因此，存在
c1 ∈ (a; b) 使得 ∂f(c1) = 0。接下来，由于 ∂f(a) = ∂f(c1) = 0，因此，
存在 c2 ∈ (a; c1) ⊂ (a; b) 使得 ∂2f(c2) = 0。依此不断，最终得到，存在
cn+1 ∈ (a; b) 使得 ∂n+1f(cn+1) = 0。cn+1 就是我们要找的 c。

下面使用这个结论来证明微变展开定理。

可以验证，给定 x，f(x) 和 Pn(x) 在 a 处的值相等，不仅如此，它们
在 a 处的 1 到 n 次微变率也相等。但 f(x) 6= Pn(x)。因此，构造函数：

F : t 7→ f(t)− Pn(t)− q(t− a)n+1.

可以验证，F (a) = ∂F (a) = · · · = ∂nF (a) = 0，F (x) = f(a)−Pn(x)− q(x−
a)n+1。因此，取

q =
f(x)− Pn(x)

(x− a)n+1
,

这样，就有 F (x) = 0。于是，根据上面的引理，存在 c ∈ (a; x)，使得
∂n+1F (c) = 0。将 ∂n+1F (c) 具体计算出来：

∂n+1F (c) = ∂n+1f(c)− (n+ 1)!q.

因此有：
f(x)− Pn(x)

(x− a)n+1
= q =

∂n+1f(c)

(n+ 1)!
,

也就是：

f(x) = Pn(x) +
∂n+1f(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

这就是我们需要的结论。 □

可以看出，这个证明有模仿微变零值定理和中值定理的痕迹。首先证
明微变零值定理的加强版本，然后构造函数，把一般情况下转为零值定理
成立的特殊情况。

如果我们细看函数的 n 次微变展开，多项式 Pn 中的每一项，都对应
f 的某次微变。如果单看函数 pk : x 7→ ∂kf(a)

k!
(x − a)k，它在 a 处的值和前
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k−1次微变率都是 0，而 k 次微变率等于 f 在 a处的 k 次微变率，但 k+1

次及之后的微变率又等于 0 了。Pn 的各项互不相干扰，而加起来，就模拟
了 f 在 a 处的各次微变率。

局部展开定理其实比微变展开定理要稍微“弱”一点。因为它不要求具
体指出余项的形式，只需要刻画余项函数的性质。

定理 2.3.2. 局部展开定理 设 n 为正整数。函数 f 在区间 I 上 n 次可微，
且 n 次微变函数在 I 上连续。那么，对于 a ∈ I，f 可以写成以下形式：

∀x ∈ I, f(x) = f(a) +
n∑

k=1

∂kf(a)

k!
(x− a)k + (x− a)nh(x).

其中 h 是一个在 I 上连续，在 a 处趋于 0 的函数。

证明： 对 n 使用归纳法证明。

n = 1 时，我们需要证明：

f(x) = f(a) + ∂f(a)(x− a) + (x− a)h(x).

其中 h 是一个在 I 上连续，在 a 处趋于 0 的函数。

这个结论我们已经在讨论函数的微直观的时候证明了。具体来说，按
照微变率的定义，函数

h : x 7→ f(x)− f(a)

x− a
− ∂f(a)

在 I \ {a} 上连续，且在 a 处趋于 0。于是，补上 h(a) = 0 即可。

假设对于正整数 n，局部展开定理成立。对于 n+ 1 的情形，已知条件
为：函数 f 在区间 I 上 n+ 1 次可微，且 n+ 1 次微变函数 ∂n+1f 在 I 上
连续。

写出 h 的具体形式：

h(x) =
f(x)− Pn+1(x)

(x− a)n+1
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我们要证明 h 在 I 上连续，且在 a 处趋于 0。按照条件，h 在 I \ {a} 上连
续，因此，只需证明它在 a 处趋于 0。

使用微变展开定理，我们可以把 f(x) 写成：

f(x) = Pn(x) +
∂n+1f(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

其中 c 介于 a 和 x 之间。于是

h(x) =
∂n+1f(c)− ∂n+1f(a)

(n+ 1)!
.

∂n+1f 在 a处连续。因此，对于任意 r > 0，都有 d > 0，使得只要 |x−a| < d，
就有 ∣∣∂n+1f(x)− ∂n+1f(a)

∣∣ < r.

因此，只要 |x− a| < d，那么 |c− a| < d，于是

|h(x)| =
∣∣∣∣∂n+1f(c)− ∂n+1f(a)

(n+ 1)!

∣∣∣∣ < r.

这说明 h 在 a 处趋于 0。

综上可知，对任意正整数 n，结论都成立。这就证明了局部展开定理。
□

思考 2.3.1.
1. 只讨论一点 a 处的局部展开的话，是否可以把局部展开定理的条

件：“函数 f 在区间 I 上 n 次可微，且 n 次微变函数在 I 上连续”变成更
宽松的条件？

定理 2.3.3. 凸性与微变 设函数 f 在区间 I 上可微。

• f 在 I 下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上单调递增。
• f 在 I 上凸，当且仅当 ∂f 在 I 上单调递减。
• f 在 I 严格下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上严格单调递增。
• f 在 I 严格下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上严格单调递减。
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证明： 首先，如果函数在 I 下凸，那么任取 I 内四点 a < t1 < t2 < b，则
变率满足：

f(t1)− f(a)

t1 − a
⩽ f(t2)− f(t1)

t2 − t1
⩽ f(b)− f(t2)

b− t2
.

令 t1 趋于 a，t2 趋于 b，就得到：

∂f(a) ⩽ ∂f(b).

于是 ∂f 在 I 上单调递增。

反之，如果 ∂f 在 I 上单调递增，那么任取 I 内三点 a < t < b，根据
微变中值定理，存在 a < c1 < t < c2 < b，使得：

f(t)− f(a)

t− a
= ∂f(c1) ⩽ ∂f(c2) =

f(b)− f(t)

b− t
.

这说明函数在 I 下凸。

同理可证，f 在 I 上凸，当且仅当 ∂f 在 I 上单调递减。

如果函数在 I 严格下凸，我们希望证明 ∂f 在 I 上严格单调递增。由
于小于号取极限后会变成小于等于，我们需要给小于关系加一道“防线”。
比如，取 I 内四点 a < s1 =

2a+b
3

< s2 =
a+2b
3

< b，

f(s1)− f(a)

s1 − a
<

f(s2)− f(s1)

s2 − s1
<

f(b)− f(s2)

b− s2
.

然后再取 a < t1 < s1，则

f(t1)− f(a)

t1 − a
<

f(s1)− f(t1)

s1 − t1
.

上式变形可得到：
f(t1)− f(a)

t1 − a
<

f(s1)− f(a)

s1 − a
.

因此令 t1 趋于 a，就有：

∂f(a) ⩽ f(s1)− f(a)

s1 − a
.
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同理，取 s2 < t2 < b，可得到：

f(b)− f(s2)

b− s2
<

f(b)− f(t1)

b− t1
.

因此令 t2 趋于 b，就有：

f(b)− f(s2)

b− s2
⩽ ∂f(b).

因此：

∂f(a) ⩽ f(s1)− f(a)

s1 − a
<

f(b)− f(s2)

b− s2
⩽ ∂f(b).

这说明 ∂f 在 I 上严格单调递增。

反之，如果 ∂f 在 I 上严格单调递增，那么任取 I 内三点 a < t < b，
根据微变中值定理，存在 a < c1 < t < c2 < b，使得：

f(t)− f(a)

t− a
= ∂f(c1) < ∂f(c2) =

f(b)− f(t)

b− t
.

这说明函数在 I 严格下凸。

同理可证，f 在 I 下凸，当且仅当 ∂f 在 I 上严格单调递减。

□

2.4 常见函数的局部展开

下面给出一些常见显式函数在 x = 0 处的局部展开。

函数表达式 局部展开

sinx x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+1)!
+ o (x2n+1)
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cosx 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ o (x2n)

ex 1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o (xn)

ln (1 + x) x− x2

2
+ x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1xn

n
+ o (xn)

ln (1− x) −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
+ o (xn)

1
1−x

1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o (xn)

1
1+x

1− x+ x2 + · · ·+ (−1)nxn + o (xn)

arctanx x− x3

3
+ x5

5
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

2n+1
+ o (x2n+1)

(1 + x)a 1 + ax+ a(a−1)
2

x2 + · · ·+ a(a−1)···(a−n+1)
n!

xn + o (x2n+1)

tanx x+ x3

3
+ 2x5

15
+ o (x5)
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3.1 构造积合

我们把连续函数在闭区间上的积合定义为函数曲线到 x 轴的面积。严
格来说，给定闭区间和在区间上的函数，积合将其映射到一个数，这个数就
是函数在闭区间上的积合。这样的映射是否一定存在呢？能不能用我们已
经知道的知识和方法，构造出这个面积呢？

如果函数是常函数，那么我们可以把它的积合定义为一个矩形的面积。
如果函数可以分成几段，每段都是常函数，我们可以把它的积合定义为若
干个矩形的面积之和。从这个方法出发，对一般的函数，我们也希望用一系
列的矩形来近似表示“函数曲线到 x 轴的面积”。

定义 3.1.1. 区间的分割
给定闭区间 I = [a; b] 及一列从小到大排列的数 a = x0 < x1 < · · · < xn−1 <

xn = b。则把区间 I 分成 n 个子区间 [x0; x1], [x1; x2], · · · , [xn−1; xn]，就
是这一列数对区间的分割。我们用数列 (x0, x1, · · · , xn) 表示这个分割。

如果区间的分割有 n 个子区间，就说它是区间的 n 阶分割。如果区间
的分割使得所有子区间长度都不超过某个数 d，就说它是区间的 d–分割。

设 f 是定义在 I 上的函数。给定区间的某个分割，在该分割的各个子

155
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用矩形近似表示函数曲线到 x 轴的面积

区间中取样 ci ∈ [xi−1; xi]，其函数值 f(ci) 与区间长度的乘积的总和：
n∑

i=1

(xi − xi−1)f(ci)

称为函数关于该分割的取样和。

如果取样 ci 是各个区间上函数取最大值的点，就说取样和是函数关于
该分割的上限和；如果取样 ci 是各个区间上函数取最小值的点，就说取样
和是函数关于该分割的下限和。

显然，下限和小于等于任何取样和，任何取样和小于等于上限和。

给定区间 I 上的函数 f，如果可以找到区间 I 的某个分割，使得 f 在
分割的每个子区间上都是常函数，就说 f 是分段常函数，也叫阶梯函数。显
然，阶梯函数背后总有一个分割。如果我们把这个分割的子区间继续拆分，
f 仍然是阶梯函数。

不难发现，阶梯函数的积合，我们可以直接定义为相关矩形的面积之
和。具体来说，f 关于分割 (x0, x1, · · · , xn) 的积合就是：

n∑
i=1

(xi − xi−1)f(ci)
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其中 ci 可以是任意取样，因为 f 在子区间上是常函数。

对一般的函数来说，我们可以用阶梯函数来逼近它。对闭区间上连续
函数 f 的任何分割，我们考虑两个阶梯函数，一个在分割的各个子区间上
取 f 的最大值，另一个在分割的各个子区间上取 f 的最小值。这两个阶梯
函数都可以定义积合，两者分别对应函数关于该分割的上限和与下限和。

如果我们把分割的子区间继续拆分，这两个积合会怎么变化呢？

把区间拆成左右两份，最大值不超过原

来的最大值（•），最小值不小于原来的
最小值（•）。

考虑其中一个子区间，我们把
它拆成左右两份，在两边分别取最
大值，两个最大值都不会超过整个
子区间的最大值。同理，在两边分
别取最小值，两个最小值都不会小
于整个子区间的最小值。因此，拆
分后，f 关于新分割的上限和不增
加，下限和不减少。

各种分割的取样和，随

着分割越来越细，趋于

同一个数。

直觉上，对于一般的函数，分割得越细，上限和
会越来越小，下限和会越来越大；上限和与下限和
之间的差距会不断变小。如果对于任何分割，只要
分割越来越细，上下限和之间的差距就越来越小，
而且最后都趋于同一个数，那么这个数就可以看作
函数曲线到 x轴的面积，也就是函数在区间上的积
合。

事实上也是这样吗？

为此，我们先说明几个关于上下限和的结论。

把分割的子区间继续拆分，称为细化。给定一个分割，将它的子区间拆
分，就是在分割点序列相应的位置插入新的数。比如把 [xi; xi+1] 拆分为两
个区间 [xi; y] 和 [y; xi+1]，就是在 (x0, x1, · · · , xn) 的 xi 和 xi+1 之间插入 y。
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因此，两个分割，如果其中一个的分割点集合是另一个的子集，就说后
者是前者的细化分割。

上面已经说明，分割细化之后，上限和不变或减小，下限和不变或增
大。任意给两个分割，考虑它们的分割点的并集。这个集合对应的分割同时
是两个分割的细化，可以说是两者的共同细化分割。因此其中一个分割的
下限和不大于共同细化分割的下限和，因而不大于共同细化分割的上限和，
从又不大于另一个分割的上限和。

这说明区间的任一分割的下限和小于等于任一分割的上限和。也就是
说，如果把 f 在区间上的所有上限和称为集合 S上，所有下限和称为集合
S下，那么 S下 的任何元素小于等于 S上 的任何元素，S上 的下确界大于等
于 S下 的上确界。

最后证明两者确实相等。

定理 3.1.1. 设函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续。对任何 r > 0，都可以找到
d > 0，使得 f 关于区间的所有 d–分割的上下限和之差都小于 r。

证明： 函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续，因此一致连续。也就是说，对任意
正数 r，可以找到 d > 0，只要区间中两点 x, y 距离小于等于 d，就有：

|f(x)− f(y)| < r

b− a
.

对任何的 d–分割，按照定义，其任一子区间内两点距离小于等于 d，因此
该子区间的最大值和最小值之差小于 r

b−a
。

把各个子区间上的最大值和最小值之差乘以子区间长度再加起来，就
是上限和与下限和之差。也就是说：

上限和−下限和 <

n∑
i=0

(xi − xi+1) ·
r

b− a
= (b− a) · r

b− a
= r.

□
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定理 3.1.1说明，可以在 S上 和 S下 中分别找一个元素，两者差小于 r，
其中 r 是任意小的正数。既然如此，S上 的下确界和 S下 的上确界分别小于
等于、大于等于这两个元素，这就说明对任意小的正数 r，S上 的下确界小
于 S下 的上确界加 r。因此 S上 的下确界小于等于 S下 的上确界。

结合前面的另一个不等关系，就得到结论：S上 的下确界等于 S下 的上
确界。这就是我们要定义的积合。

思考 3.1.1.
1. 用阶梯函数的面积逼近，是否是构造积合的唯一方法？
2. 这样定义的积合，是否满足积合作为面积的基本性质？如何证明？
3. 不连续的函数，能否定义积合？哪些可以？如何定义？
4. 本节的构造过程是否说明，可以用阶梯函数逼近闭区间上的连续函

数？

3.2 常用的积合函数

下面给出一些常用的显式可积函数的积合。要注意的是，目前我们只
定义了闭区间上连续函数的积合。闭区间上不连续的函数，没有定义积合。

函数表达式 积合函数

x 7→ r

∫ x

a

f = r(x− a)

x 7→ xn, n 6= −1

∫ x

a

f =
xn+1 − an+1

n+ 1

x 7→ 1

x
, x > 0

∫ x

a

f = lnx− ln a
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x 7→ 1

x
, x < 0

∫ x

a

f = ln (−x)− ln (−a)

x 7→ rx, r > 0

∫ x

a

f =
rx − ra

ln r

x 7→ ex
∫ x

a

f = ex − ea

x 7→ xex
∫ x

a

f = (x− 1)ex − (a− 1)ea

x 7→ lnx

∫ x

a

f = x lnx− x− a ln a+ a

x 7→ 1

x lnx
, x > 1

∫ x

a

f = ln (lnx)− ln (ln a)

x 7→ 1

x lnx
, x < 1

∫ x

a

f = ln (− lnx)− ln (− ln a)

x 7→ sinx

∫ x

a

f = cos a− cosx

x 7→ cosx
∫ x

a

f = sinx− sin a

x 7→ tanx

∫ x

a

f = ln | cos a| − ln | cosx|

x 7→ cotx
∫ x

a

f = ln | sinx| − ln | sin a|

x 7→ cscx
∫ x

a

f = ln
∣∣∣tan

(x
2

)∣∣∣− ln
∣∣∣tan

(a
2

)∣∣∣
x 7→ secx

∫ x

a

f = ln
∣∣∣tan

(x
2
+

π

4

)∣∣∣− ln
∣∣∣tan

(a
2
+

π

4

)∣∣∣
x 7→ sec2 x

∫ x

a

f = tanx− tan a
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x 7→ csc2 x
∫ x

a

f = cot a− cotx

x 7→ sinx

cos2 x

∫ x

a

f = secx− sec a

x 7→ cosx
sin2 x

∫ x

a

f = csc a− cscx

x 7→ 1

x2 + 1

∫ x

a

f = arctanx− arctan a

x 7→ 1√
1− x2

∫ x

a

f = arcsinx− arcsin a

x 7→ 1√
x2 − 1

∫ x

a

f = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
− ln

(
a+

√
a2 − 1

)
x 7→ 1√

1 + x2

∫ x

a

f = ln
(
x+

√
1 + x2

)
− ln

(
a+

√
1 + a2

)
x 7→

√
r2 − x2

∫ x

a

f =
1

2

(
x
√
r2 − x2 + r2 arcsin x

r
− a

√
r2 − a2 + r2 arcsin a

r

)

3.3 积合与函数

定理 3.3.1. 积合中值定理 如果函数 f 在闭区间 [a; b] 上连续，那么可以找
到 c ∈ [a; b] 使得：

∫ b

a

f = (b− a) · f(c).
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证明： 考虑 f 在区间上的积合函数：F : x 7→
∫ x

a
f。则 f 是 F 的微变函

数。于是 F 是可微函数，因此根据微变中值定理，可以找到 c ∈ [a; b] 使得：

∂F (c) =
F (b)− F (a)

b− a
.

根据微积互反定理，F (b)− F (a) =
∫ b

a
f，∂F = f，于是上式变成：∫ b

a

f = (b− a) · f(c).

□

定理 3.3.2. 积合余项的微变展开定理 如果函数 f 在包含实数 a 的区间 I

中 n+ 1 次可微，且 n+ 1 次微变函数连续，那么对 I 中另一点 x 有：

f(x) = f(a) +
n∑

i=1

∂if(a)

i!
(x− a)i +

∫ x

a

(x− t)n

n!
∂n+1f(t)dt.

= Pn + Yn

其中 Yn =
∫ x

a
(x−t)n

n!
∂n+1f(t)dt 称为局部展开的 n 次积合余项。

证明： 根据微积互反定理，

f(x) = f(a) +

∫ x

a

∂f.

考虑 G : t 7→ x− t，∂G = −1。于是：

∂(G · ∂f) = −1 · ∂f +G · ∂2f.

两边求积合，就得到：

G(x)∂f(x)−G(a)∂f(a) = −
∫ x

a

∂f +

∫ x

a

G · ∂2f.

G(x) = 0，因此上式变为：∫ x

a

∂f = G(a)∂f(a) +

∫ x

a

G · ∂2f

= (x− a)∂f(a) +

∫ b

a

(x− t) · ∂2f(t)dt.
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给定正整数 1 ⩽ i ⩽ n，我们希望把
∫ x

a
(x−t)(i−1)

(i−1)!
∂if(t)dt用

∫ x

a
(x−t)i

i!
∂i+1f(t)dt

表示。

可以仿照上面的方法。我们考虑 Gi : x 7→ (x−t)i

i!
，∂Gi(t) = − (x−t)i−1

(i−1)!
，

因此

∂(G · ∂if) = −(x− t)i−1

(i− 1)!
· ∂if +G · ∂i+1f.

两边求积合，就得到：

G(x)∂if(x)−G(a)∂if(a) = −
∫ x

a

(x− t)i−1

(i− 1)!
∂if +

∫ x

a

G · ∂i+1f.

G(x) = 0，因此上式变为：∫ x

a

(x− t)i−1

(i− 1)!
∂if = G(a)∂if(a) +

∫ x

a

G · ∂i+1f

=
(x− a)i

i!
∂f(a) +

∫ b

a

(x− t)i

i!
· ∂i+1f(t)dt

因此，

f(x) = f(a) +

∫ x

a

∂f(t)dt

= f(a) + (x− a)∂f(a) +

∫ b

a

(x− t) · ∂2f(t)dt

= f(a) + (x− a)∂f(a) +
(x− a)2

2
∂2f(a) +

∫ b

a

(x− t)2

2
· ∂3f(t)dt

...

= f(a) +
n∑

i=1

∂if(a)

i!
(x− a)i +

∫ x

a

(x− t)n

n!
∂n+1f(t)dt.

□

思考 3.3.1.
1. 积合余项的微变展开定理的证明用了什么积分技巧？
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2. 不用微变中值定理，能否证明积合中值定理？
3. 从本节证明的两个定理出发，能否证明微变余项的微变展开定理？

能否证明局部展开定理？
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定理 4.0.1. 设有不全为零的一组向量 v1, v2, · · · , vm直相关。不妨设 v1 6= 0，
那么存在下标 j ∈ {2, 3, · · · ,m} 满足以下性质：

• vj ∈ 〈v1, v2, · · · , vj−1〉
• 如果从 v1, v2, · · · , vm 中移除 vj，剩余向量生成的空间与原来 m 个向
量生成的空间相同。

证明： 按直相关的定义，存在不全为零的标量系数 a1, a2, · · · , am 使得：

a1v1 + a2v2 + · · ·+ amvm = 0.

由于 v1 6= 0，所以 a2, · · · , am 不全为 0. 否则可推出 a1v1 = 0，从而 a1 也
是 0，矛盾。
假设 j 是 a2, · · · , am 中不为 0 的数的下标中最大的那个，也就是说 ∀k >

j, ak = 0. 这表示 a1v1 + a2v2 + · · ·+ ajvj = 0. 所以

vj = −a1
aj

v1 −
a2
aj

v2 − · · · − aj−1

aj
vj−1 ∈ 〈v1, v2, · · · , vj−1〉.

由于 vj 可以表示为 v1, v2, · · · , vj−1 的直组合，设某个向量是 v1, v2, · · · , vm

的直组合：
u = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bmvm

把右侧表达式中的 vj 替换为 v1, v2, · · · , vj−1 的直组合，就得到了不含 vj

的直组合表达式。

165
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所以，去除 vj，整组向量的生成空间不变À。
□

定理 4.0.2. 有限生成空间中，任何一族直无关的向量，向量的个数都不多
于任意一个生成族的向量个数。

证明： 设 Fu = (u1, u2, · · · , un) 是平直空间 V 中一组直无关的向量，Fv =

(v1, v2, · · · , vm) 是 V 的生成族。我们要证明 n ≤ m.

我们把 Fv 中的元素逐一替换成 Fu 中元素，一共替换 n 次。如果以上
步骤能完成，说明 Fv 的长度不少于 n，就完成了证明。

第一步替换具体操作为：

将 u1 添加到 (v1, v2, · · · , vm) 左侧，形成

F(1)
v = (u1, v1, v2, · · · , vm).

由于 Fv 是 V的生成族，u1 可以表示为 v1, v2, · · · , vm 的直组合。即 F
(1)
v 是

直相关的。所以根据定理 4.0.1，我们可以去掉某个 v，使得其生成空间不
变（仍然为 V）. 这样 F

(1)
v 变为一组元素个数为 m 的向量，并且仍然是 V

的生成族。

此后第 j 步，具体操作为：

将 uj添加到 F
(j−1)
v 中 uj−1的右侧。注意到 F

(j−1)
v 是由左侧的 u1, u2, · · · , uj−1

和右侧的 Fv 中元素拼接而成，所以 uj 被放置在 F
(j−1)
v 中原属于 Fu 的元

素和原属于 Fv 的元素的分界上。放置之后形成的 F
(j)
v ，“布局”和 F

(j−1)
v 一

样，仍然是由左侧原属于 F 的元素和右侧原属于 Fv 的元素构成。

这时，通过和第一步同样的逻辑，我们知道 F
(j)
v 是直相关的，所以根据

定理 4.0.1，可以从中找到某个元素：它属于它之前的元素的生成空间，并
且去除这个元素后，F

(j)
v 生成的空间不变，仍然是 V。

À其实我们只证明了一个方向的归属关系，不过另一个方向比较显然，留给读者思考。
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注意由于 Fu 是直无关的，我们找到的这个元素，肯定不会是左侧原属
于 Fu 的元素，因而只能是原属于 Fv 的元素。

这样，每一步操作，我们都加入一个原属于 Fu 的元素，去除一个原属
于 Fv 的元素。元素个数不变，且最后形成的向量组仍然是 V 的生成集。

那么，是否会在某一步操作时，发现已经没有原属于 Fv 的元素可以去
除呢？

如果这种情况发生，说明加入一个原属于 Fu 的元素后，只有原属于 Fu

的元素了。这时候向量组一方面仍然是直相关的，但同时元素全是 Fu 中元
素。说明 Fu 也是直相关的。矛盾！

所以每一步操作都可以完整进行，直到 Fu 中所有元素放入完毕。这样，
我们就证明了 Fv 的长度不少于 n，即 n ≤ m. □

定理 4.0.3. 可以通过适当地移除元素，把有限生成空间 V的每个生成族变
成基底。

证明： 设 Fv = (v1, v2, · · · , vm) 是 V 的生成族。

如果 Fv 直无关，则按照定义，Fv 是一组基。

如果 Fv 直相关。我们进行如下操作：

首先移除 Fv 中所有的零向量。如果 Fv 完全由零向量构成，说明 V =

{0}。这时，Fv 移除全部元素后剩下空集，直无关且生成 V。

如果 Fv 中还有若干非零向量，且仍直相关，根据定理 4.0.1，可以从其
中找出一个向量，把它从 Fv 移除后，生成空间不变，Fv 仍旧是生成族。

如果 Fv 仍然直相关，则重复以上操作。每次操作后，Fv 中元素数量
减少 1。所以，有限次操作之后，Fv 变为直无关的生成族。这时我们就得
到了空间的基底。
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□

从上面的定理可以推出：

定理 4.0.4. 任意有限生成空间都有基底。

空间的任意生成集都可以缩减为它的基底。那么任意直无关的向量能
否扩充为基底呢？

定理 4.0.5. 可以通过适当地添加元素，把有限生成空间 V的每一组直无关
的向量变成基底。

证明： 设 Fv = (v1, v2, · · · , vm) 是 V 中一组直无关的向量。

如果 Fv 生成 V，则按照定义，Fv 是一组基。

如果 Fv 生成的空间不是 V，则是 V 的真子空间。

空间 V 是有限生成空间，所以存在生成族：Fu = (u1, u2, · · · , un). 我
们进行以下操作：

逐个查看 (u1, u2, · · · , un)，其中必然有一个元素不在 〈Fv〉 中。

这是因为，反设 Fu 中每个元素都能写成 Fv 中元素的直组合，那么由
于 V中任一元素都能写成 Fu 中元素的直组合，从而也能写成 Fv 中元素的
直组合。这说明 Fv 可以生成整个空间，矛盾！

所以，必然存在某个 ui 不在 〈Fv〉 中。我们将它添加到 Fv 里去，得到
的仍然是一组直无关的向量。

每次操作，Fv 中增加一个元素。所以，要么在有限次操作后，〈Fv〉 = V，
我们得到 V 的直无关的生成集（也就是基底）；要么 Fv 中元素个数超过 n，
而这和定理 4.0.2矛盾。

□



169

我们甚至有更具体的结论：

定理 4.0.6. 给定有限生成空间 V 的子空间 U，存在另一个子空间 W，使
得

V = U+W.

且 U ∩W = {0} W 称为子空间 U 的补空间，一般记作 U .

证明： 设 B1 是子空间 U的基底。B1 是直无关的。所以可以通过适当添加
元素，将 B1 扩充为 V 的基底 B。

设 B2 是 B1 扩充到 B 过程中添加的所有元素。B2 也是直无关的。考
虑 W = 〈B2〉，可以验证：

V = U+W.

下面证明 U ∩W = {0}。

设 B1 = (v1, v2, · · · , vm)，B2 = (vm+1, · · · , vn)。设 u ∈ U ∩W，则：

u = a1v1 + a2v2 + · · ·+ amvm = am+1vm+1 + · · ·+ anvn.

即：

a1v1 + a2v2 + · · ·+ amvm + (−am+1)vm+1 + · · ·+ (−an)vn = 0.

然而 (v1, v2, · · · , vn) 是直无关的。所以，

a1 = a2 = · · · = am = −am+1 = · · · = −an = 0.

所以 u = 0。因此，U ∩W = {0}.

□

关于子空间交集与和空间维数的定理：

定理 4.0.7. 维数基本定理 设 U 和 W 是有限维空间 V 的两个子空间，则
它们的维数满足以下关系：

dim(U+W) = dimU+ dimW− dim(U ∩W).
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证明： 记 T = U∩W. 根据定理 4.0.6，我们可以给 T 在 U 和 W 里各自找
一个补空间：

U = T⊕ U′, W = T⊕W′.

记 dimT = h, dimU′ = f, dimW′ = g。我们考虑这三个空间的基：

BT = (t1, t2, · · · , th), BU ′ = (u1, u2, · · · , uf ), BW ′ = (w1,w2, · · · ,wg).

其中 BU ′ 和 BW ′ 分别是 T 按照定理 4.0.6证明中的方式扩充为 U 和 W 时
得到的向量族。这表示，BT ∪BU ′ 是 U 的基，BT ∪BW ′ 是 W 的基。所以，

dimU = h+ f, dimW = h+ g.

只需证明：dim(U+W) = h+ f + g.

为此我们证明 BT ∪BU ′ ∪BW ′ 是 U+W 的一组基。

首先，BT ∪ BU ′ ∪ BW ′ 可以生成 U，也可以生成 W，所以可以生成
U+W。

其次，证明 BT ∪BU ′ ∪BW ′ 直无关。

假设零向量可以分解为 BT ∪BU ′ ∪BW ′ 的直组合，则说明零向量可以
表示为：

0 = t + u + w. t ∈ T, u ∈ U′, w ∈ W′.

所以 u = −t − w ∈ W. 也就是说，u ∈ U′ ∩W。

然而 U′ ∩W ⊂ U ∩W = T，所以 u ∈ T ∩ U′ = {0}。

因此，u = 0.

同理可得，w = 0. 所以 t = 0.

而 BT、BU ′ 和 BW ′ 分别是直无关的。所以零向量分解为 BT ∪BU ′∪BW ′

的直组合时，每个分量系数都是 0. 这就证明 BT ∪ BU ′ ∪ BW ′ 直无关，从
而是 U+W 的一组基。
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□

从这个定理可以看出子空间和集合的相似之处。


