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第一章 平面的变换

例子 1.0.1. 设从圆外一点 P (xP , yP ) 出发，到以 C(xC , yC) 为圆心，r 为
半径的圆的切线为 l1、l2。求 l1、l2 的方程。

先考虑简单的情况。如果圆心在原点，出发点在 x轴正半轴上（yP = 0，
xP > 0），设 l1、l2 的方程分别为：

l1 : y = k1(x− xP )

l2 : y = k2(x− xP )

我们知道两切线分别切圆于第一和第四象限。不妨设 l1 与圆的切点在第一
象限，记为 Q1(x1, y1)。OQ1 ⊥ l1，因此，

#      „

OQ1 和
#    „

OP 的内积是 r2。即：

x1 · xP + y1 · 0 = r2.

解得 x1 =
r2

xP
，从而 y1 =

√
r2 − x2

1 =
r
xP

√
x2
P − r2。代入直线方程，解得

k1 = − r√
x2
P − r2

.

类似可解得：
k2 =

r√
x2
P − r2

.

这说明两切线方程为：

l1 : y = − r(x− xP )√
x2
P − r2

, l2 : y =
r(x− xP )√
x2
P − r2

.
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8 第一章 平面的变换

可以看到，由于 yP = 0，x1 的求解非常简单。如果 yP 6= 0，我们就要
解方程组： {

xxP+ yyP = r2

x2 + y2 = r2
.

(x1, y1) 和 (x2, y2) 分别是它的两组解。

从第一个方程出发，用 x 表示 y：

y =
r2 − xxP

yP
,

然后代入第二个方程，消掉 y1，得到以下的方程：

x2 +
(r2 − xxP )

2

y2P
= r2.

整理即得到：
(x2

P + y2P )x
2 − 2r2xPx+ r4 − y2P r

2 = 0.

这是一个关于 x 的二次方程。它的判别式为：

∆ = 4(x2
P + y2P − r2)y2P r

2 = 4sPy
2
P r

2,

其中 sP 是 P 到圆的势：

sP = x2
P + y2P − r2.

可以看到，判别式的正负取决于势的正负。势大于等于 0 时，一元二次方
程有解：

x1,2 =
2r2xP ±

√
∆

2(x2
P + y2P )

=
r(rxP ± syP )

x2
P + y2P

,

其中 s =
√
sP。代入第一个方程，就可以分别解出 y1 和 y2： x1 =

r(rxP+syP )

x2
P+y2P

y1 =
r(sxP−ryP )

x2
P+y2P

,

 x2 =
r(rxP−syP )

x2
P+y2P

y2 =
r(sxP+ryP )

x2
P+y2P

.

然后可以分别求出 l1、l2 的方程。



1.1 直变换和维直变换 9

对比 yP = 0 和 yP 6= 0 的情况，可以看出，只要把后者表达式里的 yP

设为 0，就得到前者。也就是说，一般情况下，P 到圆心为原点的圆的切点
为： 

x1 =
r(rxP − syP )

x2
P + y2P

y1 =
r(sxP + ryP )

x2
P + y2P

,


x2 =

r(rxP + syP )

x2
P + y2P

y2 =
r(sxP − ryP )

x2
P + y2P

.

如何理解这个结果呢？它是否只是一堆复杂的加减乘除呢？其中有什
么规律？

让我们从另一种角度看这个问题。

1.1 直变换和维直变换

前面求解的时候，我们首先考虑圆心为原点的情况。为什么可以这么
考虑呢？因为如果圆心 C 不在原点，我们可以先考虑从 C 到原点的平移，
把所有图形移过去，计算好切线的方程，然后再通过从原点到 C 的平移，
把所有图形移回来，得到真正的切线方程。

按照这种思路，我们来看出发点不在 x 轴正半轴上的情况。我们考虑
用某种映射把它移到 x 轴正半轴上，计算好切线的方程，然后再变换回去。
这时候，我们没法再用平移映射了。因为平移映射也会同时变换圆心的位
置。出发点在 x 轴上而圆心不在原点上的情况仍然比较复杂，我们并没有
简化问题。

考虑圆的性质，圆关于圆心的旋转是不变的。因此，我们可以用旋转映
射来把 P 移到 x 轴正半轴上。于是整体步骤如下：

• 用从圆心 C 到原点的平移映射，把圆心移到原点。这时出发点位置从
P 移到 P1。
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• 用关于圆心的旋转映射，把出发点从 P1 移到 x 轴正半轴上的 P2 点。
• 计算切线的方程。
• 用关于圆心的旋转变化，把出发点从 P2 移回 P1，同时移动切线。
• 用从原点到 C 的平移映射，把出发点从 P1 移到 P，同时移动切线。
最终得到切线的方程。

左：先平移再旋转，把圆心移到原点，P 移到 x 轴上

右：先旋转再平移，把 P 点和圆移回，切线随之移动

我们已经知道，如果出发点在 x 轴正半轴上，那么求出一个切点的操
作，可以用以下的映射表示：

f1 : (x; y) 7→
(
r2

x
,
r
√
x2 − r2

x

)
.

考虑圆心在原点，而出发点不在 x 轴正半轴上的情况。这时的图像完成了
从 C 到原点的平移，还没有旋转，出发点在 P1 的位置上。

我们需要把 P1 点旋转到 x 轴正半轴上的 P2 点。记这个旋转为 Tθ，其
中 θ 是旋转角度。旋转完成后，我们通过 f1 映射找到切点，再通过 T 的逆
映射 T

(−1)
θ 让 x 轴上的 P2 点回到 P1 位置，而切点经过 T

(−1)
θ 映射的结果，

就是 P1 与圆的切点。

Tθ : P1 −→ P2, T
(−1)
θ : P2 −→ P1.

T
(−1)
θ 是什么呢？我们已经学习过旋转映射。Tθ 是以原点为中心，按 θ
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角旋转的映射。它可以表示为：

Tθ : (x, y) 7→ (x cos θ − y sin θ, y cos θ + x sin θ).

它的逆映射是以原点为中心，按 −θ 角旋转的映射：

T−θ : (x, y) 7→ (x cos θ + y sin θ, y cos θ − x sin θ).

也就是说，T (−1)
θ 就是 T−θ。于是，P1对应的切点可以表示为：T−θ◦f ◦Tθ(P1)，

即 P1 依次经过 Tθ、f1、T−θ 映射的结果。

记 P1 的坐标为 (xP , yP )，则切点坐标为：

T−θ ◦ f1 ◦ Tθ(P1) = T−θ ◦ f1(xP cos θ − yP sin θ)

= T−θ

(
r2

xP cos θ − yP sin θ
,

rs

xP cos θ − yP sin θ

)
=

(
r2 cos θ + rs sin θ

xP cos θ − yP sin θ
,
−r2 sin θ + rs cos θ
xP cos θ − yP sin θ

)
其中 s =

√
(xP cos θ − yP sin θ)2 − r2。

这就是 P1 对应的切点。它的表达式里还包括了 θ。θ 是把 P1 旋转到
P2 的角度。我们知道 P2 的纵坐标为 0，横坐标大于 0，因此：

yP cos θ + xP sin θ = 0.

解得： 
cos θ =

xP√
x2
P + y2P

sin θ =
−yP√
x2
P + y2P

于是 xP cos θ − yP sin θ =
√

x2
P + y2P。这说明 s2 就是点到圆的势。代入切

点的表达式，就得到切点坐标为：
x1 =

r(rxP − syP )

x2
P + y2P

y1 =
r(sxP + ryP )

x2
P + y2P
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用另一个切点对应的映射：

f2 : (x; y) 7→
(
r2

x
, −r

√
x2 − r2

x

)
,

可以算出另一个切点的坐标：
x2 =

r(rxP + syP )

x2
P + y2P

y2 =
r(sxP − ryP )

x2
P + y2P

我们重新得到了之前的结果。但以上的推导过程能让我们更直观地理解其
中发生了什么。

我们看到，这种思考方式可以推广到更一般的情况。考虑平面中图形
的关系时，我们可以先将图形变换到适合讨论的位置，讨论完毕后再变换
回去。

以上讨论涉及旋转映射和平移映射。这两种映射有一个共同点，就是
它们总把直线变成直线。只有这样，我们才可能通过出发点和切点讨论变
换前后的切线。如果映射不总把直线变成直线，比如切线经过映射变成了
曲线，我们就没法用出发点和切点确定切线了。

我们已经定义过，把平面的点（向量）映射到平面的点的映射，叫做平
面的点映射。点映射大致可以用来描述平面形的变换。

如果平面的点映射满足以下性质：

• 与平移操作可以交换顺序。
• 与过原点的放缩操作可以交换顺序。

就比较好研究。我们把这类映射称为直映射或直变换。具体来说，直变换 f

满足：

• ∀ u, v，f(u + v) = f(u) + f(v)
• ∀ k, u，f(k · u) = k · f(u)
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直变换有以下的基本性质：

定理 1.1.1. 直变换总把原点映射到原点。

证明：
f(0) = f(0 · 0) = 0 · f(0) = 0.

□

定理 1.1.2. 直变换总把直线映射为直线或点。

证明： 设有直变换 f，直线 l : Ra + b。给定直线中任一点 ta + b，它经过
映射 f 变为：f(ta + b)。按照 f 的性质：

f(ta + b) = tf(a) + f(b).

因此总在集合 {tf(a)+f(b) | t ∈ R}中。我们把这个集合记作 Rf(a)+f(b)。
反之，集合 Rf(a) + f(b) 中每一点显然也是 l 中某点经过 f 映射的结果。
也就是说，l 经过映射得到的集合就是 Rf(a) + f(b)：

f(Ra + b) = Rf(a) + f(b).

如果 f(a) 是非零向量，那么 Rf(a) + f(b) 是一条直线。如果 f(a) 是零向
量，那么 Rf(a) + f(b) = {f(b)} 是一个点。

综上，f 总把直线映射为直线或点。 □

显然，只要 f 把任一个非零向量映射为零向量，它就会把相应方向的
直线映射为点。因此，直变换 f 总把直线映射为直线，当且仅当它是满射。

进一步还可以发现，

定理 1.1.3. 直变换如果是满射，那么总把数轴变换为数轴。

因此，直变换也称为轴映射或轴变换。
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证明： 首先直变换总把原点映射到原点。给定直变换 f。如果 f 是满射，
那么它总将直线映射为直线。设有数轴 l，它是一条过原点的直线 l : Ra，
正方向和单位长度由向量 a 表示。f 将它映射为直线 Rf(a)。

考虑 l 上任两点 sa、ta，它经过 f 映射为

f(sa) = sf(a), f(ta) = tf(a).

可以看出，数轴上的点经过 f 映射后，到原点距离之比不变。也就是说，数
轴上的“刻度”，经过映射，可以作为新数轴的刻度。新数轴的正方向和单
位长度由向量 f(a) 表示。 □

哪些点映射是直变换呢？

以原点为中心的旋转映射就是一种直变换。除了旋转映射，以过原点
的直线为对称轴的轴对称变换和以原点为中心的位似映射也是直变换，而
平移映射则不是直变换。不过，由于平移映射也把直线映射为直线，我们可
以考虑直变换和平移映射的复合。

定义 1.1.1. 如果一个映射能表示为平移映射与直变换的复合，就说它是维
直变换。具体来说，维直变换 f 总可以写成：

f : x 7→ A(x) + b

其中 A 是直变换，b 是平移的向量。

不难发现，维直变换也总把直线映射为直线或点。维直变换是满射，当
且仅当它总把直线映射为直线。

怎样的映射是直变换呢？我们从平面的基底出发进行思考。给定平面
基底 B = (e1, e2)，平面中任何向量 u 都可以表示为基底的直组合：

u = u1e1 + u2e2.
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其中 u1, u2 是向量 u关于该基底的坐标。考虑 u经过直变换 f 的结果 f(u)。
按照 f 的性质：

f(u) = f(u1e1 + u2e2) = u1f(e1) + u2f(e2).

其中 f(e1)、f(e2) 是基向量经过 f 映射得到的向量。因此，只要知道了直
变换在某个基底上的效果，就能知道直变换对任意向量的效果。直变换的
性质由它在某个基底上的映射结果确定。

1.2 直变换的矩阵表示

具体来说，怎样描述直变换的性质呢？从上面的结论继续思考。f(e1)、
f(e2) 这两个向量也可以表示成 e1, e2 的直组合：

f(e1) = a11e1 + a21e2
f(e2) = a12e1 + a22e2

也就是说，

f(u) = u1f(e1) + u2f(e2) = (u1a11 + u2a12)e1 + (u1a21 + u2a22)e2.

比如，前面提到的旋转映射 T 就可以写成这样的形式。设有旋转映射
T 将坐标为 (x, y) 的点变换到 (x cosα − y sinα, y cosα + x sinα)。那么，
基底向量 ex, ey 分别被变换到：

T (ex) = cosα ex + sinα ey
T (ey) = − sinα ex + cosα ey

即：
a11 = cosα, a21 = sinα

a12 = − sinα, a22 = cosα
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我们把向量用另一种方式表记，比如坐标为 (x, y) 的向量记为：[
x

y

]
于是，向量 u 经过直变换 f 得到新向量可以写成：

f

([
u1

u2

])
= u1

[
a11

a21

]
+ u2

[
a12

a22

]
=

[
u1a11 + u2a12

u1a21 + u2a22

]
.

可以看到，给定基底 B 之后，直变换 f 可以用系数 a11、a12、a21、a22 来
表示，因此，为了方便，我们可以把直变换 f 记为：

[ f ]B =

[
a11 a12

a21 a22

]
即把基向量经过 f 得到的新向量左右合并起来。我们把这样的阵列称为矩
阵，这种表示直变换的方法称为直变换在给定基底 B 上的矩阵表示。

一般来说，矩阵就是把数写成行列的形式。

定义 1.2.1. 矩阵
设 m,n 为正整数。把 m × n 个元素写成 m 行，每行 n 个，对齐为 n 列。
就说这是一个 m 行 n 列的矩阵，也叫做 m× n 的矩阵。
矩阵自上起第 i 行、左起第 j 列的元素叫做矩阵第 i 行第 j 列的元素，一
般用下标 ij 或 i, j 指示。

f 的矩阵有两行两列，可以说它是一个 2× 2 的矩阵。

广泛意义上说，把向量表示为[
x

y

]
,

也可以看成一个 2× 1 的矩阵（两行一列）。因此我们可以用矩阵记录向量
经历直变换的过程：[

a11 a12

a21 a22

][
u1

u2

]
= u1

[
a11

a21

]
+ u2

[
a12

a22

]
=

[
u1a11 + u2a12

u1a21 + u2a22

]
.
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反过来，给定基底 B = (e1, e2) 之后，任意给定四个数 a11、a12、a21、
a22，都可以构造映射 f：

∀ u1, u2 ∈ R, f(u1e1 + u2e2) = (u1a11 + u2a12)e1 + (u1a21 + u2a22)e2.

这样定义的映射是直变换。

证明： 首先，对任意 u = (u1, u2)、v = (v1, v2)，

f(u + v) = f
(
(u1 + v1, u2 + v2)

)
=
(
(u1 + v1)a11 + (u2 + v2)a12, (u1 + v1)a21 + (u2 + v2)a22

)
= (u1a11 + u2a12, u1a21 + u2a22) + (v1a11 + v2a12, v1a21 + v2a22)

= f(u) + f(v).

其次，对任意向量 u 和任意实数 k，

f(ku) = f
(
(ku1, ku2)

)
= (ku1a11 + ku2a12, ku1a21 + ku2a22)

= k(u1a11 + u2a12, u1a21 + u1a22)

= kf(u).

综上所述，f 是直变换。 □

也就是说，给定 2× 2 的矩阵，那么它对应一个直变换。

这说明，固定平面的基底时，每个直变换恰好对应一个 2× 2 矩阵。

思考 1.2.1.
1. 映射 f 把平面上的点映射到平面上的点。如果 f 总把直线变成直

线，f 是否总能表示成直变换和平移映射的复合？
2. 直变换在不同基底上的矩阵是否总是不一样？对于不同的基底，同

一个矩阵是否总对应不同的直变换？
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习题 1.2.1.
1. 在求切线方程的例子中，补全用另一个切点对应的映射 f2 求出切
点的过程。
2. 写出以下直变换的矩阵；
2.1. f : (x, y) 7→ (x+ 2y, y − 3x)

2.2. f : f(e1) = −e1 − e2, f(e2) = e1 − e2
2.3, f : f(e1 + e2) = e1 − e2, f(e2 − e1) = e1 + e2
3. 给定基底 B，写出以下矩阵对应的点映射 f，以及向量 v 经过该映

射的结果。
3.1.

[ f ]B =

[
5 −1

0 2

]
, v =

[
1

3

]

3.2.

[ f ]B =

[
−2 4

−3 1

]
, v =

[
−7

1

]

3.3.

[ f ]B =

[
0 3

3 2

]
, v =

[
−1

1

]

1.3 各种直变换

定义了直变换之后，我们来看一些具体的例子。首先是把所有向量映
射到零向量的零映射，和把所有向量映射到自身的恒等映射。不难验证，这
两种映射都是直变换。

以原点为中心的位似映射也是直变换：

Fk : u 7→ ku.
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它的矩阵是： [
k 0

0 k

]

上一节的例子已经给出了以原点为中心的旋转映射的矩阵。以原点为
中心，按 θ 角（逆时针）旋转的映射可以表示为：

Tθ : (x, y) 7→ (x cos θ − y sin θ, y cos θ + x sin θ).

也就是说，它可以用以下的矩阵表示：[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
它把直角坐标系的基向量 e1 = (1, 0)和 e2 = (0, 1)分别映射到 (cos θ, sin θ)

和 (− sin θ, cos θ)，也就是矩阵的两列对应的向量。

根据上一节的结论，Tθ 是直变换。

1.3.1 投影映射

。给定不共轴的向量 a、b，沿 b 到 a 的投影映射为：

投a,b : u 7→ uaa

其中 ua 是向量 u 按 a、b 分解时，分量 a 的系数。

比如：
P : (x, y) 7→ (x, 0)

它将向量 (x, y) 的纵坐标变成 0。

投a,b 把 a 映射到自身，而把 b 映射到零向量。于是，以 a、b 为基底
时，我们可以把它写成矩阵的形式：[

1 0

0 0

]
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矩阵的两列分别表示 a、b 投影后的结果。

根据上一节的结论，投影变换也是直变换。

1.3.2 反射映射

。给定向量 a、b，沿 b 到 a 的反射映射为：

反a,b : u 7→ uaa − ubb

其中 ua, ub 是向量 u 按 a、b 分解的系数。

比如：
S : (x, y) 7→ (x, −y)

就是以 x 轴为对称轴的反射映射。

反a,b 把 a 映射到自身，而把 b 映射到 −b。于是，以 a、b 为基底时，
我们可以把它写成矩阵的形式 [

1 0

0 −1

]

因此，反射映射也是直变换。

以上几种点映射，除了旋转映射，都可以看作以下这种映射的特例：

Hs,t
(a,b) : u 7→ suaa + tubb.

其中 a、b 是不共轴的向量，(ua, ub) 是 u 在 a、b 构成的坐标系中的坐标。
而 s, t 分别表示向量经过映射之后，在 a、b 方向缩放的比例。

不难验证，随着 s, t 取不同的值，我们就得到不同类型的点映射：

• 令 s = t = 0，我们得到零映射；
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• 令 s = t = 1，我们得到恒等映射；
• 令 s = t = k，我们得到相似比为 k 的位似映射；
• 令 s = 1、t = 0，我们得到投影映射；
• 令 s = 1、t = −1，我们得到反射映射。

Hs,t
(a,b) 把 a 映射到 sa，而把 b 映射到 tb。于是，以 a、b 为基底时，我

们可以写出它的矩阵： [
s 0

0 t

]
可以看到，s, t 在矩阵从左上到右下的对角线上。矩阵除了对角线以外的地
方都是 0。我们把这样的矩阵称为对角矩阵，把 Hs,t

(a,b) 称为（关于 a、b 构
成的基底的）对角映射，把 s, t 称为它的变化系数。

按照上一节的结论，对角映射总是直变换。

零映射、恒等映射、位似映射、投影映射、反射映射都是对角映射。

除了旋转映射和对角映射，还有一类基本的直变换。给定基底 ex, ey 和
实数 t，考虑矩阵为： [

1 t

0 1

]
的变换 Jt。它把基向量 ex 映射为 ex + tey，把基向量 ey 映射到自身。给定
标准单位正方形，Jt 把它变为同底等高的平行四边形。

现实的工程问题中常常会遇到这个变换。它可以用来描述物体的不同
位置受到两个大小相同、方向相反的力，而产生形变的过程，比如用剪刀裁
剪物体，尚未剪断时物体形状的变化。因此，我们把这种变换叫做剪映射或
错切映射。

思考 1.3.1.
1. 零映射、恒等映射、位似映射、旋转映射、投影映射、反射映射、剪

映射，哪些是单射，哪些是满射，哪些是双射？
2. 一个点映射是否可能既是旋转映射，又是反射映射？既是旋转映射，
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剪变换 Jt 把标准单位正方形变换为平行四边形

又是位似映射？反射映射，又是位似映射？
3. 零映射、恒等映射、位似映射、旋转映射、投影映射、反射映射、剪

映射是否有逆映射？如果有的话，是什么样的映射？

习题 1.3.1.
1. 写出以原点为中心，相似比为 2.5 的位似映射及其矩阵。求 (2, −1)

经过映射的结果。
2. 写出以原点为中心，顺时针旋转 90◦ 的旋转映射及其矩阵。求

(2, −1) 经过映射的结果。
3. 给定直角坐标系，写出沿 (1, 3) 到 (2, 0) 的投影映射。求 (2, −1)

经过映射的结果。
4. 给定直角坐标系，写出关于 (−1, −4) 的反射映射。求 (2, −1) 经

过映射的结果。
5. 给定直角坐标系。关于直角坐标系基底的对角映射 f 把向量 (3, 1)

映射到 (−4, 2)。求 f 的变化系数，写出它的矩阵。求 (2, −1) 经过映射的
结果。
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6. 给定平面基底，直变换 f 可以写成矩阵的形式：[
1 0

t 1

]

其中 t 是实数。那么，f 是怎样的映射？

1.4 基底变换

让我们再换一个角度看一开始的求切线问题。变换是相对的。我们把
图形变换位置，相对的是平面的坐标系。那么，我们能否把这些变换看成坐
标系的变换呢？

考虑平面中图形的关系时，我们可以根据图形特点，选择合适的坐标
系，在这个坐标系中讨论，讨论完毕后再变换到另一个坐标系，展示讨论的
结果。

从这个角度来看，之前的讨论可以看作是对平面的坐标系进行变换。我
们把坐标系转移到圆心处，让 x 轴正方向对准出发点，在这个坐标系下求
出切点，再转回原来的坐标系。

让我们用向量的语言来具体说明。仍然从圆心平移到原点后的情况出
发，设出发点在这个坐标系里的坐标是 (xP , yP )。坐标系对应一组基底向
量：ex, ey。出发点可以表示为：

xP ex + yP ey.

我们希望找出一组新的坐标系，对应另一组基底向量：e′x, e′y，使得出发点
在新坐标系的纵坐标是 0，而横坐标大于 0。

按照前面的发现，我们作旋转映射来找出这组基底。设有旋转映射 T

将坐标为 (x, y) 的点变换到 (x cosα− y sinα, y cosα+ x sinα)。因此，基
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底向量 ex, ey 分别被变换到：

e′x = T (ex) = cosα ex + sinα ey
e′y = T (ey) = − sinα ex + cosα ey

我们希望出发点在新坐标系里纵坐标是 0，而横坐标大于 0。设出发点在新
坐标系的坐标是 (x′

P , y′P )，那么我们希望 x′
P > 0，y′P = 0。即：

xP ex + yP ey = x′
P e′x + 0 · e′y = x′

P (cosα ex + sinα ey).

于是，根据平面基本定理，两个基向量的系数分别相等：xP = x′
P cosα

yP = x′
P sinα

于是：
x′2
P = x′2

P (cos2 α + sin2 α) = x2
P + y2P .

解得 x′
P =

√
x2
P + y2P，因此：

cosα =
xP√

x2
P + y2P

sinα =
yP√

x2
P + y2P

不难看出，这里的旋转角 α 是前面旋转映射的旋转角 θ 的相反数：

α = −θ.

这并不难理解。保持平面不变，把平面中的图形按 θ 旋转，和保持平面中
的图形不变，把整个平面按反方向旋转同样的角度，效果是一样的。旋转映
射是直变换，保持原点不变、直线仍是直线、长度比例不变。直观上说，平
面经过旋转，仍然是平的，直线仍然是直的，坐标轴仍然是坐标轴。

除了旋转映射，可以验证，以原点为中心的位似映射和以过原点直线
为轴的轴对称映射也满足这些性质。实际上，我们可以把这一类映射归结
为基底的变换。
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一般来说，把平面的一组基底变为另一组基底的直变换，叫做基底变
换，简称基变换或基变更。直观上看，基变换就是把两条数轴变换成另外两
条数轴。

怎样用基变换描述坐标的变换呢？

原有的基底 B 记为 e1, e2。某个基底变换 h 将 B 变为新基底 B′。具体
来说，h 把 e1 变为 e′1 = a11e1 + a21e2，把 e2 变为 e′2 = a12e1 + a22e2。那么，
h 在基底 B 上的矩阵是：

[h ]B =

[
a11 a12

a21 a22

]

设某个点 P 在原基底 B 上的坐标为 (s, t)，那么 P 点在新基底的坐
标是多少呢？

设 P 在新基底的坐标为 (x, y)，那么：

se1 + te2 = xe′1 + ye′2.

将 e′1、e′2 用 e1、e2 的直组合表示，就得到：

se1 + te2 = x(a11e1 + a21e2) + y(a12e1 + a22e2)

= (a11x+ a12y)e1 + (a21x+ a22y)e2

也就是说，x, y 是以下二元一次方程组的解：a11x+ a12y = s

a21x+ a22y = t

来看一个具体的例子。设基变换 h 在原基底上的矩阵为

[h ]B =

[
2 −1

1 1

]
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点 P 在原基底上的坐标为 (4, −2.5)，新基底上的坐标为 (xP , yP )，则：2xP − yP = 4

xP + yP = −2.5

解得： xP = 0.5

yP = −3

P 在新基底上的坐标为 (0.5, −3)。我们可以从上图中直接观察到这个结论。

习题 1.4.1.
1. 证明：基底变换总是满射。直变换是基底变换，当且仅当它是满射。
2. 设基变换的矩阵为： [

−2 1

1 2

]
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某点在原基底的坐标为 (4, 3)，求它在新基底的坐标。
3. 设基变换的矩阵为： [

−1 2

1 −1

]
某点在新基底的坐标为 (−3, 1)，求它在原基底的坐标。
4. 设有平面上的直变换 f。它在基底 B 上的矩阵为：

[ f ]B =

[
2 1

0 −1

]

基变换 h 将基底 B 变为新基底 B′。它在 B 上的矩阵为：

[h ]B =

[
−1 1

1 1

]

4.1. 求原基底上的点 (1, 0) 和 (0, 1) 经过 f 变换后，在新基底的坐
标。

4.2. 求新基底上的点 (a, b) 经过 f 变换后，在新基底的坐标。
4.3. 写出 f 在新基底上的矩阵 [ f ]B′。
4.4. 能否用 [ f ]B 和 [h ]B 来表示 [ f ]B′？
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第二章 空间中的形状

我们已经通过公理体系研究过平面中的简单形状，将基本的平面形和
函数的图像联系起来，并且引入了向量的概念。现在，我们进一步研究立
体空间中的形状。人类生活在立体空间中，因此，研究空间中形体的性质，
对我们认识世界、改造世界有直接帮助。为了更好地理解以下的内容，我
们建议你准备一把刻度尺和足够的白纸。至于如何在纸面上画出立体形状，
可以参考附录 A。

2.1 点、直线、平面

和平面形一样，立体空间中的形也是从现实中种种事物的形状总结提
炼而来。平面是人类最早总结出的概念之一。我们已经研究过平面中的形
状，因此，研究立体空间时，我们把平面作为地位和点、直线相同的基本概
念。

研究平面形状时，我们首先引进了公理体系。如今我们将平面公理体
系扩展为立体空间的公理体系。为此，我们要通过公设和公理定义平面以
及它和点、直线的关系。

我们定义面为点的集合，也是线运动的结果。平面是最基本的面，一般
用小写希腊字母 α, β, γ 等表示。

29
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公理. 平面公理 过不共轴的三点，有且仅有一个平面。

我们也说三角形（或圆）确定一个平面。不共轴的三点 A、B、C 确定
的平面，可以记作平面 ABC。

如何确定平面是“平”的呢？生活和生产中，我们一般用直线来确定一
个面是不是平的。比如，木工常常用角尺的直角边放在刨好的木板上。如果
直角边总能与板面紧密贴合，就说明木板已刨平了。水泥工用直的刮子将
刚铺水泥的地面刮平。我们把人们总结出的经验作为判断平面的方法，用
公理的形式确定下来。

公理. 平直公理 过平面上不重合两点的直线，在平面中。

平直公理说明，直线要么与平面没有公共点，要么只交于一点，要么全
部在平面里。直线与平面没有公共点，则称直线与平面平行，也用 // 表记；
直线与平面恰有一公共点，则称直线与平面相交；直线与平面有两个或以
上公共点，则称直线在平面中或平面经过直线。用集合的语言来说，直线 l

在平面 γ 中，就说明 l 是 γ 的子集。

从平面公理和平直公理，容易得到另两种定义平面的方法：

定理 2.1.1. 过一条直线与该直线外一点，有且仅有一个平面。

证明： 设直线为 l，P 为 l 外一点。取 l 上不同的两点，和 P 构成不共轴
的三点。这三点确定一个平面。根据平直公理，l 在该平面中。 □

定理 2.1.2. 过两条相交的直线，有且仅有一个平面。

证明： 设有直线 l,m。如果 l,m 相交，设交点为 P，在 l,m 上各取不同于
P 的一点：Q,R，则 P,Q,R 不共轴，于是确定一个平面 PQR，根据平直
公理，l,m 都在 PQR 中。 □
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设直线 l 与平面 γ 平行，没有公共点，那么它与 γ 中任何直线没有公
共点。比如，给定 γ 中一点 A，γ 中经过 A 的任何直线，都与 l 没有公共
点。

平面中，两直线没有公共点，就说它们相互平行。空间中，两直线除了
重合、相交和平行，还有另一种关系，我们称之为直线异面。前面的例子
中，根据平行公理，过 γ 中的点 A，恰有一条直线与 l 平行，其余与 l 不
相交的直线，都称与 l 异面。

哪条直线与 l 平行呢？显然，在空间中，我们需要补充平行公理：

公理. 平行公理 过直线外一点，有且仅有一条与它平行的直线。它在直线
与点确定的平面上。

新版的平行公理在原来的基础上，指定了平行线的位置：在直线与点
确定的平面上。换句话说，平行是一个平面内性质。两直线平行的关系必然
发生在同一平面中。也正因如此，我们把其它的无公共点的情形叫做异面。

从补充的平行公理出发，可以得到另一种定义平面的方法：

定理 2.1.3. 过两条平行的直线，有且仅有一个平面。

证明： 设直线 l // m，在 l 上找两点 P1, P2，在 m 上找一点 Q。P1P2Q 确
定唯一平面 γ。在平面 γ 中，过 Q 作 l 的平行线。根据平行公理，这条平
行线就是 m。因此 l,m 共面，它们确定唯一平面 γ。 □

再来看两个平面的关系。两个平面相交，交集是什么呢？生活中的经验
告诉我们，两个平面相交，交集是直线。比如，裁纸刀的刀面是平的，切在
纸上，将纸面分成两部分，裁痕是直的。我们把这个性质用公理描述为：

公理. 交面公理 两个平面如果有交集，则交集至少包含两个不重合的点。

交面公理说明，两个平面不可能只交于一点。如果它们有两个（不重合
的）公共点，那么根据平直公理，两平面的交集包括过这两点的直线。而如
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果两平面的交集中还有不属于这条直线的第三点，那么根据平面公理，这
三点确定一个平面，于是两平面重合。

综上所述，从交面公理可以推出：要么两平面没有公共点，要么交集为
一条直线 l，称为两平面相交于直线 l；要么两平面重合。

有了交面公理，我们可以证明
空间中平行直线的递推性质。由于
证明繁琐，有些地方把它当作公理
引入。

定理 2.1.4. 如果直线 l1, l2 都平行
于直线 m，那么 l1, l2 平行或重合。

证明： 设 l1,m 确定的平面为 γ1，
l2,m 确定的平面为 γ2。分两种情况讨论：

1. γ1, γ2 重合。那么 l1, l2,m都在此平面上。根据平面直线的结论，l1, l2
平行或重合。

2. γ1, γ2 不重合。于是 γ1 ∩ γ2 = m。取 l1 上一点 P，P 与 l2 确定平
面 β。l2 /∈ γ1，所以 β, γ1 不重合。设 β ∩ γ1 = n。直觉上，可以想到 n 就
是 l1，且 n // l2，下面来说明这两点。

首先证明 n // l2。反设 n 交 l2 于点 Q，则 Q ∈ γ1 ∩ γ2 = m，于是
Q ∈ m ∩ l2。这与 m // l2 矛盾。因此 n // l2。

再证明 n // m。反设 n 交 m 于点 Q，则过 Q 有 m // l2 和 n // l2，于
是 n = m。但 P ∈ n，因此 P ∈ m ∩ l1，这与 m // l1 矛盾。因此 n // m。

n 与 l1 都平行于 m，且有公共点 P，所以 n = l1。所以 l1 // l2。

□

接下来回顾直线与平面的关系。从补充后的平行公理，可以得出直线
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与平面平行的判定方法：

定理 2.1.5. 如果平面 α 中有直线 m 平行于直线 l，那么 l 平行于平面 α

或在 α 中。

证明： 设直线 l 平行于平面 α 中的某直线 m。记 l,m 确定的平面为 β。则
要么 α = β，要么 α ∩ β = m。如果 α = β，那么 l ⊂ α。如果 α ∩ β = m，
那么由于 l ⊂ β，l = β ∩ l。于是

α ∩ l = α ∩ (β ∩ l) = (α ∩ β) ∩ l = m ∩ l = ∅.

即 α // l。 □

定理 2.1.6. 如果直线 l 与平面 α 平行，那么经过 l 的任意平面，若与 α 相
交，其交线也与 l 平行。

证明： 设经过 l 的平面 γ 与 α 交于直线 m。一方面，m, l 共面；另一方面
m ∈ α，因此 m, l 无公共点。这说明 m // l。 □

从这些结论可以继续推出：

定理 2.1.7. 若直线 l 与平面 α 平行，过 α 中任一点作 l 的平行线 m，则
m 在平面 α 中。

证明： 若直线 l 与平面 α平行，设它和 α中任一点 P 确定的平面为 β，则
β 与 α 相交。设交线为 m，则 P ∈ m。根据定理 2.1.6，l // m。这就说明，
过 P 而平行于 l 的直线在 α 中。 □

定理 2.1.8. 直线 l 与直线 m 平行，则过 m 的平面要么与 l 平行，要么经
过 l。
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证明： 给定过 m 的平面 α，m ⊂ α 与 l 平行，所以根据定理 2.1.5，l 平行
于平面 α 或在 α 中。 □

直线与平面的平行关系，也有传递性。

定理 2.1.9. 若直线 l1 与直线 l2 平行，且与平面 γ 平行，则 l2 与 γ 平行或
在 γ 中。

证明： l1 // γ。过 γ 中任一点作直线 n // l1，则根据定理 2.1.7，n 在 γ 中。
n // l1，l1 // l2，所以根据定理 2.1.4，n // l2。根据定理 2.1.5，l2 // γ 或在
γ 中。 □

上面提到，两平面要么无公共点，要么相交，要么重合。我们把无公共
点的平面称为平行平面，也用 // 表记。平面中，平行公理告诉我们，过直
线外一点，恰有一条直线与之平行。空间中的平面，也有类似的结论：

定理 2.1.10. 过平面外一点，恰有一平面与之平行。

证明： 设平面 α外有点 P。在 α上选一点 A，过 A作两相交直线 l,m（交
点为 A）。根据平行公理，过 P 恰有直线 l′,m′ 分别与 l,m 平行。l′,m′ 相
交于点 P，确定平面 α′。下面证明 α, α′ 无公共点，即 α′ // α。

反设 α, α′ 有公共点。由于 P ∈ α′ 在 α 外，两者不重合。因此根据交
面公理，α∩ α′ 是一条直线，记为 n。l,m, n 共面，l,m 相交，因此 l,m 中
至少有一条与 n 相交。设 l 与 n 相交，交点为 Q，则 Q ∈ n ⊂ α′。又因为
l // l′，Q ∈ l，所以 Q /∈ l′，因而在 α′ 中，过 Q 可作 l′ 的平行线。但这条
线在 α′ 中，因此不是 l。这与平行公理矛盾。

因此，α, α′ 无公共点，α′ // α。 □

类似的结论还有：

定理 2.1.11. 过平行于平面 α 的一直线 l，恰有一平面与 α 平行。
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证明： 在 l 上任取一点 P，P /∈ α，因此根据定理 2.1.10，过 P 恰有一平面
β 与 α 平行，只需证明 β 经过 l。在 α 中任取一点 Q，则根据定理 2.1.7，
过 Q平行于 l 的直线 m在 α 中。β 与 α 平行，也就是说 β 与 α 无公共点，
所以 β 与 α 的子集 m 也无公共点，即 m // β。过 P 作 m 的平行线，则
根据定理 2.1.7，平行线在 β 中。而这条平行线就是 l，所以 l 在 β 中。这
说明过 l 恰有一平面 β 与 α 平行。 □

从证明中，我们还可以提炼出判定平面平行（或重合）的准则：

定理 2.1.12. 给定平面 γ1, γ2。设 l,m 为 γ1 中的相交直线。若 γ2 中有直线
l′,m′ 分别与 l,m 平行或重合，则平面 γ1, γ2 平行或重合。

证明： 两平面要么相互平行，要么重合，要么相交于一直线。反设 γ1, γ2 相
交于直线 n。

如果 l = l′，那么 l ⊂ γ1 ∩ γ2，于是 n = l = l′。设 m, l 交于点 P，m′, l′

交于点 Q。如果 P = Q，那么 m = m′，于是 γ1、γ2 都是 l,m 确定的平面，
γ1 = γ2。如果 P 6= Q，那么 P /∈ m′。但 P ∈ l = n ⊂ γ2，因此过 P 作 m′

的平行线，平行线应该在 γ2 中，因此根据平行公理，m 在 γ2 中。这说明
γ1、γ2 都是 l,m 确定的平面，γ1 = γ2。于是总有两平面重合，矛盾。

如果 l // l′，由于 l,m, n共面，且 l,m相交，因此 l,m中至少有一条与
n 相交。设 l 与 n 相交，交点为 Q，则 Q ∈ n ⊂ γ2。又因为 l // l′，Q ∈ l，
所以 Q /∈ l′。在 γ2 中，过 Q 可作 l′ 的平行线。但这条线在 γ2 中，因此不
是 l。这与平行公理矛盾。

因此，平面 γ1, γ2 平行或重合。 □

平行平面之间，也有类似平行直线的传递性。

定理 2.1.13. 如果平面 γ1, γ2 都平行于平面 β，那么 γ1, γ2 平行或重合。

我们先证明一个小结论：
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定理 2.1.14. 设平面 γ1 // γ2。平面 β 与 γ1, γ2 相交于直线 l1, l2，则 l1 // l2。

证明： 一方面，l1, l2 共面。另一方面，γ1 // γ2 说明 l1, l2 无公共点。所以
l1 // l2。 □

从这个结论还可以推出：如果平面 γ1 // γ2，那么对 γ1 中任意直线，过
γ2 中任一点，作它的平行线，该平行线都在 γ2 中。

再来证明定理 2.1.13。

证明： 已知平面 γ1, γ2 都平行于平面 β。在 β 中找一点 P，过 P 作相交直
线 l,m。在 γ1 中找一点 Q，过 Q 分别作 l,m 的平行线 l1,m1，则 l1,m1 都
在 γ1 中。它们分别是平面 γ1 与 l, Q 确定的平面 α1、平面 γ1 与 m,Q 确定
的平面 α2 的交线。
设 α1, α2 分别与 γ2 交于 l2,m2，由于 γ2 // β，所以根据定理 2.1.6，l2 // l，
m2 // m。因此根据定理 2.1.4，l2 与 l1 平行或重合，m2 与 m1 平行或重合。
根据定理 2.1.12，γ1、γ2 平行或重合。 □

最后，我们还可以得到：

定理 2.1.15. 若平面 γ1 与直线 l 平行，且与平面 γ2 平行，则 l 与 γ2 平行
或在 γ2 中。

证明： l // γ1，所以过 l 恰有一平面 β 与 γ1 平行。如果 β = γ2，则 l ⊂ γ2。
如果 β // γ2，那么 l // γ2。如果 β 与 γ2 相交于直线 m，那么由于 m, l 共
面且无公共点，m // l。于是，根据定理 2.1.5，l // γ2 或在 γ2 中。 □

总结：

我们初步建立了关于空间形状的公理体系，引入了空间中平面的概念，
并界定了点、直线和平面的关系：
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• 直线和平面都是点的集合。
• 直线可能与平面平行、相交，或在平面中。
• 直线可能与直线异面、平行、相交、重合。
• 平面可能与平面平行、相交、重合。
• 直线与直线相交于一点，直线与平面相交于一点，平面与平面相交于
一直线。

思考 2.1.1.
1. 定理 2.1.15 的证明中，我们讨论了 β 与 γ2 相交于直线 m 的情形。

实际上 β 是否会与 γ2 相交？如何看待这个论证？

习题 2.1.1.
1. 证明：如果直线 l 与直线 m 平行，那么过 l 的平面与过 m 的平面

要么平行，要么重合，要么交于 l,m 之一，要么交于与 l,m 都平行的直线
n。

2.2 空间向量

上一节中，我们使用公理体系讨论空间中的形状。可以看到，使用公理
体系讨论虽然严谨，但过于抽象，步骤繁琐。仅处理点线面的平行关系，就
需要大量的篇幅。为此，我们尝试用向量来讨论空间中的形状。

平面中，我们用向量表示点，以及原点到此点的平移。现在我们把向量
的概念扩展到空间中。我们把空间看作集合，记为 V，其中的元素称为向
量或点。向量满足如下规则：

• 加法结合律：∀ a, b, c ∈ V，a + (b + c) = (a + b) + c。
• 加法交换律：∀ a, b ∈ V，a + b = b + a。
• 存在零向量：∀ a ∈ V，a + 0 = a。
• 放缩和四则运算相容：∀ a ∈ V，1 · a = a。∀s, t ∈ R，(s + t) · a =

(s · a) + (t · a)，(s · t) · a = s · (t · a)。
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• 放缩和平移相容：∀ a, b ∈ V，∀ t ∈ R，t · (a + b) = t · a + t · b。

这个定义与平面向量相同。在此基础上，我们用同样的方式定义直线、
线段和射线。

定义 2.2.1. 过原点的直线是非零向量放缩得到的集合。不过原点的直线是
过原点的直线按一点平移得到的集合。

给定非零向量 A = a，{ta | t ∈ R} 是一条过原点 O 和 A 的直线 OA，
称为 A 引出的直线，记为 Ra。a 称为直线的方向向量。给定向量 B = b，
{ta + b | t ∈ R} 是一条方向为 a 且经过 B 的直线，记为 Ra + b，其中 Ra
称为它的直部；而 {ta + (1− t)b | t ∈ R} 就是直线 AB。

给定非零向量 a，如果向量 b 可以通过 a 放缩得到，或者说 b ∈ Ra，
就称两者共轴。

类比可以定义线段和射线：给定非零向量 A = a 和向量 B = b，{(1−
t)a + tb | t ∈ [0; 1]} 是线段 AB，{(1− t)a + tb | t ⩾ 0} 是射线 AB。

平面和立体空间中的向量

空间向量与平面向量的唯一不同的地方在于，空间向量遵循的不再是
平面的根本性质，而是空间的根本性质。为了描述空间的根本性质，我们先
来复习一下直相关的基本性质：

定理 2.2.1. 一组向量直无关，则零向量只能用系数全为零的方式表示为它
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们的直组合。反之亦然。
一组向量直相关，则零向量可以用不同的方式表示为它们的直组合。反之
亦然。

举例来说，单个非零向量总是直无关的，因为非零实数乘以非零向量
总得到非零向量。

又如：平面直角坐标系中，令 e1 = (1, 0)，e2 = (0, 1)。如果 A = 2e1−e2，
B = −6e1 + 3e2，那么

3A+B = 0.

也就是说，选取 t1 = 3，t2 = 1，就使得直组合：t1A+ t2B 等于零向量。因
此，向量 A,B 直相关。

设 A = 2e1 − e2，B = e1 + 3e2，那么对任何 t1, t2，直组合 t1A + t2B

可以写为：

t1A+ t2B = t1 (2e1 − e2) + t2 (e1 + 3e2)

= (2t1 + t2)e1 + (−t1 + 3t2)e2.

要使得 t1A + t2B 为零向量 (0, 0)，就要求它的横坐标和纵坐标同时为零。
也就是说，t1, t2 应该是二元一次方程组{

2t1 + t2 = 0

−t1 + 3t2 = 0

的解。解这个二元一次方程组，得到 t1 = t2 = 0。也就是说，不存在不全为
零的实数 t1, t2，使得直组合 t1A+ t2B 为零向量。我们说 A,B 直无关。

以上的例子也给出了判断一组向量是否直相关的方法。我们将“向量的
直组合是零向量”这一条件转化为关于直组合参数的多元一次方程组。如
果方程组的解集中有不全为零的解，这组向量就直相关。如果方程组没有
不全为零的解，就说这组向量直无关。
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直观来看，两个平面向量直相关和共轴是一回事。A,B 直相关，就是
说有不全为零的实数 t1, t2 使得 t1A + t2B 等于零向量。不妨设 t1 不为零，
那么 A = − t2

t1
B，因此 A ∈ RB，即 A,B 共轴。反之亦然。平面的根本性

质告诉我们，存在两个不共轴的向量，也就是说，不多于两个平面向量，可
以直无关。

如果平面中的向量多于两个，平面的根本性质告诉我们，只要其中两
个向量 A,B 不共轴，其余的向量都可以都可以表示成 sA+ tB 的形式。因
此，设有平面向量 a1, a2, · · · , an。如果 a1, a2 共轴，那么它们直相关，存在
t1a1 + t2a2 = 0。于是

t1a1 + t2a2 +
∑
i>2

0 · ai = 0.

如果 a1, a2 不共轴，那么根据平面的根本性质，a3 可以写成：

a3 = sa1 + ta2.

于是
sa1 + ta2 − 1 · a3 +

∑
i>3

0 · ai = 0.

也就是说，多于两个平面向量总直相关。

这个结论反映了平面向量的本质：可以在平面中选出两个向量，所有
向量都可以从它们开始，通过平移、放缩得到。这两个向量叫作平面的基
底。而空间中的点显然不一定在同一个平面里。我们把平面的根本性质替
换为空间的根本性质：

• 给定一个非零向量，总能找到另一个向量，使得两者直无关。
• 给定两个直无关的向量，总能找到另一个向量，使得三者直无关。
• 从直无关的向量 A,B,C 出发，经过放缩、平移，可以得到空间中任
何向量。具体来说，任何向量都可以表示成 sA+ tB+uC 的形式，集
合 {sA+ tB + uC | s, t, u ∈ R} 就是整个空间。这样的 A,B,C 称为空
间的一组基或基底。
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对比平面和空间的根本性质，可以发现，主要的变化是数字“2”变成
了“3”。平面中保证存在两个直无关的向量，空间中保证存在三个直无关
的向量。按照类似的推理，我们可以得到结论：不多于三个空间向量，可以
直无关；多于三个空间向量，总是直相关。我们把这个数字称为维数。平面
的维数是 2，立体空间的维数是 3。

与平面向量一样，给定基底后，任一空间向量 a 可以唯一地写成基向
量的直组合：

a = axex + ayey + azez.

其中 ax, ay, az 是实数。(ax, ay, az) 称为 a 的坐标，ax, ay, az 称为它的坐标
分量。

于是我们可以定义立体空间中的平面：

定义 2.2.2. 过原点的平面是两个直无关的向量通过平移、放缩得到的集合。
不过原点的平面是过原点的平面按一点平移得到的集合。

从向量到平面

给定直无关的向量 A = a, B = b，{sa + tb | s, t ∈ R} 是一个过原点 O

和 A,B 的平面 OAB，也称为向量 a, b 生成的平面，简记为 Ra+Rb。a, b
也称为 Ra + Rb 的生成向量。

给定向量 C = c，{sa + tb + c | s, t ∈ R} 是一个过 C 的平面，也记为
Ra+Rb+ c。Ra+Rb 称为它的直部。而 {sa+ tb+ (1− s− t)c | t ∈ R} 就
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是过 A,B,C 的平面 ABC。

来看几个具体的例子。选定空间的一组基底 ex, ey, ez，我们可以构建坐
标系 Oxyz，其中 x轴、y 轴、z 轴分别是基向量引出的直线 Rex、Rey、Rez。
空间中任一点 A 的坐标是 (ax, ay, az)。x 轴、y 轴构成平面：

Oxy : {sex + tey | s, t ∈ R} = Rex + Rey.

x 轴、z 轴构成平面：

Oxz : {sex + tez | s, t ∈ R} = Rex + Rez.

y 轴、z 轴构成平面：

Oyz : {sey + tez | s, t ∈ R} = Rey + Rez.

给出发点 A(3, 0, 0)、B(0, 2, 0)、C(0, 0, 1)，则经过它们的平面为：

{sA+ tB + (1− s− t)C | t ∈ R} = {(3s, 2t, 1− s− t) | t ∈ R}.

可以验证，这样定义的点、直线、平面符合上一节中的各个公理（见附
录 B）。

思考 2.2.1.
1. 张三这样总结空间向量的特性：一个向量平移缩放得到一条直线；

两个向量平移缩放可以得到一个平面；三个向量平移缩放可以得到整个空
间。怎么看待这个说法？

2. 是否有维数大于 3 的空间？如何在这样的空间中定义向量？这样定
义的向量和空间和 2 维、3 维的向量有什么相同和不同之处？

习题 2.2.1.
1. 判断以下向量是否直相关：

¬. (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9) . (1, 0,−1), (1, 2, 0) (−2, 2, 3)

®. (2, 1,−1), (2,−5,−7), (1,−1,−2) ¯. (a, 0, b), (b,−a, 0) (a, b, 0)
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2. 已知直线 Ra + b 和直线外一点 P，如何表示它们确定的平面？
3. 一直两条直线相交于点 P，方向向量分别是 a, b，如何表示这两条

直线，以及它们确定的平面？
4. 设有向量 a = (0, 1, 1)、b = (2,−1, 0)、c = (1, 1,−1)。平面 γ =

{sa + tb + c | s, t,∈ R}。
4.1. 判断点 (5, 1,−2)、(3, 2, 1)、(0, 5, 0) 是否在平面上。
4.2. 点 (1, 0, 0) + u(0,−1, 3) 在平面 γ 中，求它的坐标。
4.3. 直线 l 在平面 γ 中，证明：它的方向向量是 a, b 的直组合。

2.3 角度和长度

我们可以通过向量引进空间中角度、长度和距离的概念。和平面中一
样，我们选定空间的一组基底 ex, ey, ez，然后定义內积：

∀A = axex + ayey + azez, B = bxex + byey + bzez,
A · B = axbx + ayby + azbz.

如果向量 A,B 的內积等于 0，就说它们垂直。我们定义向量 A 的长度为

‖A‖ =
√
A · A =

√
a2x + a2y + a2z,

长度为 1 的向量称为单位向量。任何非零向量除以自己的长度，都得到一
个与自己共轴的单位向量。我们把这个操作称为向量的归一。

两点 A,B 之间的距离是：

‖A− B‖ =
√

(A− B) · (A− B) =
√
(ax − bx)2 + (ay − by)2 + (az − bz)2.

平面向量的内积，小于等于长度之积。空间向量也有类似的性质：

(a2x + a2y + a2z)(b
2
x + b2y + b2z)

= (axbx + ayby + azbz)
2 + (axby − aybx)

2 + (axbz − azbx)
2 + (aybz − azby)

2

⩾ (axbx + ayby + azbz)
2
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这个不等式也称为内积不等式。由此，类比平面向量，我们可以定义空间向
量的夹角：

cos∠AOB =
axbx + ayby + azbz√

(a2x + a2y + a2z)(b
2
x + b2y + b2z)

直线是非零向量放缩的结果，所以，可以定义空间中两条直线的夹角为它
们的方向向量的夹角。

向量 A,B 垂直时，cos∠AOB = 0，即夹角为 90◦。向量夹角为 0◦、180◦

时，两向量共轴，两直线同向或反向。要注意的是，空间中，我们无法定义
两向量夹角的方向。

思考 2.3.1.
1. 内积不等式取等号的条件是什么？如何从直观上理解？
2. 平面中，向量夹角的正弦与向量长度的乘积对应着向量的面积。立

体空间中，是否可以作类似的定义？如何从直观上理解？

习题 2.3.1.
1. 已知向量 A(−1, 3, 1)、B(1, 2, 0)，求它们的长度、内积和夹角。它们

是否垂直？
2. 已知向量 A(−2.4, 0, 1)、B(0.5, 1, 1.2)，求它们的长度、内积和夹角。

它们是否垂直？
3. 已知直线 l1 : R(1, 2,−2.5)+(0,−1,−1)、l2 : R(2, 0, 0.8)+(−2.5, 1.1, 1.7)，

求两直线的夹角。它们是否垂直？是否有公共点？
4. 已知向量 A(2, 0, 1)，求与 A 夹角为 60◦ 的单位向量。

2.4 垂直和投影

通过内积，我们已经定义了空间向量以及直线间的垂直关系。下面来
看直线与平面的垂直关系。直线与平面垂直，是直线与平面相交的特殊情
形。
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定义 2.4.1. 给定直线 l 和平面 γ，如果 γ 中任意直线都与 l 垂直，就说平
面 γ 与 l 垂直。

用向量的语言来说，直线垂直于平面，即垂直于它的直部中的所有向
量。

给定了直线和平面，如何判定它们垂直呢？我们从以下基本性质出发：

定理 2.4.1. 如果向量 a 垂直于另两个向量 u, v，那么 a 也与 u, v 的任何直
组合垂直。

证明： 如果 a ⊥ u、a ⊥ v，按照定义，

a · u = 0, a · v = 0.

于是，∀s, t ∈ R，

a · (su + tv) = sa · u + ta · v = 0.

□

给定直线 l 和平面 γ 中两条相交直线。设 l 的方向向量为 a，两条相交
直线相交于点 P，方向向量为直无关的向量：u, v，那么 γ 可以表示成

γ = {su + tv + P | s, t ∈ R} = Ru + Rv + P.

因此，γ 中任一直线的方向向量总是 u, v的直组合。如果 a垂直于 u, v，那
么根据定理 2.4.1，l 垂直于 γ 中任一直线，因而垂直于平面 γ。我们可以
把这个结论总结为：

定理 2.4.2. 直线与平面垂直，当且仅当它垂直于平面中两条相交直线。

接下来我们自然要问：给定了平面，是否有与它垂直的直线呢？
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从以上的讨论来看，关键是找到与平面中两个直无关的向量都垂直的
向量。

首先来看平面中的情况。给定非零平面向量 A，是否有（非零）向量与
它垂直？根据平面的根本性质，总存在与 A 不共轴的向量 B。但 B 不一定
与 A 垂直。下面我们从 B 出发，找一个与 A 垂直的非零向量。

直观上，向量 A,B 确定一个平行四边形，我们将它沿着 A的方向“平
推”，可以把它“扶正”，变成一个矩形。矩形的另一边就和 A 垂直了。把
这个想法用向量表示，我们考虑向量 B′ = B+uA，其中 u ∈ R是系数。B′

是 B 沿 A 方向移动得到的。我们希望 B′ ⊥ A，即内积为 0：

A · B = A · (B + uA) = 0

解得 u = −A·B
A·A。这样我们就找到了垂直于 A 的非零向量 B′ = B − A·B

A·AA。

直观来看，过 B 作直线 OA 的垂线，设垂足为 P，则 A·B
A·AA 就是向量

OP。如果想象 OA 为水平线，线段 OB 是一根杆子，那么线段 OP 可以
看成 OB 在竖直照射的阳光下的影子。我们把向量

#    „

OP 称为向量
#    „

OB 在直
线 OA 上的投影。严格的定义如下：

定义 2.4.2. 给定向量 a 和向量集合 S。如果向量 y ∈ S 使得 a − y 垂直于
S 中所有向量，就说 y 是 a 在 S 中的投影，a − y 是 a 关于 S 的修正。

按照严格的定义，向量
#    „

OP 就是向量
#    „

OB 在直线 OA 中的投影。从
#    „

OB 中减去它在直线 OA 上的投影，得到垂直于
#    „

OA 的向量（或者说关于
直线 OA 的修正），这种方法叫做消影法。

我们可以进一步将 A 和 B′ 分别归一，就得到两个相互垂直的单位向
量。我们把这样两个向量称为平面的正交归一基。注意到 A,B 是平面的一
组基底。从 A,B 出发得到正交归一基，这个过程称为基底的正交归一。

空间的根本性质告诉我们，给定两个直无关的向量 A,B，总有向量 C

使得 A,B,C 为空间的基底。我们尝试用消影法将它正交归一，得到空间的
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正交归一基 A1, B1, n，然后证明 n 与 A,B 垂直。

平面和立体空间中的消影法

根据已知条件，A,B 确定一个平面 γ，而且是平面 γ 的基底。用消影
法将 A,B 正交归一，得到平面 γ 的正交归一基 A1, B1。然后再次使用消影
法。这次我们要消去 C 在平面 γ 中的投影。考虑向量 C1 = C+uA1+ vB1，
其中 u, v 是未知系数。我们希望 C1 与 A1, B1 垂直。分别计算内积 A1 ·C1、
B1 · C1，两者都应当等于 0。于是得到关于 u, v 的方程组：{

A1 · C + u‖A1‖2 + vA1 · B1 = 0

B1 · C + uA1 · B1 + v‖B1‖2 = 0

A1, B1 为正交归一基，所以 A1 · B1 = 0，‖A1‖2 = ‖B1‖2 = 1。因而解得：{
u = −A1 · C
v = −B1 · C

这样我们就得到了与 A1, B1 都垂直的向量

C1 = C − (A1 · C)A1 − (B1 · C)B1.

它是从 C 中去掉它在平面 γ 中的投影 (A1 · C)A1 + (B1 · C)B1 得到的。将
它归一，就得到垂直于 A1, B1 的单位向量：n = C1

∥C1∥ 。于是我们得到了空
间的正交归一基：A1, B1, n。

A1, B1是 A,B 确定的平面的正交归一基，所以 A,B 可以表示为 A1, B1

的直组合。n 与 A1, B1 都垂直，因此也垂直于它们的直组合 A,B。于是我
们得到结论：
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定理 2.4.3. 给定两个直无关的向量 A,B，存在单位向量 n 与它们都垂直。

任何平面总由两个直无关的向量确定。设平面 γ = RA + RB + C，则
存在单位向量 n 与 A,B 都垂直。我们称单位向量 n 为 γ 的法向量À。以法
向量为方向向量的直线，就与平面垂直。这样，我们就找到了与平面垂直的
直线。

与同一平面垂直的直线有什么共同特征呢？从前面的推导还可以得出：
所有与 A,B 都垂直的向量共轴。

在前面的推导中，我们知道 A1, B1, n 是空间的基底。因此，空间中任
何向量 w 可以分解为：

w = wAA1 + wBB1 + wnn.

如果它与 A,B 都垂直，那么也垂直于它们的直组合：A1, B1。计算它与
A1, B1 的內积，得到：

0 = w · A1 = wA‖A1‖2 = wA,

0 = w · B1 = wB‖B1‖2 = wB,

这说明 w = wnn，与 n 共轴。或者说，所有与 A,B 都垂直的向量的集合是
Rn。

所有与 A,B 都垂直的向量共轴，因此都在 Rn 上。因此，垂直于 A,B

确定的平面的直线，其方向向量总在 Rn 上。换句话说，

定理 2.4.4. 垂直于同一平面的直线平行或重合。

给定空间中一点 P 和平面 γ，在 γ 上任取一点 O，引出两个直无关的
向量 OA,OB，于是有单位向量 n 与它们都垂直，于是 Rn + P 是过 P 且

À约定平面的法向量为单位向量，可以方便讨论。类似地，以下也约定直线的方向向量
为单位向量。
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垂直于 γ 的直线。另一方面，如果过 P 的直线 Rm + P 垂直于 γ，那么它
m 垂直于 #    „

OA,
#    „

OB。于是 n 与 m 共轴，Rm + P 就是直线 Rn + P。也就
是说，

定理 2.4.5. 过一点恰有一条直线与给定平面垂直。

我们把过空间中一点到给定平面垂直的唯一直线称为点到这个平面的
垂线，垂线与平面的交点称为垂足。垂足也称为点在平面中的投影。

使用法向量和投影，我们可以定义向量和平面的交角。考虑法向量为 n
的（过原点的）平面 γ 和平面外向量 A，我们定义向量 A 与平面 γ 的交角
为 A 和平面法向量 n 的交角的余角。这是因为平面的法向量应该看作垂直
于平面的标志。因此类比平面中向量和两垂直向量的角度关系，空间中向
量和平面及其法向量的交角应该互为余角。

直观来看，设 A在 γ 中的投影为 P，则 4OAP 是直角三角形，∠APO

是直角。
#    „

OP 是
#    „

OA在 γ 中的投影，
#    „

PA是
#    „

OA关于 γ 的修正。因此，∠OAP

是 A 和 n 的交角，它的余角 ∠AOP 就是 A 和平面的交角。

直线和平面的交角，定义为它的方向向量和平面的交角。

除了点和向量，也可以定义直线在平面中的投影。给定直线 l，l 中的
点在平面中投影的集合，就构成 l 在平面中的投影。

定理 2.4.6. 如果直线垂直于平面，那么它在平面中的投影是一个点，即直
线和平面的交点。如果直线不垂直于平面，那么它在平面中的投影是一条
直线。

证明： 设有直线 l 和平面 γ。l 与 γ 或相交、或平行，或在 γ 中。设 m 为
l 在平面中的投影。

如果 l 在 γ 中，那么 m = l。
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如果 l 与 γ 交于点 P，那么 P 就是它自己在 γ 的垂足，因此 P ∈ m。
设 l = Rv+ P，平面法向量为 n。对 l 中另一点 Q = tv+ P，作 Q 到 γ 的
垂线，垂足为 R，则 R ∈ m。直线 QR ⊥ γ，所以 QR ⊥ PR，因此

#    „

PR · #    „

QR = 0.

向量
#    „

PR =
#    „

PQ+
#    „

QR，设
#    „

QR = sn，则

0 = (
#    „

PQ+
#    „

QR) · #    „

QR = (Q− P ) · #    „

QR + ‖ #    „

QR‖2 = stv · n + s2.

解得 s = 0 或 s = −tv · n。

s = 0 表示 Q = R ∈ γ ∩ l，于是 Q = P，舍弃。于是 s = −tv · n。
#    „

PR =
#    „

PQ+
#    „

QR = tv − t(v · n)n = t(v − (v · n)n).

如果 v, n 共轴，那么 (v · n)n = v。于是 #    „

PR = 0，P = R。这说明如果
直线垂直于平面，则直线上的点的投影总是直线与平面的交点 P。

如果 v, n不共轴，那么 R 在直线 f : R(v− (v · n)n)+P 上。具体来说，
l 上的点和它的投影点是直线 l 到 f 的一一对应：

tv + P 7→ t(v − (v · n)n) + P.

因此，l 的投影 m 就是直线 f。

□

以下定理说明了直线和它在平面中的投影的关系。

定理 2.4.7. 三垂线定理 设直线 l 在平面 γ 中的投影为直线 m，那么 l 垂
直于平面 γ 中直线 f，当且仅当 m 垂直于 f。

证明： 设 l = Rv + P，平面法向量为 n。根据定理 2.4.6，投影直线 m 可
以表示为

m = R(v − (v · n)n) + P.
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设 γ 中直线 f 的方向向量为 u。则 u 垂直于平面的法向量 n。而 l 与 m 的
方向向量相差 (v · n)n。如果计算它们与 u 的内积，会发现：

(v − (v · n)n) · u = v · u − (v · n)n · u = v · u.

两内积相等，它们同时等于 0 或不等于 0。所以，如果 v ⊥ u，那么 v− (v ·
n)n ⊥ u。反之，如果 v − (v · n)n ⊥ u，那么 v ⊥ u。对于直线来说，这就
说明 l 垂直于直线 f，当且仅当 m 垂直于 f。 □

例题 2.4.1. 平面中有平行四边形 ABCD，过 A 作直线 AM 垂直于平面。
M 为直线上一点。|BC| 满足什么条件的时候，直线 CM 垂直于 BD？

解答. 在水平面上画出平行四边形 ABCD，作出直线 AM，可以看到，直
线 AC 就是直线 CM 在平面中的投影。因此，根据三垂线定理，CM 垂
直于 BD 当且仅当 AC 垂直于 BD，即 ABCD 为菱形。也就是说，当
|BC| = |AB|的时候，直线 CM 垂直于 BD，否则直线 CM 不垂直于 BD。

例题 2.4.1

给定平面，总有与它垂直的直线。反过
来，给定一条直线，是否有与它垂直的平面
呢？设直线的方向向量为 n，我们来看与它
垂直的向量有什么共同特征。

定理 2.4.8. 所有与非零向量 n 垂直的向量
构成一个过原点的平面。

证明： 设 n = (nx, ny, nz)是非零向量，所以 nx, ny, nz 不全为零。设 nx 6= 0，
则向量 P1(−ny, nx, 0) 和 P2(−nz, 0, nx) 都垂直于 n。容易验证 P1, P2 直无
关，因此它们确定的平面 γ 垂直于 n。

另一方面，设 P 与非零向量 n 垂直，下面证明 P 在平面 γ 中。

可以验证 P1, P2, n 直无关，因此是空间的一组基底。用消影法将它正
交归一，得到正交归一基 (Q1, Q2,m)，其中 Q1, Q2 是 P1, P2 正交归一的结
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果，是平面 γ 的正交归一基，m 是平面 γ 的法向量，因此 m、n 共轴。将
P 在 Q1, Q2,m 上分解：

P = p1Q1 + p2Q2 + pmm.

P 垂直于 n，因此也垂直于 m。于是 m · P = 0，即 pm = 0。因此 P =

p1Q1 + p2Q2 在平面 γ 中。综上所述，所有与非零向量 n 垂直的向量构成
过原点的平面 γ。

□

给定一条直线 l : Ra + b 及一点 P，与 a 垂直的向量构成一个过原点
的平面。把该平面按 P 平移，就得到一个过 P 的平面。也就是说：

定理 2.4.9. 过一点恰有一个平面与给定直线垂直。

过空间的每一点，恰有一个平面与给定直线垂直。这些垂直于同一直
线的平面，有什么特征呢？

定理 2.4.10. 垂直于同一直线的平面，相互平行或重合。

证明： 设平面 γ1, γ2 与直线 l 垂直，与 l 分别交于点 P1, P2。过 P1 在 γ1 中
作两条直线 m1,m2，过 P2 作 m1 的平行线 n1，n1 ⊥ l，因此 n1 在 γ2 中。
同理，过 P2 作 m2 的平行线 n2，n2 在 γ2 中。因此根据定理 2.1.12，γ1 与
γ2 平行或重合。 □

设非零向量 n = (nx, ny, nz)，与它垂直的向量的集合，就是以下方程的
解集。

nxx+ nyy + nzz = 0.

任何过原点的平面，都有法向量，于是总可以写成三元一次方程的解集。因
此，过原点的平面，可以用一个三元一次方程定义。
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不过原点的平面，可以看作过原点平面按同一向量平移得到。如果过
原点平面上的点满足方程

nxx+ nyy + nzz = 0,

那么按向量 B(xb, yb, zb) 平移之后得到的点就满足方程：

nx(x− xb) + ny(y − yb) + nz(z − zb) = 0. (∗)

因此，任何平面总是某个三元一次方程的解集。反之，任何三元一次方程
ax + by + cz + d = 0 总能写成 (∗) 的形式，于是解集为某个平面。我们将
ax + by + cz + d = 0 称为平面的一般式，将 (∗) 称为平面的点法式，即经
过 B(xb, yb, zb) 且垂直于向量 n = (nx, ny, nz)。

三元一次方程的解集是平面，因此，我们也用它来定义平面。比如，x

轴和 y 轴所在平面 Oxy 可以用方程 z = 0 定义，过点 (−2, 10, 3) 并与它平
行的平面可以用 z = 3 定义。

用方程来定义平面，可以得出更多结论。比如，考虑到空间中两点
P1(x1, y1, z1) 和 P2(x2, y2, z2) 相等的点 P (x, y, z)，这样的点满足方程：

(x− x1)
2 + (y − y1)

2 + (z − z1)
2 = (x− x2)

2 + (y − y2)
2 + (z − z2)

2.

方程两边消去 x2 + y2 + z2，得到关于 x, y, z 的三元一次方程：

2(x1 − x2)x+ 2(y1 − y2)y + 2(z1 − z2)z = x2
1 + y21 + z21 − x2

2 − y22 − z22 .

因此，到两点距离相等的点构成一个平面，称为这两点的垂直平分面。

例题 2.4.2. 平面 γ中有直角梯形 ABCD，AB ⊥ BC，BC ⊥ CD，|AB| = 2、
|BC| = 1、|CD| = 4。平面外的点 P 满足 PA ⊥ AB。
证明：|PC| = |PD|。

解答. PA ⊥ AB，AB // CD，所以 PA ⊥ CD。根据勾股定理，|AC| =
√
5 = |AD|，所以4ACD是等腰三角形。记 CD中点为M，则 AM ⊥ CD，
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所以 CD ⊥ PAM。于是 CD ⊥ PM。因此，根据勾股定理，

|PC| =
√
|PM |2 + |CM |2 =

√
|PM |2 + |DM |2 = |PD|.

对平面 PAM 中任意点 Q，连接 QM，可以用这个方法证明 |QC| = |QD|。
也就是说，平面 PAM 是 C、D 的垂直平分面。

最后来看平面与平面的位置关系。我们定义两个平面的夹角为它们的
法向量的夹角。两个平面相互垂直，指它们的法向量相互垂直。平行平面的
法向量相同，所以如果平面与两平行平面中的一个垂直，那么与另一个也
垂直。

显然，过平面中一点，有无数平面与它垂直。比如，过 x 轴和 y 轴所
在平面 Oxy : z = 0 中的 (0, 0, 0) 点，可以找到平面 x + y = 0 与它垂直。
不仅如此，x+ 2y = 0、x+ 3.3y = 0、2.6x− y = 0 等也都与它垂直。但所
有与它垂直的平面，都经过直线 {(t, 0, 0) | t ∈ R} = Rez。

定理 2.4.11. 经过平面中一直线，恰有一个平面与该平面垂直。

证明： 设直线 l = Ra + P 是平面 γ 中直线，平面 γ 的法向量是 n。如果
平面 β 经过 l 且垂直于 γ，设它的法向量为 u，则按定义 u ⊥ n。平面 β 经
过 l，所以 u ⊥ a，这样的 u 可以从 n 和 a 出发用消影法得到。根据定理
2.4.3的推论，所有这样的 u 共轴。根据定理 2.4.5，β 就是垂直于 Ru 且经
过点 P 的唯一平面。 □

定理 2.4.12. 若两相交平面 γ1, γ2 都与平面 β 垂直，则它们的交线与 β 垂
直。

证明： 设 γ1, γ2, β 的法向量分别为 u1, u2, n，γ1, γ2 交线 l 的方向向量为 a。
γ1, γ2 与 β 垂直，所以 u1 ⊥ n，u2 ⊥ n。又 γ1∩γ2 = l，所以 u1 ⊥ a，u2 ⊥ a。
根据定理 2.4.3的推论，n 和 a 共轴。这说明 l ⊥ β。 □
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思考 2.4.1.
1. 空间中，垂直于同一直线的平面平行或重合，垂直于同一平面的直

线平行或重合。这性质和平面中直线的哪些性质相似？
2. 空间中的直线能否表示为方程的解集？如果可以，是怎样的方程？

习题 2.4.1.
1. 设过点 P 的平面 γ = {su + tv + P | s, t ∈ R}。
1.1. 设 Q1, Q2 为平面 γ 中两点，用 u, v 表示向量 #         „

Q1Q2。
1.2. 证明：平面 γ 中任何直线的方向向量总是 u, v 的直组合。
1.3. 证明：如果直线与平面中两条相交直线垂直，就垂直于这个平面。
2. 给定两个直无关的向量 A,B。
2.1. 如果 A,B 是单位向量，证明 A+B ⊥ A− B。
2.2. 以上一问的结论为基础，给出另一种正交归一的方法。
3. 求与 (2,−1, 1)、(0, 1, 2) 垂直的单位向量。
4. 求过 (1, 0, 0) 且垂直于 R(0, 1, 0) + (1,−1, 1) 的平面。
5. 试将平面 {s(1,−1, 0) + t(−2, 1, 1) + (0, 0, 1) | s, t ∈ R} 表示为三元

一次方程的解集。
6. 设平面 α, β 交于直线 l，过 l 上一点，分别在 α, β 中作垂直于 l 的

直线。证明：这两条直线的夹角就是 α, β 的夹角。
7. 平面 γ 上有直角梯形 ABCD，其中 BC 为直角腰：BC ⊥ AB、

BC ⊥ CD。|AB| = 1、|BC| = 3、|CD| = 4。
7.1. 平面 γ 外一点 P 满足 PA ⊥ γ，|PA| = 3，求平面 PCA 和 PCD

的夹角。
7.2. 平面 γ 外一点 Q 满足 QA ⊥ AB，平面 QAC 垂直于平面 QDC。

求 AQ 和 AD 的夹角À。

À提示：作 C 到 AQ 的垂线。设垂足为 H，考察 4HCD。
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2.5 垂线和距离

了解了直线、平面之间的垂直关系，我们进一步来讨论点、直线、平面
之间的距离。

平面中，求点到直线的距离，可以过点作直线的垂线，求点到垂足的距
离。给出发点 A和直线 l : Rv+B，过 A作 l的垂线，记垂足为 P = tv+B。
如果

#    „

AB ⊥ v，那么 B = P 就是垂足，距离就是 |AB|。否则 P 6= B，4ABP

是直角三角形，∠APB 是直角。向量
#    „

BP 垂直于
#    „

AP，因此

#    „

AP · #    „

BP = 0.

即

(tv +B − A) · tv = 0.

解得 t = v·(A−B)
∥v∥2 。不妨设 v 是单位向量，那么 t = v · (A− B)。于是 A 到

l 的距离为 |AP | = ‖tv + B − A‖ = ‖ #    „

AB − (v · #    „

AB)v‖。直观来看，这表示
|AP | = |AB| sin∠ABP。

求空间中一点到平面的距离，也和求点到直线距离类似，可以作点到
平面的垂足，求点到垂足的距离。具体来说，设平面 γ 经过点 B，法向量
为 n，点 A 到平面 γ 的垂线为：

Rn + A

设垂足为 P，则 A 到平面 γ 的距离就是 |AP |。

直线 AP 垂直于 γ，因此也垂直于 γ 中的直线 BP，于是 4ABP 是直
角三角形，所以点 A到平面的距离就是 |AP | = |AB| cos∠ABP，也就是向
量

#    „

AB 和法向量 n 的内积的绝对值，或者说 |AB| 在法线 AP 上的投影的
长度：

|AP | = |n · #    „

AB|.
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接下来讨论直线与直线的距离。平面中，不相交的直线是平行直线。空
间中，不相交直线的距离，包括平行和异面两种情况。平行直线的距离，计
算方法和平面中类似。下面讨论异面直线的距离。

考虑两条异面直线，它们的方向向量直无关。因此，我们可以用定理
2.4.3讨论与它们都垂直的直线。

设有异面直线 l1 : Ra1 + b1、l2 : Ra2 + b2，其中 a1, a2 是单位向量。按
照定义，a1 和 a2 直无关。根据定理 2.4.3，有单位向量 n与它们都垂直。考
虑以 n 为方向的直线 m，m 与 l1, l2 都垂直。如果 m 与 l1, l2 都相交，就说
m 是 l1, l2 的公垂线。下面我们来找出 l1, l2 的公垂线。

我们把 m 表示成 m : Rn + r1a1 + r2a2，设 m 与 l1, l2 的交点分别是：

P1 = t1a1 + b1 = s1n + r1a1 + r2a2
P2 = t2a2 + b2 = s2n + r1a1 + r2a2

两点分别与 a1, a2, n 求内积，得到：



t1 + a1 · b1 = r1 + r2a1 · a2
t1a1 · a2 + a2 · b1 = r1a1 · a2 + r2

t2 + a2 · b2 = r1a1 · a2 + r2

t2a1 · a2 + a1 · b2 = r1 + r2a1 · a2
n · b1 = s1

n · b2 = s2

从前 4 个方程可以求出 t1, t2, r1, r2 唯一的一组解，于是可以得到直线 m，
也就是说，异面直线 l1, l2 总有唯一的公垂线。我们称线段 P1P2 为 l1, l2 的
公垂线段。

向量
#       „

P1P2 与 n共轴。从后两个方程可以解出 s1, s2，因此线段 P1P2 的
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长度是：

|P1P2| = ‖P2 − P1‖ = ‖s1n + r1a1 + r2a2 − (s2n + r1a1 + r2a2)‖

= ‖(s1 − s2)n‖

= |n · (b1 − b2)|.

在 l1, l2 上各取一点：Q1 = P1 + q1a1、Q2 = P2 + q2a2，则：

#         „

Q1Q2 = P2 + q2a2 − (P1 + q1a1) =
#       „

P1P2 + (q2a2 − q1a1).

而
#       „

P1P2 = (s1 − s2)n ⊥ q2a2 − q1a1，所以，根据勾股定理，

|Q1Q2|2 = |P1P2|2 + ‖q2a2 − q1a1‖2 ⩾ |P1P2|2.

这说明 l1 上的点到 l2 上的点的距离总大于等于 |P1P2|。我们把 |P1P2|称为
异面直线的距离。

直线和平面的距离，也可以用公垂线定义。设直线 l : Rv + A 平行于
平面 γ，我们可以找出与 l 和 γ 都垂直的直线，称为它们的公垂线。具体
来说，过 A 点有唯一一条与 γ 垂直的直线：

m : Rn + A

其中 n是 γ 的法向量。设 m与 γ 交于点 P，过 P 作 l的平行线 n : Rv+P。
由于 l // γ，所以 n 在 γ 中。于是 m ⊥ n，即 m ⊥ l。我们说 m 是直线 l

和平面 γ 的公垂线。

显然，直线和平面的公垂线不是唯一的。过直线上任一点，都恰有一条
公垂线。定义直线和平面的距离为公垂线段 AP 的长度 |AP |。我们可以用求
点到直线距离的方式，求出 |AP |。比如，设平面经过点 B，则 |AP | = |n· #    „

AB|.

最后讨论平行平面之间的距离。垂直于同一直线的平面相互平行或重
合，因此，相互平行的平面，法向量应该相同。这一点并不难证明。设平面
γ1, γ2 相互平行。在 γ1 中取相交直线 Ra1 + b1、Ra2 + b1，过 γ2 中一点 b2
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作它们的平行线，则两条平行线都在 γ2 中，且方向向量分别为 a1, a2。因
此，γ1, γ2 可以写成：

γ1 = Ra1 + Ra2 + b1

γ2 = Ra1 + Ra2 + b2

它们的法向量都可从 a1, a2 通过消影法得到，因此是同一个单位向量 n。

考虑直线 Rn 与 γ1, γ2 的交点 P1, P2，可以得到：

P1 = r1n = s1a1 + t1a2 + b1

P2 = r2n = s2a1 + t2a2 + b2

类似异面直线的情况，通过对 n 求内积，我们得到

r1 = n · b1

r2 = n · b2

因此，两交点的距离为：

|P1P2| = ‖r2n − r1n‖ = |n · (b1 − b2)|.

在 γ1, γ2 上各取一点：Q1 = P1 + q1,1a1 + q1,2a2、Q2 = P2 + q2,1a1 + q2,2a2，
则：

#         „

Q1Q2 =
#       „

P1P2 + (q2,1a1 + q2,2a2 − q1,1a1 − q1,2a2).

而
#       „

P1P2 = (r2− r1)n ⊥ q2,1a1 + q2,2a2− q1,1a1 − q1,2a2，所以，根据勾股定理，

|Q1Q2|2 = |P1P2|2 + ‖q2,1a1 + q2,2a2 − q1,1a1 − q1,2a2‖2 ⩾ |P1P2|2.

这说明 γ1 上的点到 γ2 上的点的距离总大于等于 |P1P2|。我们把 |P1P2| 称
为平行平面的距离。

习题 2.5.1.
1. 求点 (2, 0, 1) 到平面 x+ 2y − 5z + 1 = 0 的距离。
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2. 求点 (1, 1,−1) 到直线 R(0, 3,−1) + (1,−2, 1) 的距离。
3. 求异面直线 R(0, 1, 1) + (1,−1, 0)、R(1, 0,−1) + (0, 1,−1) 的公垂线

及距离。
4. 求直线 R(1, 2,−1) + (0, 1, 1) 到平面 x+ y + 3z − 1 = 0 的距离。
5. 求平行平面 x− y + z = 1 和 x− y + z = −1 的距离。
6. 点 (1, a, a+ 2) 到平面 2x− y− z + 2 = 0 和 x+ 3y− 4z = 0 的距离

相等，求 a 的值。



第三章 简单多面体

我们日常生活中看到的书本、桌椅、箱子、柜子等器具，大致可以看作
是几个平面围成的。它们的表面分别属于几个相交的平面。我们把若干个
平面围成的封闭立体称为多面体。下图中，左起第一个形状是六个平面围
成的，称为六面体；第二个形状是四个平面围成的，称为四面体。右边两个
形状不是由若干个平面围成的，因此不是多面体。

多面体的表面，同属一个平面的部分，称为多面体的面。相邻两面公
共的部分是线段，称为多面体的棱。两条或多条棱相交于多面体表面一点，
也是多个面的公共点，称为多面体的顶点。上图的六面体中，有 ABCD、
ABB′A′、BCC ′B′、CDD′C ′、DAA′D′、A′B′C ′D′ 六个面，AB、B′C ′、DD′

等十二条棱，A,B,C,D 等八个顶点。多面体不同顶点之间的连线，如果不
在多面体任何一面中，就称为多面体的对角线。上图的六面体中，AC ′ 和
B′D 是对角线，AB′ 和 B′D′ 不是对角线。

多面体的面总是多边形。多面体每一面所在平面都把空间分为两半。如
果多面体总在其中一侧，就说它是凸多面体。凸多面体的面总是凸多边形。
以下我们只讨论凸多面体，凡提到多面体，都是指凸多面体。

61
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围成多面体的平面数目，一般用来为多面体命名。比如六个平面围成
的多面体，叫做六面体；十个平面围成的多面体，叫做十面体。平面与多面
体相交，得到它的子集，称为平面截多面体得到的截面。

3.1 四面体和棱锥

多面体的面总是多边形。多边形的边就是多面体的棱，也就是它所在
平面与其他面相交的部分。因此多面体每个面至少和另三个面相交，才能
形成多边形。最简单的多面体是四面体。它的每个面和另三个面相交，形成
三角形。四面体的面就是四个三角形。每两个三角形的公共边，就是四面体
的棱。四面体有六条棱，每三条棱交于一点。四面体有四个顶点。

四面体是最基本的多面体。任何多面体总能看作若干个四面体拼接而
成。

每个面都是正三角形的四面体，称为正四面体。不同的正四面体大小
不同，形状一致。正四面体所有的棱长度相等。设正四面体棱长为 a，则每
个面的面积为

√
3
4
a2。

过正四面体 ABCD 一个顶点 D 向另三点确定的平面作垂线，记垂足
为 O，则 O 为 4ABC 的中心。|AO| = |BO| = |CO| =

√
3
3
a。∠DOA 是直

角，所以根据勾股定理，|DO| =
√
6
3
a。我们称 DO 为正四面体中 D 出发的

高线。

例题 3.1.1. 求正四面体相邻两面所成的角。

解答. 设正四面体 ABCD 边长为 a。过顶点 D 作平面 ABC 的垂线，记垂
足为 O。

以 O 为原点，以 OA 为 x 轴作直角坐标系，使得 B,C 点坐标分别
在第二、第三象限。|OA| =

√
3
3
a，所以 A,B,C 坐标分别为 (−

√
3
3
a, 0, 0)、

(−
√
3
6
a, 1

2
a, 0)、(−

√
3
6
a,−1

2
a, 0)，D 点坐标为 (0, 0,

√
6
3
a)。于是平面 ABC 的
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方程为
z = 0.

AB 和 y 轴的交点为 (0, 1
3
a, 0)，所以平面 ABD 的方程为

√
3x+ 3y +

√
6

2
z = a.

平面 ABC 的法向量是 n1 = (0, 0, 1)，平面 ABD 的法向量是

n2 =
(
√
3, 3,

√
6
2
)

‖(
√
3, 3,

√
6
2
)‖

= (

√
2

3
,

√
6

3
,
1

3
).

因此两平面的夹角 θ 满足：

cos θ = n1 · n2 = (0, 0, 1) · (
√
2

3
,

√
6

3
,
1

3
) =

1

3
.

解得 θ = arccos 1
3
≈ 70.53◦。

由于正四面体各面地位相等，因此任何两面所成的角都是 θ。
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从四面体出发，可以得到一类称为棱锥的多面体。给定一平面及其中
一个多边形，从平面外一点上到多边形各个顶点连线，得到的多面体称为
棱锥。直观上看，棱锥是平面外一点发出的三条或以上不共面的射线被平
面所截得到的。平面外的点称为棱锥的锥顶，多边形称为棱锥的底面，其余
的面是多边形相邻顶点和锥顶构成的三角形，称为棱锥的侧面。锥顶到底
面的距离称为棱锥的高。棱锥的侧面是以锥顶为公共顶点的三角形。

如果底面是 n 边形（n 为大于等于 3 的整数），就称棱锥为 n 棱锥。四
面体就可以称为三棱锥。

棱锥的棱可以分为两类。一类是底面的边，称为棱锥的底棱；一类是
底面顶点和锥顶的连线，称为棱锥的侧棱。每条侧棱是相邻两侧面的公共
边。相邻的侧棱是同一个侧面的边，不相邻的侧棱所在的平面截棱锥的截
面，称为棱锥的对角面。对角面就是底面的对角线和锥顶构成的三角形。

棱锥底面的多边形可以用对角线剖分成多个三角形。每个三角形作为
底面，棱锥锥顶作为锥顶的三棱锥，合起来就是原棱锥。这说明任何棱锥都
是四面体拼合而成。

如果棱锥底面是正多边形，且锥顶在底面的投影是正多边形的中心，就
说棱锥是正棱锥。正四面体就是一种正三棱锥。正棱锥的各个侧面都是全
等的等腰三角形，都和底面成相等的角。这些等腰三角形的高都相等，称为
正棱锥的斜高。正棱锥的侧棱长度都相等，且和底面成相等的角。

习题 3.1.1.
1. 正八面体是由两个正四棱锥底面重合拼成的多面体。每个面都是全

等的正三角形，每个顶点都是四个面的交点。求正八面体相邻两面的夹角。
2. 是否有四个面都是直角三角形的四面体？如果有，请举出例子；如
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果没有，请证明。
3. 四面体 ABCD 中，过顶点 A 的三个面都是直角三角形。A 到平面

BCD 的垂足为 H。H 和三角形 BCD 有何关系？试证明之。

3.2 平行六面体和棱柱

如果说四面体是立体空间中的三角形，
那么平行六面体就是立体空间中的平行四
边形。

平行六面体可以由三个不共轴向量
#    „

OA,
#    „

OB,
#    „

OC 出发，通过不断构建平行四边
形得到。首先，三个向量中每两个向量可以
构建一个平行四边形。比如

#    „

OA,
#    „

OB 可以确定平行四边形 AOBC ′，其中向
量

#     „

OC ′ =
#    „

OA+
#    „

OB。同理可以得到
#     „

OA′ =
#    „

OB +
#    „

OC、
#     „

OB′ =
#    „

OC +
#    „

OA。

接下来，向量
#     „

OA′,
#     „

OB′,
#    „

OC 又可以确定平行四边形 A′CB′O′，其中
#     „

OO′ =
#    „

OA +
#    „

OB +
#    „

OC。此外可以验证，向量
#     „

OA′,
#    „

OB,
#     „

OC ′ 以及向量
#    „

OA,
#     „

OB′,
#     „

OC ′ 分别确定的平行四边形的第四个顶点也是 O′。

O,A,B,C,A′, B′, C ′, O′ 这八个顶点确定的六面体就叫作平行六面体，
记为平行六面体 O−ABC −A′B′C ′ −O′ 或 AOBC ′ −B′CA′O′，简记为平
行六面体 OABC。

平行六面体的八个顶点可以看作三个不共轴向量按照“加或不加”的
规则得到的所有组合：

{
uA+ vB + wC | u, v, w ∈ {0, 1}

}
.

有时候，我们也用 (u, v, w)来指代各个顶点，称为顶点的内坐标。比如，点
A 的内坐标是 (1, 0, 0)，而点 B′ 的内坐标是 (1, 0, 1)。
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直观上看，平行六面体的 12 条棱可以分为三组，每组四条棱都相互平
行且等长，对应同一个向量。比如

#    „

OA =
#     „

BC ′ =
#     „

CB′ =
#     „

AO′ 。平行六面体
的三组对面分别相互平行，而且是全等的平行四边形；根据面的平行关系
以及平行四边形的全等关系，可以推出每组各面对应的对角线平行且等长。
这些对角线称为平行六面体的面对角线。每个面两条对角线的交点称为平
行六面体的面心。

平行六面体的顶点可以分为四对，每对顶点的内坐标相加恰好是 (1, 1, 1)。
比如 A(1, 0, 0) 和 A′(0, 1, 1) 就是一对。每对顶点的连线称为平行六面体的
体对角线。四条体对角线交于一点：X = 1

2
O′，它平分这四条对角线。我们

称 X 为平行六边形的体心或中心。

和平行四边形类似，我们也可以定义一些特殊的平行六面体。如果向
量 A,B,C 相互垂直，就说平行六面体 OABC 是长方体。如果向量 A,B,C

长度相等，就说平行六面体 OABC 是菱体。如果向量 A,B,C 相互垂直且
长度相等，就说平行六面体 OABC 是正方体。可以看到，这些特殊平行六
面体要求三组对面同时具有某种性质。长方体的面都是长方形，菱体的面
都是菱形，正方体的面都是正方形。

三组面的性质也可以不全相同。比如，如果 A 与 B,C 垂直，就说平
行六面体 OABC 是直斜方体；如果只知道 A,B 垂直，就说平行六面体
OABC 是双斜方体。类似定义的特殊平行六面体种类较多，此处不一一介
绍。

从平行六面体出发，可以得到一类称为棱柱的多面
体。给定一平面及其中一个多边形。将多边形所有顶点
按同一个向量平移，得到一个新的多边形。新多边形所
在平面和原平面平行。连接新旧多边形对应顶点的线段，
全部平行且相等。相邻的两对新旧顶点，构成一个平行
四边形。新旧多边形和这些平行四边形所在的平面围成
的多面体，称为棱柱。
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直观上看，棱柱是三条或以上不共面的直线被两个平行平面所截得到
的，对应的两个面称为棱柱的底面（按需要可以称为上底面和下底面），其
余的面称为棱柱的侧面。两底面的距离称为棱柱的高。如果底面是 n 边形，
就称棱柱为 n 棱柱。比如平行六边形就是四棱柱。

棱柱的棱分为两类，一类是两个全等多边形的边，称为棱柱的底棱，侧
面连接多边形对应顶点的边，称为棱柱的侧棱。每条侧棱是相邻两侧面的
公共边。相邻的侧棱是同一侧面的边，不相邻的侧棱截棱柱得到的平面，叫
作棱柱的对角面。对角面也是平行四边形。它的一对边是不相邻的侧棱，另
一对边是两多边形对应的对角线。

棱柱底面的多边形可以用对角线剖分为多个三角形，从这个意义上来
说，底面是三角形的三棱柱可以说是基本的棱柱。平行六面体总可以看成
两个三棱柱拼合而成。

如果棱柱的底面是正多边形，且两个正多边形的中心连线与它们所在
平面垂直，这样的棱柱称为正棱柱。正方体就是正四棱柱。一组对面为正方
形的长方体也是正四棱柱。如果棱柱的侧面总与底面垂直，这样的棱柱称
为直棱柱。正棱柱总是直棱柱。

如果棱柱两相邻侧面都与底面垂直，那么根据定理 2.4.12，它们的交线
与底面垂直，也就是说，直棱柱的侧棱总与底面垂直。

习题 3.2.1.
1. 证明：平行六面体的体心平分对面面心的连线。
2. 证明：长方体各个对角面的面积相等。
3. 试将三棱柱分为三个四面体。
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3.3 棱台

如前所述，棱锥可以看成平面截发自同一点的三条或更多（不共面的）
射线得到的多面体。棱柱可以看成两平行平面截三条或更多（不共面的）平
行直线得到的多面体。而棱台是介于两者之间的一种多面体。

给定一个棱锥，用平行于底面的平面，可以将它截
成两部分。一部分是和原棱锥形状相同、大小不同的棱
锥，另一部分由两个形状一致、大小不一的多边形和连
接它们对应顶点的线段构成的多面体，称为棱台。和平
面形状类比，棱台类似于梯形。

和棱柱类似，两个平行多边形称为棱台的底面（按
需要可以称为上底面和下底面），两底面的距离称为棱台
的高。其余的面称为棱台的侧面。每个侧面都是梯形，梯形的上下底分别是
上下底面的边。如果底面是 n 边形，就称棱台为 n 棱台。

棱台的棱分为两类，一类是两个全等多边形的边，称为棱台的底棱，侧
面连接多边形对应顶点的边，称为棱台的侧棱。每条侧棱是相邻两侧面的
公共边。相邻的侧棱是同一侧面的边，不相邻的侧棱截棱柱得到的平面，叫
作棱台的对角面。对角面也是梯形。它的一对边是不相邻的侧棱，另一对边
是两多边形对应的对角线。

棱台是平面截棱锥所得，所以，上底是下底的位似形，锥顶是位似中
心。换句话说，设下底为多边形 A1A2 · · ·An，上底是 B1B2 · · ·Bn，棱锥锥
顶为 P，那么存在系数 t > 0，使得：

∀i ∈ [1..n],
#     „

PBi = t
#     „

PAi.

正棱锥截得的棱台叫作正棱台。正棱锥的侧棱长度相等，所以正棱台的侧
棱长度也相等。
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3.4 正多面体

我们知道平面形中有正多边形。正多边形是所有边长相等、所有内角
相等的多边形。空间中也可以定义正多面体。

定义 3.4.1. 所有面都是全等的正多边形，且每个顶点都由相同个数的棱与
面交汇而成的多面体，称为正多面体。

这样定义的正多面体符合我们的直观理解。要注意的是，它的定义比
平面中的正多边形更严格。正多边形有无穷多种，任给大于等于 3 的整数
n，都可以画出正 n 边形。但空间中的正多面体只有有限多个。

考虑正多面体的某个顶点。它是若干条棱、若干个面的交点。根据定
义，每面的两条棱的夹角都一样大。假设它是 k 个面的交点，那么 k ⩾ 3。

这个夹角是每个面的正多边形的内角。设正多边形有 m 个边，那么
m ⩾ 3。它的内角为 (m−2)·180◦

m
。k 个内角的和小于周角。也就是说，

(m− 2) · 180◦

m
<

360◦

k
.

解这个方程，得到 m < 2k
k−2
。于是

2k

k − 2
> 3.

解得 k < 6。于是 k 的值只可能是 3、4 或 5。

k = 5 时，解得 m < 10
3
，所以 m 的值只可能为 3。

k = 4 时，解得 m < 4，所以 m 的值只可能为 3。

k = 3 时，解得 m < 6，所以 m 的值可能为 3、4 或 5。

以上一共有五种可能。也就是说，空间中一共只可能有五种正多面体。
它们分别是以下形状：
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思考 3.4.1.
1. 如果把正多面体的定义放宽，不限定每个顶点都由相同个数的棱与

面交汇而成，是否有别的正多面体？试举例说明。
2. 如果把正多面体的定义放宽，只要求每个面都是全等的多边形，是

否有别的正多面体？试举例说明。

习题 3.4.1.
1. 设有底面是正方形的正四棱锥，侧棱与底边等长。把两个这样的正

四棱锥底面重合，使两者的顶点关于底面所在平面对称。证明：这样得到的
多面体是正八面体。

2. 如上得到的正八面体，记重合的底面的四个顶点为 A、B、C、D，
记关于正方形 ABCD 对称的两顶点为 P、Q。

2.1. 证明：4PAC 是等腰直角三角形。
2.2. 设正八面体棱长为 a，证明：它的表面积为 2

√
3a2。

2.3. 证明：正八面体的体积为
√
2
3
a3。

3. 正十二面体有几个顶点？正二十面体有几个顶点？
4. 把正十二面体相邻的面的中心连起来，证明：得到的多面体是正二

十面体。
5. 把正二十面体相邻的面的中心连起来，证明：得到的多面体是正十

二面体。
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多面体是一类简单的立体形状。另一种容易想到的立体形状是旋转体。
空间中，把给定平面上的图形绕平面上的某条直线旋转，围成的形状就叫
旋转体。该直线称为旋转体的旋转轴。旋转体对应着平面形中的圆形。

4.1 圆锥、圆柱和圆台

给定平面中的直角三角形 OAB，将它绕着直角边 OA所在直线旋转一
周，就得到一个圆锥，记为圆锥 OAB。O 称为圆锥的锥顶，旋转轴 OA 称
为圆锥的轴，它的长度叫做圆锥的高。斜边 OB 称为圆锥的母线，旋转得
到的面称为圆锥的侧面，另一直角边 AB 旋转得到的面称为圆锥的底面。

给定平面中的矩形 OO′AB，将它绕着边 OO′ 所在直线旋转一周，就
得到一个圆柱，记为圆柱 OO′AB。旋转轴 OO′ 称为圆柱的轴，它的长度
叫做圆柱的高。AB 称为圆柱的母线，它旋转得到的面称为圆柱的侧面，另
两边 O′A、OB 旋转得到的面称为圆柱的底面。

给定平面中的直角梯形 OO′AB，将它绕着直角腰 OO′ 所在直线旋转
一周，就得到一个圆台，记为圆台 OO′AB。旋转轴 OO′ 称为圆台的轴，它
的长度叫做圆台的高。AB 称为圆台的母线，旋转得到的面称为圆柱的侧
面，另两边 OA、O′B 旋转得到的面称为圆台的底面。

71
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另一种定义是将平面中一直线 m 绕另一直线 h 旋转。如果两直线平
行，那么得到的形状称为全圆柱面；如果两直线相交，那么得到的形状称为
全圆锥面。h 称为旋转轴，而 m 称为母线，相交直线的交点就是锥顶。用
两平行平面截全圆柱面，如果平面垂直于旋转轴，就得到圆柱；如果不垂
直，得到的形状称为斜圆柱。用平面截全圆锥面，如果平面垂直于旋转轴，
从锥顶到平面的部分就是圆锥；如果不垂直，从锥顶到平面的部分称为斜
圆锥。用两平行平面截全圆锥面，如果平面垂直于旋转轴，就得到圆台；如
果不垂直，得到的形状称为斜圆台。

显然，圆锥和圆柱分别和正棱锥、正棱柱、正棱台相似，但没有侧棱。
圆台和圆锥的关系，与棱台和棱锥的关系相似。

一般来说，一点绕一直线旋转，得到的总是一个圆。圆心就是圆所在
的平面和直线的交点。用向量的语言来说，设旋转轴 h 的方向向量是 h =

(0, 0, 1)，向量
#    „

OA的长度为 a > 1，则 A绕 h旋转，得到的是满足 ‖ #    „

OP‖ = a

且
#    „

OP · h =
#    „

OA · n 的点 P 的集合。设点 A,P 的坐标分别为 (ax, ay, az)，
(px, py, pz)，则 P 是方程组：{

p2x + p2y + p2z = a2x + a2y + a2z

pz = az

即 {
p2x + p2y = a2x + a2y

pz = az

的解集。这是一个圆，它所在平面是 z = az，圆心为 (0, 0, az)，半径为√
a2x + a2y。

将这个结论运用到圆锥、圆柱和圆台上，可以知道：圆锥 OAB 的底
面是一个圆，圆心就是底面和轴的交点，半径就是 |OA|，称为圆锥的半径。
圆柱 OO′AB 的底面是两个大小一样的圆，圆心就是底面和轴的交点，半
径就是 |OA|，称为圆柱的半径。圆台的底面是两个圆，圆心分别是对应平
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面和轴的交点，半径分别是 |O′A| 和 |OB|，分别称为圆台的上底半径和下
底半径。

更进一步，我们可以得到圆锥、圆柱和圆台的方程。全圆锥面中，设 A

在母线 m 上。设 m 的方向向量为 (cos θ, 0, sin θ)，m 中一点 A 的坐标为
(t cos θ, 0, t sin θ)，则它对应的点 P 满足{

p2x + p2y = a2x + a2y = t2 cos2 θ
pz = az = t sin θ

因此，全圆锥面是以下方程的解集：

x2 + y2 =
z2

tan2 θ

其中 θ 是轴和母线的夹角。而圆锥可以看做全圆锥面的锥顶 (0, 0, 0) 和平
面 z = z0 之间的部分，也可以写作：

x2 + y2 ⩽ z2

tan2 θ
, 0 ⩽ z ⩽ z0.

圆台可以看做全圆锥面在平行平面 z = z0 > 0 和 z = z1 > z0 之间的部分，
也可以写作：

x2 + y2 ⩽ z2

tan2 θ
, z0 ⩽ z ⩽ z1.

类似地，设全圆柱面的母线为 m = R(0, 0, 1) + (a, 0, 0)，m 中一点 A 的坐
标为 (a, 0, t)，则它对应的点 P 满足{

p2x + p2y = a2

pz = az = t

因此，全圆柱面是以下方程的解集：

x2 + y2 = a2

其中 a 是轴和母线的距离，也是底面的半径。而圆柱可以看做全圆柱
面在平行平面 z = 0 和 z = z0 之间的部分，也可以写作：
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x2 + y2 ⩽ a2, 0 ⩽ z ⩽ z0.

4.2 球

圆锥、圆柱和圆台分别是直角三角形、矩形和直角梯形按轴旋转得到
的，如果把圆心过旋转轴的圆按轴旋转，得到的就是球。球是日常生活中常
见的形状。你能说说，日常生活中哪些物品的形状可以用球来概括？

设圆的半径为 a，圆心为 O，圆绕着过 O 的旋转轴 h 旋转一周，得到
球 ⊛(O, a)。O 称为球的球心，a 称为球的半径。

球还有另一种定义：空间中到一点距离不超过定值 a 的点的集合，就
是球 ⊛(O, a)。这两种定义是等价的，我们可以通过分别求出相应的方程来
证明。

首先看用旋转定义的球。设 �(O, a) 上的点为 A(a cos θ, 0, a sin θ)，则
它绕 h = (0, 0, 1) 引出的直线一周得到的点 P 满足{

p2x + p2y = a2 sin2 θ

pz = az = a cos θ

即
p2x + p2y + p2z = a2.

也就是说，球是以下方程的解集：

x2 + y2 + z2 ⩽ a2.

另一方面，空间中的点 P 到原点（�(O, a) 的圆心）的距离不超过 a，就是
说 ‖ #    „

OP‖ ⩽ a ，因此这样定义的球，也是方程

x2 + y2 + z2 ⩽ a2
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的解集。这说明两种定义是等价的。

球的表面称为球面。球面的方程是：

x2 + y2 + z2 = a2.

换句话说，球面是到一点距离为定值的点的集合。球面任一点到球心的线
段及其长度称为球的半径。过球面任一点和球心的直线与球交于另一点。连
接两点的线段及其长度称为球的直径。

圆关于圆心对称，也关于过圆心的任何直线对称。球的对称性与之类
似。球关于球心对称，也关于过球心的任何直线、任何平面对称。

用平面截球，得到的截面是什么形状呢？

考虑平面 z = z0，代入球的方程，得到

x2 + y2 ⩽ a2 − z20

|z0| < a时，方程的解集是一个圆（圆盘），称为平面与球相交，交集称为截
面圆。截面圆的圆心为 (0, 0, z0)，半径是

√
a2 − z20。z0 = 0 时，圆心为球

心，半径为 a，我们把过球心的平面对球的截面称为球的大圆；z0 6= 0 时，
半径小于 a，|z0| 越小，半径越大。

z0 = ±a 时，方程分别只有 (a, 0, 0) 和 (−a, 0, 0) 一个解，平面和球恰
交于一点，称为平面与球相切，该面称为球的切面，交点称为切点。切面中
过切点的直线与球也只有一个交点，称为球的切线。

|z0| > a 时，平面与球无交点，称为相离。

球的切面垂直于球心和切点的连线，因此切线也垂直于球心和切点的
连线。反之，设 A 是球 O 面上一点，经过 A 且垂直于 OA 的直线和平面
就是球的切线和切面。

我们知道，地球大致可以看成一个球。很多与地球有关的研究中，我们
假设地球是一个球，球心称为地心。为了方便讨论，我们假设地球自转轴经
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过地心。与地球球面相交于两点，分别是南北两极点。过两极的平面截地球
得到的大圆，称为经线。垂直于自转轴的平面截地球得到的圆，称为纬线。
其中过地心的平面截得的大圆称为赤道。这样，用经线和纬线的交点，可以
定位球面上的点。一般的球面上，我们也可以沿用这些术语。
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生产和实践中，常常会遇到容量和占位相关的问题。比如，仓库、运输
机、航母的升降间是否能容纳特定型号的粮食、战车或飞机？修补一条堤坝
需要多少土方？热水瓶能容纳多少水？这些问题背后，涉及到空间形状的大
小问题。体积的概念，就是用来衡量空间形状的大小。

和长度、面积一样，体积可以有两种理解。从相对的意义上来说，空间
形状的体积是它的大小相对某个单位体积形状的大小的比值。从绝对的意
义上来说，体积就是空间形状内部点的“多少”。点、线、面按照定义是没有
体积的。从没有体积的概念出发，得到体积的概念，需要复杂的定义过程，
我们不做介绍。这里我们只讨论相对意义上的体积。

和面积一样，体积是一个数。规定了立体空间的长度、长度单位和面积
单位，我们规定立体空间的体积单位是棱长为 1 的正方体。棱长为 1 的正
方体，体积为 1，称为单位正方体或方元。关于体积，也有以下两条公理：

公理. 全等公理 全等的形状体积相等。

公理. 加法公理 把一个形状分为若干部分，各个部分的体积之和等于整体
的体积。

从这两条公理出发，我们来研究简单多面体的体积。

77
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5.1 平行六面体的体积

正方体是平行六面体的特殊情形。既然我们用正方体定义单位体积，以
此出发，我们来研究平行六面体的体积。

从正方体出发，自然要讨论长方体的体积。

设长方体的长、宽、高分别是正整数 a, b, c，根据加法公理，它的体积
是 abc 个方元体积之和，因此根据全等公理，它的体积是 abc。反之，设长
方体的长、宽、高分别是 1

a
, 1
b
, 1
c
，其中 a, b, c 是正整数，则 abc 个它的体积

之和是 1，于是它的体积是 1
abc
。于是，如果长方体的长、宽、高分别是有

理数 na

ma
, nb

mb
, nc

mc
，则体积为 nanbnc 个体积为 1

mambmc
的长方体体积之和，即

为 nanbnc

mambmc
。一般来说，长方体的长、宽、高分别是正数 a, b, c，则体积为：

V = abc.

这就是长方体的体积公式。从公式可以得到：如果一个长方体的长、宽、高
分别是另一个长方体长、宽、高的 ta, tb, tc 倍，那么它的体积是后者的 tatbtc

倍。如果两个长方体底面积相等，那么体积之比等于高之比。如果两个长方
体高相等，那么体积之比等于底面积之比。如果一个正方体的棱长是另一
个正方体棱长的 t 倍，那么它的体积是后者的 t3 倍。

从向量的角度来看，以基向量 ex, ey, ez 为棱构建的单位正方体，体积
为 1。以 aex, bey, cez 为棱构建的长方形，体积为 abc。

对一般的平行六面体，我们希望找出它的体积与方元体积之比。设平
行六面体由向量 a, b, c 构建，我们尝试用以下映射表示它的体积，记为
V (a, b, c)。这是一个三元映射，我们希望它满足以下的性质：

• V (ex, ey, ez) = 1.

• ∀s, t，V (sa1+ta2, b, c) = sV (a1, b, c)+tV (a2, b, c)，V (a, sb1+tb2, c) =
sV (a, b1, c)+tV (a, b2, c)，V (a, b, sc1+tc2) = sV (a, b, c1)+tV (a, b, c2)。

• V (a, a, c) = 0，V (a, b, a) = 0，V (a, b, b) = 0。
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前两个性质对应两条公理和方元体积为 1 的设定。第三个性质说明点、线、
面体积为 0。从第三个性质出发，可以推出：

定理 5.1.1. 体积的反称性 给定向量 a, b, c，则它们相关的平行六面体体积
满足以下性质：

V (a, b, c) = −V (a, c, b).

V (a, b, c) = −V (b, a, c).

V (a, b, c) = −V (c, b, a).

换言之，将映射 V 的任何两个自变量交换位置，值变为原来的相反数。
这说明这样定义的体积可正可负。我们把这样的体积称为有向体积，把有
向体积的绝对值称为绝对体积，或简称体积。

方元的绝对体积总是 1，而有向体积则可以是 ±1。我们来逐个查看：
V (ex, ey, ez) = 1 ，因此

V (ex, ez, ey) = V (ey, ex, ez) = V (ez, ey, ex) = −1.

于是
V (ez, ex, ey) = V (ey, ez, ex) = 1.

我们把方元分成了两类，一类的有向体积为 1，另一类为 −1。

一般来说，设 a = axex + ayey + azez、b = bxex + byey + bzez、c =

cxex + cyey + czez，则根据第二个性质，可以把 V (a, b, c) 展开成 27 项，
每一项都是 a, b, c 各自坐标分量乘以 V (ei, ej, ek) 的形式，其中 ei, ej, ek
是相同或不同的基向量。根据第三个性质，如果其中两个向量相同，那么
V (ei, ej, ek) = 0。因此只需要考虑 ei, ej, ek 两两不同的情况，即上面逐个查
看的 6 项：

V (a, b, c) =axbyczV (ex, ey, ez) + aybzcxV (ey, ez, ex) + azbxcyV (ez, ex, ey)

+ axbzcyV (ex, ez, ey) + aybxczV (ey, ex, ez) + azbycxV (ez, ey, ex)

=axbycz + aybzcx + azbxcy − axbzcy − aybxcz − azbycx.
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这就是平行六面体的有向体积。平行六面体的体积就是有向体积的绝
对值。

例题 5.1.1. 求向量 (1,−0.5, 0)、(0, 1, 0.5)，(0, 0.5, 1) 构建的平行六面体的
体积。

解答. 根据平行六面体的体积公式，它的有向体积为

1 · 1 · 1+ (−0.5) · 0.5 · 0+0 · 0 · 0.5− 1 · 0.5 · 0.5− (−0.5) · 0 · 1− 0 · 1 · 0 = 0.75.

体积为 0.75。

思考 5.1.1.
1. 空间基向量的有向体积和它们的顺序有什么关系？
2. 空间向量的体积和平面向量的面积有什么类似的地方？

5.2 等积原理

从平行六面体的体积出发，能否得到其它多面体和立体形状的体积呢？
这里介绍一个有力的结论：等积原理。它结合了相对和绝对意义上的体积
的概念，深刻揭示了不同形状的体积之间的关系。本阶段我们不证明等积
原理，把它作为公理引入。

公理. 等积原理 给定空间中两个形状 X,Y 和两个平行平面 γ1, γ2，如果位
于 γ1, γ2 之间且平行于 γ1, γ2 的任何平面 γ 截 X,Y 得到的截面面积都相
等，那么 X,Y 在 γ1, γ2 之间的部分体积相等。

例如：左侧多面体 X 和右侧多面体 Y 分别被平行于平面 γ1, γ2 的平
面所截，前者的截面是五边形，后者的截面是三角形。如果不论被 γ1, γ2 之
间的哪个平行于 γ1, γ2 的平面所截，截出来的五边形和三角形面积总相等，
那么根据等积原理，X 和 Y 在 γ1, γ2 之间的部分的体积相等。
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据唐代李淳风记载，等积原理是南朝梁数学家祖暅发现的。祖暅利用
等积原理，解决了球体积计算的问题。因此，后世也把这个定理称为祖暅原
理。等积原理可以看做平面中“同底等高面积相同”结论的“升级版”。比
如，根据等积原理，斜棱柱的体积等于同底等高直棱柱的体积。

例题 5.2.1. 证明长方体的对角面把它分成体积相等的两部分。

解答. 设有长方体 ABCD − A′B′C ′D′，它夹在平行平面 ABCD 和平面
A′B′C ′D′ 之间。考虑对角面 BB′D′D，它把长方体分为两部分。用平行
于平面 ABCD 的平面 γ 截这两部分，得到两个全等三角形（分别全等于
4ABD 和 4BCD)，因此截面面积相等。根据等积原理，这两部分在平面
ABCD 和平面 A′B′C ′D′ 之间的部分体积相等，即它们体积相等。

思考 5.2.1.
平面中，给定两平行直线 l1, l2 和两个封闭图形 X,Y。如果 l1, l2 之间任何
平行于 l1 的直线与 X,Y 的交集是等长的线段，X,Y 夹在 l1, l2 间的部分
的面积是否相等？

习题 5.2.1.
1. 证明：斜棱柱的体积等于同底等高直棱柱的体积。
2. 给定空间中两个形状 X,Y 和两个平行平面 γ1, γ2，如果位于 γ1, γ2

之间且平行于 γ1, γ2 的任何平面 γ 截 X,Y 得到的截面面积都成同一比例，
比值为 c ∈ Q，证明：X,Y 在 γ1, γ2 之间的部分体积之比是 c。

5.3 棱柱、棱锥和棱台的体积

首先来看棱柱的体积。

设棱柱上下底面所在平面分别是 γ1, γ2。在 γ1 上作面积和棱柱底面积
相等的长方形 ABCD，过长方形四边分别作垂直于 γ1 的平面。这四个平
面和 γ1, γ2 围成一个长方体。γ1, γ2 之间任意平行于它们的平面截棱柱和长
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方体，截面分别是和底面全等的多边形，因此面积相等。根据等积原理，棱
柱的体积和这个长方体相等。长方体的体积等于长乘宽乘高，即底面积乘
以高。它的高是平面 γ1, γ2 之间的距离。我们定义棱柱的高为上下底面之间
的距离，则可以得到棱柱的体积公式：

定理 5.3.1. 棱柱的体积等于底面积乘以高。

根据棱柱的体积公式，我们知道：底面积相等，高相等的棱柱，体积相
等。这个性质和平行四边形的性质类似。

接下来看棱锥的体积。过锥顶 P 作平行于底面所在平面 γ1 的平面 γ2，
我们考虑 γ1, γ2 之间平行于 γ1 的平面 γ 截棱锥的截面。截面是底面的相似
多边形。设 γ1, γ2 距离为 h，γ, γ2 的距离为 g，则截面和底面的相似比是 g

h
，

面积比是 g2

h2。如果两个棱锥底面积相等，并且锥顶到底面距离（称为棱锥
的高）相等，把这两个棱锥底面放置在同一个平面上，用锥顶和底面之间平
行于底面的平面截这两个棱锥，那么各自截面的面积和相应的底面积之比
相等。因此，根据等积原理：

定理 5.3.2. 底面积相等，高相等的棱锥，体积相等。

这个定理和三角形的性质类似。我们知道三角形是同底等高的平行四
边形面积的一半，据此，我们来研究棱锥体积和同底等高棱柱体积的关系。

从最简单的情形出发：我们假设棱锥和棱柱的底面是同一个三角形，
棱锥的锥顶是棱柱的一个顶点。这时，棱锥就是四面体。设棱柱为 ABC −
A′B′C ′，棱锥为 A′ABC。

如下图，平面 A′BC 和 A′B′C 将三棱柱分为三个四面体：A′ABC、
A′B′BC 和 A′B′C ′C。其中，四面体 A′B′C ′C 可以看作底面为 A′B′C ′，锥
顶为 C 的三棱锥。它的底面积和棱锥 A′ABC 底面积相同，高相等，所以
根据定理 5.3.2，它的体积和四面体 A′ABC 的体积相等。

另一方面，四面体A′B′BC和A′B′C ′C都可以看作底面在平面B′C ′CB

上，锥顶为 A′ 的三棱锥。它们的底面：4B′BC ' 4B′C ′C，所以根据定
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理 5.3.2，体积相等。这说明，三棱柱由三个体积相等的四面体组成，因此
它的体积是四面体 A′ABC 的三倍。

根据等积定理，三棱锥和三棱柱如果底面积相等，高相等，则棱锥的体
积是棱柱体积的三分之一。

对于一般的棱柱和棱锥，我们可以将它们的底面剖分为三角形，因此，
它们的体积分别等于相应的三棱柱和三棱锥体积之和。因此，对于一般的
棱柱和棱锥，也有：

定理 5.3.3. 如果棱柱和棱锥的底面积相等，高相等，则棱锥的体积是棱柱
体积的三分之一。

因此，从棱柱的体积公式可以立刻得到棱锥的体积公式：

定理 5.3.4. 棱柱的体积等于底面积乘以高除以三。

最后来看棱台的体积。棱台可以看做棱锥被平行于底面的平面截去带
锥顶的部分得到，因此，它的体积等于补全后的大棱锥体积减去小棱锥体
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积。已知棱台上下底面积为 S上, S下，高为 h，则可以先求出大小棱锥的体
积，作差得到棱台体积。

设补全后的大小棱锥高为 h大, h小，则 h大 = h小 + h。棱台上下底面积
之比为

S上
S下

=
h2
小

h2
大

联立两个方程，解得 
h小 =

h
√

S上√
S下−

√
S上

h大 =
h
√

S下√
S下−

√
S上

因此棱台体积为：

棱台的体积 =大棱锥的体积−小棱锥的体积

=
1

3
S下h大 − 1

3
S上h小

=
h

3

(
S上 + S下 +

√
S上S下

)
定理 5.3.5. 上下底面积为 S上, S下，高为 h的棱台，体积为 h

3

(
S上 + S下 +

√
S上S下

)
。

可以看到，如果上底缩为一点，则上底面积为 0，这时棱台变为棱锥；
如果上底和下底全等，这时棱台变为棱柱。

习题 5.3.1.
1. 底面是长为 4、宽为 3 的长方形，高为 2 的四棱柱、四棱锥，体积

分别是多少？
2. 棱长为 3 的正四面体，体积是多少？
3. 平面 γ 上有一梯形 ABCD。l 是平面外一条平行于梯形上底 AD 的

直线。l 到 γ 的距离为 3，梯形上底长度为 2.6、下底长度为 3.5，梯形的高
为 1.9。l 上有距离为 2.6 的两点 P,Q。连接 PA、PB、QC、QD，这样的
多面体称为畚。求多面体 PQ− ABCD 的体积。
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5.4 圆柱、圆锥和圆台的体积

使用等积原理，不难从棱柱、棱锥和棱台的体积，推出圆柱、圆锥和圆
台的体积。

半径为 r，高为 h 的圆柱的方程可以写为

x2 + y2 ⩽ r2, 0 ⩽ z ⩽ h.

任何与底面平行的平面 z = z0 截圆柱，得到的是半径为 r 的圆。因此，在
圆柱底面所在平面作面积等于 πr2 的长方形，过长方形各边作垂直底面的
平面，和两底面围成长方体。根据等积原理，这个长方体的体积等于圆柱的
体积。于是可以得到圆柱体积公式：

定理 5.4.1. 半径为 r，高为 h 的圆柱，体积为 πr2h。

锥顶为原点、半径为 r、高为 h 的圆锥的方程可以写为

x2 + y2 ⩽ r2z2

h2
, 0 ⩽ z ⩽ h.

任何与底面平行的平面 z = z0 截圆锥，得到的是半径为
r2z20
h2 的圆，面积为

πr2z20
h2 。因此，在圆锥底面所在平面 z = h 作面积等于 πr2 的长方形，以圆
点为锥顶，作它到长方形各顶点的连线，是为一四棱锥。平面 z = z0 截该
四棱锥，得到一个长方形，面积为 πr2z20

h2 ，和截圆锥得到的圆面积相等。因
此，根据等积原理，这个四棱锥的体积等于圆锥的体积。于是可以得到圆锥
体积公式：

定理 5.4.2. 半径为 r，高为 h 的圆锥，体积为 1
3
πr2h。

上底半径为 r上、下底半径为 r下，高为 h 的圆台，可以看作补全后的
大圆锥减去小圆锥后的部分。经过类似棱台的计算可以得到，大小圆锥的
高分别为： {

h大 =
hr下

r下−r上

h小 =
hr上

r下−r上
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于是圆台体积为：

圆台的体积 =大圆锥的体积−小圆锥的体积

=
1

3
πr2下h大 − 1

3
πr2上h小

=
1

3
π
(
r2上 + r2下 + r上r下

)
h

即：

定理 5.4.3. 上下底半径分别为 r上、r下，高为 h 的圆台，体积为

1

3
π
(
r2上 + r2下 + r上r下

)
h.

不难看出，如果把圆柱、圆锥的底面积记为 S，把圆台上下底面积记
为 S上, S下，则圆柱、圆锥和圆台的体积公式和棱柱、棱锥和棱台的体积公
式完全一致。

思考 5.4.1.
1. 方程 x2 + (y − z)2 = r2z2

h2 ，0 ⩽ z ⩽ h 确定的空间形状和圆锥
x2 + y2 = r2z2

h2 ，0 ⩽ z ⩽ h 一样吗？它们的体积一样吗？
2. 考虑全圆锥面 x2 + y2 = z2 和全圆柱面 x2 + (z − 4)2 = 9 围成的空

间形状。它的体积是多少？

习题 5.4.1.
1. 半径为 5、高为 2 的圆柱、圆锥，体积分别是多少？
2. 上底半径为 3、下底半径为 7、高为 5 的圆台，体积是多少？
3. 考虑点 (0, 0, 0)、0, 0, 4、(3, 0, 1) 确定的三角形。将它分别绕 x 轴、

y 轴、z 轴旋转，得到的空间形状的体积各是多少？

5.5 球的体积

球的体积较难直接看出。我们可以从平面截球的截面面积入手。
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圆心为原点、半径为 r 的球的方程可以写为：

x2 + y2 + z2 = r2.

用离圆心 z0 的平面 z = z0 截球，得到半径为
√
r2 − z20 的圆盘，面积为

π(r2 − z20)。

考虑下底在 Oxy 平面、上底在 z = r 平面，半径为 r、高为 r 的圆柱：

x2 + y2 = r2, 0 ⩽ z ⩽ r

平面 z = z0 截该圆柱得到的截面面积为 πr2。

考虑锥顶在原点、上底在 z = r 平面、半径为 r、高为 r 的圆锥，

x2 + y2 = z2, 0 ⩽ z ⩽ r

平面 z = z0 截该圆锥得到的截面面积为 πz20。

因此，考虑圆柱中挖去圆锥得到的形状，根据等积原理，它的体积等于
半个球（z > 0 部分）的体积。于是，

球的体积 = 2 · (圆柱的体积−圆锥的体积)

= 2

(
πr2 · r − 1

3
πr2 · r

)
=

4

3
πr3

即：

定理 5.5.1. 半径为 r 的球，体积为 4
3
πr3。

思考 5.5.1.
1. 半径为 r 的球面，面积是多少？
2. 球面能否展开成为平面形状？如果不能，如何求它与单位面积的比

值？
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习题 5.5.1.
1. 从棱长为 4的正方体中挖出一个最大的球，剩余部分的体积是多少？
2. 全圆柱面 y2+ z2 = r2 和 x2+ z2 = r2 围成的形状称为牟合方盖。求

牟合方盖的体积。
3. 圆心为原点、半径为 r 的球在平面 z = z0 和 z = r 之间的部分，称

为球缺。求球缺的体积。
4. 平面 y = 0 上有方程为 (x− 4)2 + z2 = 4 的圆，将它绕 z 轴旋转一

周围成的空间形状称为镯。
4.1. 求该镯的方程。
4.2. 求平面 z = z0 截该镯的截面面积。
4.3. 试通过与平放的圆柱对比，求该镯的体积。
4.4. 试推导镯的体积公式。



第六章 立体空间的变换

和平面中一样，立体空间中也有各种变换，也就是把立体空间的点映
射到点的映射。我们同样把它称为点映射或点变换。比如，立体空间中也有
关于某个向量的平移操作和以某点为中心的放缩操作，它们都是点映射。

立体空间中也有直变换。它的特征和平面上的直变换一样：

• 与平移操作可以交换顺序。
• 与自原点的放缩操作可以交换顺序。

具体来说，直变换 f 满足：

• ∀ u, v，f(u + v) = f(u) + f(v)
• ∀ k, u，f(k · u) = k · f(u)

不难验证，空间中的直变换也把原点映射到原点，把直线映射到直线或点，
并把数轴映射为数轴，因此也叫轴变换。直变换和平移操作的复合同样称
为维直变换。

立体空间中有哪些直变换呢？

首先是把所有向量映射到零向量的零映射，和把所有向量映射到自身
的恒等映射。不难验证，这两种映射都是直变换。

以原点为中心的位似映射（即放缩操作）也是直变换：

Fk : u 7→ ku.

89
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平面的直变换可以用矩阵表示。立体空间中的直变换同样可以用矩阵
表示。给定立体空间直角坐标系的基底 B = (e1, e2, e3)，我们可以将任何向
量

u = u1e1 + u2e2 + u3e3

表示为：

u =


u1

u2

u3


而以原点为中心的位似映射 f 把 u 映射为：

f(u) = ku =


ku1

ku2

ku3


因此，和平面的情形类似，我们用以下矩阵来表示 f：

[ f ]B =


k 0 0

0 k 0

0 0 k


并将 u 经过 f 映射的过程记为：

f(u) =


k 0 0

0 k 0

0 0 k

 ·


u1

u2

u3

 =


ku1

ku2

ku3



6.1 各种直变换

立体空间的位似映射也是直变换。类似地，立体空间也有投影映射、反
射映射和旋转映射。空间中的变换，比平面中的变换更复杂。
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6.1.1 投影映射

平面中的投影变换把向量投影到它在某个轴上的“影子”。立体空间中
的投影变换则有两种。一种仍然把向量投影到某个轴上；另一种则投影到
某个过原点的平面上。

给定立体空间的基底 B = (e1, e2, e3)。任何向量 u 都能以唯一的方式
写成：

u = u1e1 + u2e2 + u3e3.

其中 u1, u2, u3 也叫 u 在基底 B 上的坐标。

这时，从 B 到 e1 的投影映射为：

投B,e1 : u 7→ u1e1.

而从 B 到 e2, e3 所在的平面 γ = Re2 + Re3 的投影映射为：

投B,γ : u 7→ u2e2 + u3e3.

投B,e1 与平面中的投影映射类似；而 投B,γ 直观上可以理解为阳光照射
一棵树或一根杆子，在平地上投下的影子。阳光的方向就是 e1 的方向。

在基底 B 中，我们可以用以下矩阵表示投影映射：

[
投B,e1

]
B
=


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,
[
投B,γ

]
B
=


0 0 0

0 1 0

0 0 1



6.1.2 反射映射

立体空间中的反射映射也有两种。一种和平面中的反射映射类似，都
是关于某个轴的轴对称；另一种则是关于某个过原点的平面的对称，称为
镜面反射。
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给定立体空间的基底 B = (e1, e2, e3)。任何向量 u 都能以唯一的方式
写成：

u = u1e1 + u2e2 + u3e3.

这时，B 中关于 e1 的反射映射为：

反B,e1 : u 7→ u1e1 − u2e2 − u3e3.

而 B 中关于 e2, e3 所在的平面 γ = Re2 + Re3 的投影映射为：

反B,γ : u 7→ −u1e1 + u2e2 + u3e3.

可以看到，和平面的情形一样，反射的结果在我们关心的方向上是一致的，
而在别的方向上则恰好相反。直观上，反B,γ 可以理解为向量在镜面或水面
里的倒影。

在基底 B 中，我们可以用以下矩阵表示反射映射：

[
反B,e1

]
B
=


1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 ,
[
反B,γ

]
B
=


−1 0 0

0 1 0

0 0 1



6.1.3 旋转映射

立体空间中，旋转总是绕着某个直线进行。这直线称为旋转轴。旋转轴
方向上的向量经过旋转映射不变。记旋转轴为 e1，我们可以找到和 e1 垂直
的平面 γ，旋转映射在 γ 中与平面旋转相同。在 γ 中选择相互垂直的向量
e2, e3，那么旋转映射 旋B,α 可以描述为：

旋B,α(e1) = e1
旋B,α(e2) = cosα e2 + sinα e3
旋B,α(e3) = − sinα e2 + cosα e3
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用矩阵表示：

[
旋B,α

]
B
=


1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

 .

对一般向量 u 来说，设 u 在基底 B = (e1, e2, e3) 中表示为：

u = u1e1 + u2e2 + u3e3.

那么经过旋转映射：

旋B,α(u) = u1e1 + (u2 cosα− u3 sinα)e2 + (u2 sinα + u3 cosα)e3.

6.1.4 剪映射

立体空间中的剪映射 f 可以用以下矩阵表示：
1 a b

0 1 c

0 0 1

 .

这个矩阵说明了剪映射如何是改变基向量的。

f(e1) = e1
f(e2) = ae1 + e2
f(e3) = be1 + ce2 + e3

在剪映射 f 作用下，基向量 e1 保持不变，e2 沿 e1 方向移动 a 个单位，而
e3 沿 e1, e2 方向分别移动 b, c 个单位。

6.2 空间的基变换

空间中的直变换也包括基变换。基变换把空间的一组基底转为另一组
基底。



94 第六章 立体空间的变换

6.3 特征值和特征向量



附录 A 空间形的表示法

为了方便讨论空间形，我们希望在纸面上快速便捷地表示空间中的点、
直线、平面等基本形状。讨论平面形状时，我们自然地将纸面作为形状所在
的平面。讨论空间中的形状时，我们没法在纸面上完整表示立体图形，所以
需要一套统一约定的折衷方法，方便交流。我们把这样的方法称为作图法
或画法。

人类自古以来就在探索作图法。距今两万年的壁画上，就有用线条表
示动物和地形的创作。人类对作图法的探索有两个方向，一个致力于在平
面上真实地还原人眼看到的景物，另一个致力于用简练记号表述空间中的
对象。前者发展出以透视法为基础的艺术绘画技法，后者发展出以地图、工
程图等为代表的实用绘图技法。下面介绍的属于后者，是数学中一种常用
的简便作图法。

1.1 在空间中画平面

空间中的平面是没有边界的。为了在有限的纸面上表示平面，我们选
用一定的形状框定边界，表示一个平面，称为平面的示形。要注意的是，这
样表示的平面其实是平面的一部分，但不妨碍我们想象它是无边际延伸开
来的。

我们约定用常见的平行四边形表示平面。平行四边形的长边长度一般

95
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介于短边长度的 1.5 至 3 倍之间，长短边的锐角夹角一般是 45 度角。

一般来说，水平位置的平面（称为水平面），用上下对边水平的平行四
边形表示，竖直位置的平面（称为竖立面），用左右对边竖直的平行四边形
表示。矩形一般表示正对视线的竖直平面。完全侧对视线的竖直平面，用
45 度角的上下对边表示。

平面的名字一般标记在示形内部，靠近其某个顶点。

当一个平面示形的一部分被其它平面遮住时，我们用虚线表示被遮住
部分的边界。如果虚线使得画面过于繁杂难辨，可以连虚线也不画。

用平行四边形表示平面，意味着我们降低了对真实性的要求，比如舍
弃了近大远小的性质。因此作出的图形往往“不真实”。例如，一个水平面，
我们看不出它到底位于我们上方还是下方。为此我们约定，所有水平面均
处于视线下方，即我们总在俯视这些平面。这样，水平面靠下的点离我们较
近，靠上的点离我们较远。

1.2 在水平面中画平面图形

已知一个平面形的样子，如何把它画在空间中某个水平面里？

我们把平面形所在的图称为平面图，把要画的图称为立体图。首先在
立体图中画出水平面。为了方便，设示形的水平边长度为非水平边的 2 倍，
夹角为 45 度。这个比例系数和夹角在下面画平面图形时将一直使用。

选择平面图中一条线段、射线或直线作为水平线。把它画进立体图时，
画成水平方向，长度不变。与它平行的线段、射线、直线，也画成水平方向，
线段长度不变。

平面图中垂直于水平线的线段、射线或直线（称为纵直线），把它画进
立体图时，画成与平面非水平对边平行的方向（45 度角），线段的长度要除
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以 2。

要将平面图中一点画进立体图中，可以先在平面图中作它到水平线和
纵直线的垂线。这样，该点就成了水平线和纵直线的交点，于是可以在立体
图中作出对应的点。

平面图中其它位置的线段、射线或直线，在其中取两点（线段一般取端
点，射线取端点和较远一点，直线取较远两点）。将两点按上述方法画进立
体图中，再连出对应的线段、射线或直线。

约定平面图中的上下左右关系在立体图中不变。但立体图中的上下关
系应理解为前后关系，即靠上的在后（较远），靠下的在前（较近）。

1.3 在一般平面中画平面图形

在一般平面中画平面图形是复杂的操作。从原则上来说，违背了简便
作图法的精神，容易产生既不简便、真实性也低的困境。因此，如果可以选
择在水平面中画平面图形，最好不要在非水平面中画。

和在水平位置的平面中画平面图形的方法类似，我们需要在立体图中
示形的对边中选择一个主边和一个副边。水平面中，我们选择水平方向的
对边为主边，非水平方向的对边为副边。一般平面中，需要自行选择边和副
边。主边长度和副边长度之比称为斜变系数，比如水平位置平面的斜变系
数为 2。

选定之后，主方向将对应平面图中的水平线，副方向将对应平面图中
的纵直线。平面图中平行于水平线的线段、射线、直线，按主边方向画出，
线段长度不变。平面图中垂直于水平线的线段、射线、直线，按副边方向画
出，线段长度要除以斜变系数。

要将平面图中一点画进立体图中，可以先在平面图中作它到水平线和
纵直线的垂线。这样，该点就成了水平线和纵直线的交点，于是可以在立体
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图中作出对应的点。

平面图中其它位置的线段、射线或直线，在其中取两点（线段一般取端
点，射线取端点和较远一点，直线取较远两点）。将两点按上述方法画进立
体图中，再连出对应的线段、射线或直线。

把平面图形画到非水平面中的时候，平面图中的上下左右关系在立体
图中可能改变。为此，作图时需要注意保持一致性，否则将产生错误的结
果。

1.4 画空间直角坐标系

以上作图法中，其实已经用到了坐标系的想法。比如，平面图中的水平
线可以看作坐标轴横轴，纵直线可以看作坐标轴纵轴。我们把平面图中一
点画到立体图中时，过它作到水平线和纵直线的垂线，实际上就在确定它
的坐标。

我们可以直接在立体图中画出直角坐标系。一般来说，选定的基底
ex, ey, ez，表示三个两两垂直的单位向量，对应三条射线。在立体图中，直
角坐标系有多种画法。

选定一点为原点，过原点往右作水平射线，这条射线可以是 x 轴或 y

轴正半部分。如果设它为 x 轴正半，那么过原点往右上 45 度角作射线，是
为 y 轴正半；如果设它为 y 轴正半，那么过原点往左下 45 度角作射线，是
为 x 轴正半。最后过原点往上作竖直射线，是为 z 轴正半。这种画法称为
右手正斜式。将 x 轴和 y 轴互换，则称为左手正斜式。

另一种画法从 z 轴开始。过原点往上作竖直射线，是为 z 轴正半。将
其顺时针旋转 120 度，得到 x 轴正半；顺时针再旋转 120 度，得到 y 轴正
半。这种画法称为右手对称式。将 x 轴和 y 轴互换，则称为左手对称式。

更一般的画法则继续向透视法靠拢。比如参考两点透视画出水平位置
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的矩形，以此确定 x 轴和 y 轴。我们不在此展开，只介绍正斜式画法。

正斜式画法与前面的平行四边形表示法兼容。从左下为 x 轴的右手对
称式出发，容易看出，Oxy 就是水平面。为了方便，我们在它的示形基础
上画坐标系。选好长短边长度后，水平上边就是 y 轴，非水平的左边就是
x 轴。将代表射线的箭头画在平行四边形对应的顶点，然后将这两边等分，
标上坐标刻度。z 轴（竖轴）按 y 轴长度标上刻度。朝反方向延伸可以画出
各坐标轴的负半部分，并标上刻度。

按照坐标轴刻度，可以找出 Oxy 中点的位置。比如，要画出坐标为
(1, 2, 0) 的点，可以在 x 轴找到刻度为 1 的点，过它作平行于 y 轴的直线
（水平线）；在 y 轴找到刻度为 2 的点，过它作平行于 x 轴的直线；两线交
点就是坐标为 (1, 2, 0) 的点。

对于不在 Oxy 中的点，可以先画出它在 Oxy 上的投影点。比如，要
画出坐标为 (1, 2, 3) 的点，可以先画出 (1, 2, 0)，然后过它作平行于 z 轴的
直线。由于往上为 z 轴正向，所以对于正数 3，往上数三个单位长度，即为
(1, 2, 3)。如果要画坐标为 (1, 2,−3) 的点，则向下数三个单位长度。为了清
楚表明点在空间中的位置，可以保留投影点，并将投影点与 x轴、y 轴用虚
线连线，将目标点和投影点用虚线连线。
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附录 B 空间向量与公理

下面验证：根据向量定义的点、直线、平面符合平面公理、平直公理、
交面公理和补充的平行公理。

2.1 平面公理

首先来看平面公理。任取不共轴三点 A,B,C，则 A − C,B − C 直无
关，因此 {sA+ tB + (1− s− t)C | s, t ∈ R} 是 A,B,C 确定的平面。

2.2 平直公理

再来看平直公理。如果点 P,Q在平面 {sA+ tB+(1−s− t)C | s, t ∈ R}
中，那么存在 s1, t1, s2, t2 使得

P = s1A+ t1B + (1− s1 − t1)C

Q = s2A+ t2B + (1− s2 − t2)C
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直线 PQ 是集合 {uP + (1− u)Q | u ∈ R}，其中任一点 U = uP + (1− u)Q

可以用 A,B,C 表示为

U = uP + (1− u)Q

= (us1 + (1− u)s2)A+ (ut1 + (1− u)t2)B + (u(1− s1 − t1) + (1− u)(1− s2 − t2))C

= (us1 + (1− u)s2)A+ (ut1 + (1− u)t2)B + (1− (us1 + (1− u)s2)− (ut1 + (1− u)t2))C

因此 U 在平面 ABC 中。这说明向量表示的空间符合平直公理。

2.3 交面公理

接下来验证交面公理。如果两平面 γ1, γ2 交于点 C，记 γ1 = RA1 +

RB1 + C，γ2 = RA2 + RB2 + C。其中 (A1, B1) 直无关，(A2, B2) 直无关。
两平面公共点可以表示为让以下等式成立的 s1, t1, s2, t2：

s1A1 + t1B1 + C = s2A2 + t2B2 + C.

以上等式可以转为：

s1A1 + t1B1 − s2A2 − t2B2 = 0.

根据空间的根本性质，四个向量总是直相关。所以存在不全为零的四个实
数 s1, t1, s2, t2 使上式成立。由于 (A1, B1) 直无关，(A2, B2) 直无关，所以
s1A1 + t1B1 和 s2A2 + t2B2 为零向量时，s1, t1, s2, t2 必然全为零。然而
s1, t1, s2, t2 不全为零，所以 s1A1 + t1B1 和 s2A2 + t2B2 不为零向量。于是
这时 s1A1 + t1B1 + C = s2A2 + t2B2 + C 6= C 是两平面另一个公共点。这
说明向量表示的空间符合交面公理。
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2.4 平行公理

我们主要验证平行线共面的性质。平面中，两条直线平行，当且仅当它
们的直部是同一条过原点的直线。我们用这个方法来判定空间中直线的平
行关系。设有两直线 l1 // l2，那么它们是同一条过原点的直线平移而成：

l1 : Ra + b1

l2 : Ra + b2

所以 l1, l2 都在平面：γ = Ra+R(b1−b2)+b2 中。对任意 t ∈ R，l1 中的点
ta+b1 = ta+1·(b1−b2)+b2 ∈ γ；l2中的点 ta+b2 = ta+0·(b1−b2)+b2 ∈ γ。
这说明，两条平行直线总在同一平面内，即向量表示的空间符合补充后的
平行公理。


