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第一章 广义积合

1.1 一般区间上的积合

我们已经讨论过闭区间 [a; b] 上连续函数的积合。对于一般的区间、一
般的函数，是否能定义积合呢？

例子 1.1.1.
1. 函数 x 7→ 1

x
在 [0; 1] 上是否有积合？

2. 函数 x 7→ 1
x2 在 [1; +∞) 上是否有积合？
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第一个例子看起来不值得讨论，因为 x 7→ 1
x
甚至不总在 [0; 1] 上有定

义：x = 0 时，函数无定义。不过，如果直接看函数的图像，我们能理解
这个问题想问什么：如果把积合看作函数与 x 轴之间的图形的面积，那么，
x 7→ 1

x
这种“无界”的图形是否有面积？
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8 第一章 广义积合

这也是处理一般区间上函数积合时会遇到的问题：闭区间上的连续函
数总是有界的，而一般区间上的函数不一定有界。对于这样的函数，我们能
否定义积合呢？

一般来说，以目前的知识，我们无法给任意的函数在任意区间上定义
积合。但是，对于一部分“比较好”的函数，我们可以定义积合。

比如，函数 f : x 7→ 1
x
虽然在 [0; 1] 上不连续，甚至有未定义的点。但

我们可以做一些“修补”。首先，我们可以给 x = 0 处补上定义，比如设
f(0) = 0。这些工作有助于我们讨论积合的问题，但不意味着改变函数是否
可积的本质。

以上修补过的 f 仍然在 0 处不连续。我们无法直接讨论曲线到 x 轴部
分的面积。但我们知道 f 在 (0; 1] 上连续。因此，对任意 a ∈ (0; 1)，f 在
闭区间 [a; 1] 上连续。我们可以求出 f 在 [a; 1] 上的面积，然后把 a 趋于 0。
如果无论 a以什么方式趋于 0，面积都趋于一个极限，就定义这个极限为 f

在 [0; 1] 上的面积。

首先求 f 在 [a; 1] 上的积合：∫ 1

a

f = ln 1− ln a = − ln a.

这说明 f 在 [a; 1] 上的面积是 − ln a。而 a 趋于 0 时，− ln a 趋于正无穷。
这说明 f 在 [0; 1] 上的“面积”是无穷大，我们说 f 在 [0; 1] 上不可积。

第二个例子则比较好理解，因为 f : x 7→ 1
x2 在 [1; +∞) 上有定义。我

们同样尝试用极限的方式定义函数曲线到 x 轴的面积。首先求 f 在 [1; a]

上的积合，其中 a > 1：∫ a

1

f = −1

a
− (−1) = 1− 1

a
.

因此 a 趋于正无穷时，f 在 [1; a] 上的积合趋于 1。我们说 f 在 [1; +∞) 上
可积。
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这样，我们就把积合扩展到定义在一般区间上的连续函数。我们称这
种积合为广义积合À：

定义 1.1.1. 设函数 f 在半开区间 [a; b)上连续Á。如果当 x趋于 b时，f 在
[a; x] 上的积合总趋于某个极限，就说这个极限是 f 在 [a; b) 上的积合，即：∫ b

a

f = lian
x→b−

∫ x

a

f.

定义中我们只讨论了区间一端的问题。不过，对于开区间 (a; b)，我们
显然可以先将它截为两段：(a; c]、[c; b)（其中 c 为区间内任意一点），然后
分别研究这两段是否可积。如果在 (a; c]、[c; b)上都可积，就定义 f 在 (a; b)

上的积合为两段上积合的和。∫ b

a

f = lian
x→a+

∫ c

x

f + lian
x→b−

∫ x

c

f.

第一个例子中，我们还“修补”了另一个问题，就是函数在特定点的值
的问题。直观来看，函数在单一点是否有定义，或者取不同的值，不应该改
变函数在整个区间上的积合。因为积合是曲线到 x 轴的面积，是一个整体
性质。

为此，我们引入分段连续函数的定义：

定义 1.1.2. 分段连续函数 设函数 f 在区间 I 上有定义。如果能找到 I 的
分割 x0, x1, · · · , xn

Â，使得 f 在各个子区间 (xi; xi+1) 上都连续，就说 f 在
I 上（关于该分割）分段连续。

显然，连续函数不论如何分割，总是分段连续的。但也有函数只分段连
续而不在整个区间上连续。比如我们见过的阶梯函数，就是分段连续的不
连续函数。

À不至于混淆时，也可以简称为积合。
Áb 可以是无穷。
Â其中 x0、xn 可以是无穷。
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对于分段连续函数，我们可以通过逐段检查，确定它是否可积，并且求
出积合。

容易验证广义积合仍然满足积合的基本性质：

• 如果 f 在 I 上可积，且 f 在有限个点以外都大于等于 0，则其积合大
于等于 0。

• 设 a、b、c 是数轴上的三点，则
∫ b

a
f +

∫ c

b
f =

∫ c

a
f。

• 设 f、g 在 I 上可积，a, b 为系数，则 a
∫
I
f + b

∫
I
g =

∫
I
(af + bg)。

• 函数 x 7→ f
(
x
c

)
在 [ac; bc] 上的积合，等于 c

∫ b

a
f。

• 函数 x 7→ f(x− c) 在 [a+ c; b+ c] 上的积合，等于
∫ b

a
f。

• 如果 f 在区间上的值总介于 m、M 之间，那么 m(b − a) ⩽
∫ b

a
f ⩽

M(b− a)。

如果 f 在 I 上有界，那么它在 I 上的广义积合就是它在 I 上的积合。

广义积合与微变也有互逆的关系。比如说，如果 f 在 (a; b] 上可微，且
在 a 有右极限，那么： ∫ b

a

∂f = f(b)− lian
x→a+

f.

类似地，如果 f 在 [a; b) 上可微，且在 b 有左极限，那么：∫ b

a

∂f = lian
x→b−

f − f(a).

思考 1.1.1.
1. 假设函数在一点 a 附近（不包括 a）连续，但在 a 处不连续。这时，

不连续的情况可以分成哪几种？其中哪些可以“修补”成连续函数？
2. 为什么说函数在有限个点上的取值不影响它在区间上的积合？函数

在无限个点上的取值是否影响呢？给定区间 I 的子集 D，你认为当 D 满足
什么条件的时候，f 在 D 上的取值会影响它在区间上的积合？

3. 小明认为，x 7→ 1
x
在 (0; 1] 上的面积是正无穷，在 [−1; 0) 上面积是

负无穷，所以在 [−1; 1] 上面积为 0。你怎么看？
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习题 1.1.1. 1. 计算以下积合。a 趋于给定值时，积合是否收敛？

1).

∫ 1

a

lnx

x
, a→ 0+ 2).

∫ a

1

e−x, a→ +∞

3).

∫ a

0

1√
1− x2

, a→ 1− 4).

∫ 1

a

sin 1

x
, a→ 0+

2. 计算以下广义积合。

1).

∫ +∞

0

1

x ln2 x
, 2).

∫ +∞

0

xe−x2

3).

∫ +∞

0

1

(1 + ex)2 , 4).

∫ +∞

0

e−
√
x

√
x

3. 仿照极限的定义，具体写出“连续函数在 [1; +∞) 上可积”的定义。

1.2 广义可积函数

下面来看一些经典函数的广义积合。

首先来看函数在某点附近不连续导致的广义积合。

考虑函数 x 7→ x−a，其中 a > 0 为系数。它在 0 处无定义，在 0 右侧
趋于正无穷。它是否在 (0; 1] 上可积？

对 t > 0，计算它在 [t; 1] 上的积合。a = 1 时，我们知道函数不可积。
a 6= 1 时， ∫ 1

t

x−a =
11−a

1− a
− t1−a

1− a
=

1− t1−a

1− a

a < 1 时，随着 t 趋于 0，t1−a 趋于 0，因此函数在 (0; 1] 上可积，积合
为 1

1−a
。
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a > 1 时，随着 t 趋于 0，t1−a 趋于无穷，因此函数在 (0; 1] 上不可积。

考虑函数 x 7→ lnx，它在 0 处无定义，在 0 右侧趋于正无穷。它是否
在 (0; 1] 上有积合？

对 t > 0，计算它在 [t; 1] 上的积合。∫ 1

t

lnx = 1 · ln 1− 1− (t · ln t− t) = t− t ln t− 1

t 趋于 0 时，t ln t 趋于 0。因此函数在 (0; 1] 上可积，积合为 −1。

再来看函数在无穷区间上的广义积合。

考虑函数 x 7→ x−a，其中 a > 0 为系数。它是否在 [1; +∞) 上可积？

对 t > 1，计算它在 [1; t] 上的积合。

a = 1 时， ∫ t

1

x−a = ln t− ln 1 = ln t

t 趋于无穷时，ln t 趋于无穷，因此函数在 [1; +∞) 上不可积。

a 6= 1 时，它在 [1; t] 上的积合为：∫ t

1

x−a =
t1−a

1− a
− 11−a

1− a
=

t1−a − 1

1− a

a < 1 时，随着 t 趋于无穷，t1−a 趋于无穷，因此函数在 [1; +∞) 上不可积。

a > 1 时，随着 t 趋于无穷，t1−a 趋于 0，因此函数在 [1; +∞) 上可积，
积合为 1

a−1
。

考虑函数 x 7→ ax，其中 a ∈ (0; 1) 为底数。它是否在 [0; +∞) 上可积？

对 t > 0，计算它在 [0; t] 上的积合。∫ t

0

ax =
at

ln a
− a0

ln a
=

at − 1

ln a
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左图：幂函数在 [1; +∞) 上的面积；右图：指数函数在 [0; +∞) 上的面积

随着 t 趋于无穷，at 趋于 0，因此函数在 [0,∞) 上可积，积合为 − 1
ln a
。

以上是关于基本的经典函数的讨论，对于更复杂的函数，如何判定它
是否广义可积呢？

观察以上的函数在开区间“边缘”的情况，可以发现，造成开区间上面
积“无穷”问题的，要么是函数值在开区间端点附近趋于无穷，要么是开区
间为无穷区间——区间长度“无穷”。

我们把前一种情况称为无界积合或瑕积合，把造成问题的端点称无界
点或瑕点。而区间为无穷区间的情况，我们称为无限积合。

对于无界积合，直观来说，函数值在瑕点附近急速“爬升”或者“坠
落”。“升”或“落”得越急，曲线到 x 轴的面积就越大；如果“升”或“落”
得“太快”，面积就容易变成无穷。

因此，我们可以将函数在无界点附近行为和以上计算过的经典函数进
行比较。如果函数在无界点附近或比可积的经典函数还“慢”，那么可积；
如果比不可积的函数还“快”，那么不可积。而“快慢”程度可以用无穷的
阶来具体刻画。

定理 1.2.1. 设函数 f、g 在区间 I = (a; b] 上分段连续，且在 a 附近同时趋
于正无穷。
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• 如果在 a 附近总有 0 ⩽ f ⩽ g，那么只要 g 在 I 上可积，f 就在 I 上
可积。

• 如果在 a 附近总有 0 ⩽ g ⩽ f，那么只要 g 在 I 上不可积，f 就在 I

上不可积。
• 如果 f

a
= O (g)，那么只要 g 在 I 上可积，f 就在 I 上可积。

• 如果 g
a
= O (f)，那么只要 g 在 I 上不可积，f 就在 I 上不可积。

• 如果 f
a
= τ (g)，那么 f 在 I 上可积，当且仅当 g 在 I 上可积。

举例来说，考虑 (0; 1] 上的分段连续函数 f。如果 f 在 0 点右侧趋于
正无穷，那么我们可以将 f 和 x 7→ x−p 比较。如果有 p < 1 和 r > 0 使得
0 < x < r 时 f 总受制于 x−p：

∀0 < x < r,
f(x)

x−p
< M,

其中 M 是比值的上界，那么由于 x 7→ x−p 在 (0; 1] 上可积，f 也在 (0; 1]

上可积。

反之，如果 x 7→ x−1 在 0 右侧附近受制于 f：

∀0 < x < r,
f(x)

x−1
> M,

那么由于 x 7→ x−1 在 (0; 1] 上不可积，f 也在 (0; 1] 上不可积。

再来看无穷积合的情况。对于无限积合，在无穷远处，如果函数不收敛
到 0，而是收敛到非 0的数或者趋于无穷，那么显然不可积。如果函数在无
穷远处收敛到 0，是否就可积呢？

如果函数值（在自变量 x 足够大时）总是正数（或者 0），那么我们有
类似的结论：

定理 1.2.2. 设函数 f、g 在区间 I = [a; +∞) 上分段连续。

• 如果总有 0 ⩽ f ⩽ g，那么只要 g 在 I 上可积，f 就在 I 上可积。
• 如果总有 0 ⩽ g ⩽ f，那么只要 g 在 I 上不可积，f 就在 I 上不可积。
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• 如果 0 ⩽ f
+∞
= O (g)，那么只要 g 在 I 上可积，f 就在 I 上可积。

• 如果 0 ⩽ g
+∞
= O (f)，那么只要 g 在 I 上不可积，f 就在 I 上不可积。

• 如果 0 ⩽ f
+∞
= τ (g)，那么 f 在 I 上可积，当且仅当 g 在 I 上可积。

考虑 [1; +∞) 上的分段连续函数 f ⩾ 0。我们可以将 f 和 x 7→ x−p 比
较。如果有 p > 1 和 A > 0 使得 x > A 时 f 总受制于 x−p：

∀x > A,
f(x)

x−p
< M,

其中 M 是比值的上界，那么由于 x 7→ x−p 在 [1; +∞) 上可积，f 也在
[1; +∞) 上可积。

反之，如果 x 7→ x−1 在 0 右侧附近受制于 f：

∀x > A,
f(x)

x−1
> M,

那么由于 x 7→ x−1 在 [1; +∞) 上不可积，f 也在 [1; +∞) 上不可积。

以上讨论中我们加上了函数大于等于 0 的条件。如果函数值可正可负
时，情况更加复杂。我们可以把无限积合与可数个数求和——也就是级数
——的情况类比。讨论级数收敛时，我们将级数分为正项级数和一般的级
数，并引入了级数的绝对值、绝对收敛和相对收敛的概念。

对于无限积合，我们引入绝对可积的概念。对于定义在区间 I 上的函
数 f，如果它的绝对值 |f | : x 7→ |f(x)| 在 I 上可积，就说 f 绝对可积；否
则就说 f 相对可积。

在 I 上绝对可积的函数，一定相对可积，但反之则不一定。

要注意的是，如果函数在无穷远处没有极限，并不能说明它可积或不
可积。比如说，我们可以在足够远处给函数加上一些“小尖刺”。每个“小
尖刺”的面积都很小，不影响可积，但“刺尖”的函数值可以很大，甚至趋
于无穷。
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具体来说，我们制作这样的“尖角函数”：

f : [0; 1]→ R

x 7→

2x 0 ⩽ x ⩽ 1
2

1− 2x 1
2
< x ⩽ 1

这个函数的图像是平放在 x 轴上的等腰三角形。它的左端和 0 对齐，底和
高都是 1。我们可以将它拉伸放缩为“尖刺”：

[a; a+ b]→ R

x 7→ h · f
(
x− a

b

)
这个函数的图像也是 x 轴上的等腰三角形，只不过底边是 x 轴上的线段
[a; a+ b]，底长为 b，高为 h。

取一个在 [1; +∞) 上可积的非负函数，比如 f0 : x 7→
1

x2
。在足够远的

地方放置这些“尖刺”，得到以下函数：

g : x 7→

f0(x) + 2nf
(
n3(x− n)

)
如果 x ∈

[
n;n+ 1

n3

]
, n ∈ Z+

f0(x) 其他的 x

对任意正整数 n，函数 g 在区间
[
n;n+ 1

n3

]
上叠加放置了底边为 1

n3，高为
2n 的等腰三角形。它的面积为 1

n2。

因此，相对于 f0，g 的面积增加不超过
∑
n⩾1

1

n2
。而

∑
n⩾1

1

n2
是收敛的级

数，所以函数 g 也是可积乃至绝对可积的。然而，g 的函数值在 n+ 1
2n3 处

可以达到 2n，因此没有上限，随着 n 的增大而趋于无穷。

从这个例子可以看出，无限积合的判断比无界积合、级数收敛的判断
更复杂。这是由实数集的不可数特性和函数的复杂性决定的。

思考 1.2.1.
1. 总结非负连续函数的无限积合和正项级数的收敛的相似性。
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2. 为什么讨论无界积合时，没有考虑函数值的正负性？
3. 广义积合可以看作对函数的积合求极限。是否可以先对函数求极限，

再求积合？这两种操作是否等价？
4. 连续函数在无穷远处不收敛到 0，是否一定不可积？

习题 1.2.1.
1. 以下函数是否在 R+ 上可积？

1)
1

x ln2 x
, 2)

e−x2

√
x
,

3) sin 1

x
, 4)

1

ex − 1
.

2. 以下积合是否存在？

1)

∫ +∞

2

1√
x(x− 1)(x− 2)

, 2)

∫ π
2

0

1

sinx cosx(1− e−x)
,

3)

∫ 1

0

lnx

(1− x2)
3
2

, 4)

∫ π

0

1√
sinx

.

3. f 是 [1; +∞) 上的分段连续函数。
3.1. 证明：如果有正实数 a > 1 使得 lian

t→+∞
taf(t) = 0，那么 f 在

[1; +∞) 上绝对可积。
3.2. 证明：如果有正实数 c 使得 lian

t→+∞
tf(t) ⩾ c，那么 f 在 [1; +∞) 上

不可积。
4. f 是 (0; 1] 上的分段连续函数。
4.1. 证明：如果有正实数 a < 1 使得 lian

t→0+
taf(t) = 0，那么 f 在 (0; 1]

上绝对可积。
4.2. 证明：如果有正实数 c 使得 lian

t→0+
tf(t) ⩾ c，那么 f 在 (0; 1] 上不

可积。
5. 当 a 取什么值的时候，以下带参数 a 的函数在 R+ 上可积？
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1)
lnx

xa
, 2)

e−x − 1

xa
,

3)
x− sinx

xa
, 4)

arctanx

xa
.

6. 设 f 是 R+ 上的连续可积函数。
6.1. 设 {xn}、{yn} 为两个趋于正无穷的数列。证明：

lian
n→+∞

∫ yn

xn

f = 0.

6.2. 证明：e−t sin t 在 R+ 上不可积。

1.3 积合的应用

和我们已经学习过的大多数数学概念一样，积合也来自实际生活、生
产中的需要。使用积合作为工具，可以解决许多实践中的问题。下面我们来
看一些典型的例子。

例题 1.3.1. 曲边图形的面积
计算以下曲线图形的面积。

1. 正弦函数 x 7→ sinx 在 [0; π] 上到 x 轴的面积。
2. 幂函数 x 7→ xn 在 [0; 1] 上到 x 轴的面积。
3. 二次函数 x 7→ 4x2

π2 与正弦函数围成的图形的面积。

解答. 1. 按照定义，这个面积 S 就是正弦函数在 [0; π] 上的积合。计算可
知：

S =

∫ π

0

sinx = − cos π − (− cos 0)

= 1 + 1 = 2
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2. 按照定义，这个面积 S 就是幂函数在 [0; 1] 上的积合。计算可知：

S =

∫ 1

0

xn =
1n+1

n+ 1
− 0n+1

n+ 1

=
1

n+ 1

3. 直观来看，围成的图形上侧边界为正弦曲线，下侧为二次函数的曲
线。换句话说，围成的面积就是正弦曲线到 x 轴的面积减去二次函数曲线
到 x 轴的面积，也就是两者在交点之间的积合之差。

分析两条曲线，可知它们交点的坐标为 (0, 0)和
(
π
2
, 1
)
。也就是说，围

成的面积 S 可以写为：

S =

∫ π
2

0

sinx−
∫ π

2

0

4x2

π2

= −
(

cos π
2
− cos 0

)
− 4

3π2

((π
2

)3
− 03

)
= 1− π

6

要注意的是，积合表示的是函数曲线到 x 轴的有向面积。如果一个函
数在定义区间上有正有负，那么它在区间上的积合表示它在 x 轴上方部分
的面积减去 x 轴下方部分的面积的差。反之，如果我们不考虑面积的正负，
那么我们需要计算函数绝对值的积合。

积合不但能表示平面上曲边图形的面积，还能用来处理立体空间中的
概念。

例题 1.3.2. 旋转体的体积
立体空间 Oxyz 中，设有 xOy 平面上的连续函数曲线：y = f(x)，它在区
间 [a; b] 上的部分绕 x 轴旋转，计算得到的旋转体的体积。以此计算圆锥和
球的体积。

解答. 为方便起见，我们首先考虑函数 f 在区间 [a; b] 上不小于 0 的情况。
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考虑 f 为常函数 x 7→ r 的情况，这时的旋转体是底面半径为 r 的圆柱，
因此体积为 πr2(b− a)。因此，仿造从函数曲线到 x 轴的面积来定义积合的
方法，我们可以定义 [a, b] 上的连续函数曲线对应的旋转体体积。与通过函
数曲线到 x 轴的面积构造积合的唯一不同是，常函数 x 7→ r 不再对应矩形
面积 r(b− a)，而是对应圆柱体积 πr2(b− a)。

对区间作分割 (x0, x1, · · · , xn)，分割出的每个小区间 [xi−1; xi] 上取样
ci，用半径为 ci，高为 xi − xi−1 圆柱近似表示旋转体在 [xi−1; xi] 部分的体
积，于是旋转体的体积近似表示为：

n∑
i=1

(xi − xi−1)πf
2(ci)

从另一个角度来看，如果我们考虑函数 g : x 7→ πf 2(x)，那么同样的分
割下，旋转体的体积近似等于 g 的取样和。因此，当分割越来越精细，上述
取样和趋于 g 的函数曲线到 x 轴的面积，也就是旋转体的体积。换句话说，
[a; b]上的连续函数 f 的曲线绕 x轴旋转得到的旋转体的体积，就是 πf 2 在
[a; b] 上的积合：

V =

∫ b

a

πf 2(x) = π

∫ b

a

f 2(x).

如果函数 f 在区间上有正有负，那么可以考虑它的绝对值函数 x 7→
|f(x)|。它绕 x 轴旋转得到的旋转体和 f 是一样的。因此，旋转体的体积是
π
∫ b

a
|f(x)|2，也就是 π

∫ b

a
f 2(x)。这说明上述公式对区间 [a; b]上的任何连续

函数都适用。

以圆锥为例。考虑以 x = h 上的圆 y2 + z2 = r 为底，以 y = rx
h
为母

线的圆锥。这时的函数为 x 7→ rx
h
，所以按上述公式，圆锥体积为：

V =

∫ h

0

π
r2x2

h2
=

πr2

h2
· h

3 − 03

3
=

πr2h

3
.

再来看球体。考虑以原点为圆心，半径为 r 的球。它可以看作 [−r; r]
上的函数 x 7→

√
r2 − x2 对应的旋转体的体积。所以按上述公式，球的体积



1.3 积合的应用 21

为：

V =

∫ r

−r

π
(√

r2 − x2
)2

= π

∫ r

−r

(
r2 − x2

)
= π

(
r2(r − (−r))− r3 − (−r)3

3

)
= π

(
2r3 − 2r3

3

)
=

4πr3

3
.

同样的思考方式，可以用来计算曲线的长度。我们曾经（不严谨地）定
义曲线长度为曲线上的点连成的折线长度的上极限。使用积合的概念可以
更好地理解和计算曲线的长度。

例题 1.3.3. 光滑曲线的长度
设实函数 f 在区间 [a; b] 上连续可微，计算它在 [a; b] 上的长度。并据此计
算 x 7→ x2 在区间 [0; 1] 上的长度。

解答. 考虑 f 在区间上的某个分割 (x0, x1, · · · , xn)，在分割很细的时候，我
们可以近似地把每一段上的曲线看作连接两端得到的线段，因此曲线近似
于一条折线。这些折线的长度和小于曲线长度。但我们可以想象，随着分割
越来越精细，折线的长度和将趋于某个上极限，这个极限就是曲线的长度。

然而，这个上极限不总是存在。对我们所知的一些曲线，比如圆弧来
说，上极限存在。但也有一些曲线，当我们以某种方式分割时，随着分割
越来越精细，折线的长度和将趋于正无穷。我们无法给这种曲线定义长度，
一般认为它们无限长。上极限存在的曲线称为可求长曲线。

对连续可微函数来说，我们可以证明上述的上极限存在。函数 f 连续
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可微，因此在区间 [xi−1; xi] 上，折线的长度 si 可以用 ∂f 来近似表示：

s2i = (xi − xi−1)
2 + (f(xi)− f(xi−1))

2 = (xi − xi−1)
2

(
1 +

(
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

)2
)

si = (xi − xi−1)

√
1 +

(
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

)2

= (xi − xi−1)

√
1 + (∂f(xi−1) + o (1))2

= (xi − xi−1)
√
1 + ∂f 2(xi−1) + o (1)

= (xi − xi−1)
(√

1 + ∂f 2(xi−1) + o (1)
)

其中的无穷小 o (1) 是关于 xi − xi−1 的函数，当 xi − xi−1 趋于 0 时趋于 0。

对 h–分割来说，按照定义，所有小区间的长度都小于 h，因此，h 趋
于 0 时，所有的 xi− xi−1 都趋于 0，因此以上的 o (1) 都趋于 0。因此 h 趋
于 0 时，h–分割下所有折线的长度和为：

l =
n−1∑
i=0

si =
n∑

i=1

(xi+1 − xi)
(√

1 + ∂f 2(xi−1) + o (1)
)

=
n∑

i=1

(xi+1 − xi)
√

1 + ∂f 2(xi−1) +
n∑

i=1

(xi+1 − xi)o (1)

=
n∑

i=1

(xi+1 − xi)
√

1 + ∂f 2(xi−1) + (b− a)o (1)

=
n∑

i=1

(xi+1 − xi)
√

1 + ∂f 2(xi−1) + o (1)

我们把 l 拆成了两项的和。当分割不断变得更精细，h 趋于 0 时，第二项
o (1) 趋于 0，而第一项则与函数 g : x 7→

√
1 + ∂f 2(x) 的取样和一样。这

说明：如果 g 在区间上可积，那么折线长度和 l 就趋于它的积合：∫ b

a

√
1 + ∂f 2(x).

由于我们设定 f 连续可微，因而 ∂f 与 x 7→
√
1 + x2 都是连续函数，故它

们的复合函数 g 也是连续函数，因此可积。于是以上积合存在，并且是折线
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长度和 l 的极限。我们称它为连续可微函数 f 在 [a; b]上的长度。以 x 7→ x2

为例，可以计算它在 [0; 1] 上的长度。

l =

∫ 1

0

√
1 + (2x)2 =

∫ 1

0

√
1 + 4x2

=
1 ·
√
1 + 4 · 12 − 0 ·

√
1 + 4 · 02

2
+

1

4

(
ln
(
1 +

√
1 + 4 · 12

2

)
− ln

(
0 +

√
1 + 4 · 02

2

))

=

√
5

2
+

ln
(
2 +
√
5
)

4
.

从以上的例子来看，科学研究和生产实践中，如果我们想使用积合作
为工具，计算某个量 Q 在一段区间 [a; b] 上的和，而 Q 满足以下条件：

• Q 是由区间的起点和终点决定的量：它在任意区间 [u; v] 上的值可以
表示为 Q(u, v)。

• Q 在区间 I 上可加，也就是说，只要 u < v < w ∈ I，就有：

Q(u, v) +Q(v, w) = Q(u,w).

那么，可以用类似的方法来处理：

• 确定 Q 所对应的某个函数 g，使得在任意区间 [u; u+ du] 上有：

Q(u, u+ du) = g(t) du+ o ( du) ,

其中 t ∈ [u; u + du] 是某种取样结果À，o ( du) 是 du 在 0 处的高阶
无穷小。

• 对任意 h–分割 (x0, x1, · · · , xn)，论证取样和

Q(a, b) =
n∑

i=1

Q(xi−1, xi)

可以写为：

Q(a, b) =
n∑

i=1

g(ti)(xi − xi−1) + o (1) ,

À实际上 g 也可以是关于 u、v 或 du 的函数。
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其中 o (1) 是 h 在 0 处的无穷小。
• 论证 g 在 I 上可积。从而随着分割不断精细，以上取样和趋于 g 在区
间 I 上的积合。因此 Q(a, b) 的值就等于 g 在区间 I 上的积合。

这种方法源自历史上对随着时间或路径变化的物理量的累积效果的研究，
称为微积合法或微元法。历史上，通常把在微小区间中找到函数 g 和近似
关系 Q(u, u+ du) ≈ g(t) du 的过程称为微分，把微小区间 [u; u+ du] 上的
累积量 dQ = Q(u, u + du) ≈ g(t) du 称为微元，把随后论证取样和关系的
过程称为积合。总的过程可以概括为“求微元，先微分，后积合”。

习题 1.3.1.
1. 证明以下的体积公式。
1.1. 椭圆 x2

a2
+

y2

b2
= 1 绕 x 轴旋转得到的旋转体的体积为：

V =
4π

3
ab2.

1.2. 圆 x2 + (y − b)2 = a2 绕 x 轴旋转得到的旋转体的体积为：

V = 2π2a2b.

2. 计算以下旋转体的体积。
2.1. 将直线 x

3
+ y = 2 与 x 轴、y 轴围成的三角形绕 x 轴旋转，得到

的旋转体的体积。
2.2. 曲线 y2 = x 与直线 x = 4 围成的图形绕 x 轴旋转，得到的旋转

体的体积。
2.3. 曲线 y = cosx 在

[
−π

2
;
π

2

]
上的曲线绕 x 轴旋转得到的旋转体的

体积。

1.4 积合与级数

级数和积合都是无穷个数的求和。级数可以看作是对定义在 N 上的函
数求和，而积合则是对定义在实数集上的函数求和。实际应用中，级数和积
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合有着密切的联系。在本节中，我们将探讨积合与级数之间的关系，并通过
一些例子来说明它们的应用。

级数和与积合之间的桥梁可以通过阶梯函数的构造来建立。给定收敛
的级数

∑
an，考虑定义在 [0; +∞) 上的阶梯函数 f : x 7→ a⌊x⌋，其中 bxc

表示不超过 x 的最大整数。此时，对任意正整数 n，积合
∫ n

0
f(x) 可精确表

示为：

∀n ∈ N,
∫ n

0

f(x) =
n−1∑
k=0

ak

根据定义，我们可以猜想，当 n 趋于无穷时有：∫ +∞

0

f(x) =
+∞∑
k=0

ak.

这就是积合与级数的大致联系。对一般可积函数 f 来说，若将广义积合∫ +∞
1

f(x) 的定义域分割为区间 [k; k + 1]（k = 1, 2, 3, · · ·），则可构造级数：

∫ +∞

1

f(x) =
+∞∑
k=1

∫ k+1

k

f(x).

如果 f 是阶梯函数，在 [k; k + 1] 上为常数，那么就得到以上的结论。对
于一般的可积函数来说，我们可以有一些定性的结论。比如，如果在任意

[k; k + 1] 上，f(x) ⩾ ak，那么广义积合
∫ +∞
1

f(x) 也大于等于级数
+∞∑
k=1

ak。

反之，如果在任意 [k; k + 1] 上，f(x) ⩽ ak，那么广义积合
∫ +∞
1

f(x) 也小

于等于级数
+∞∑
k=1

ak。

对于非负函数，级数与积合的收敛存在深刻的等价关系。设 f 在 [1,+∞)

上非负且单调递减，则级数
∑+∞

k=1 f(k)与广义积合
∫ +∞
1

f(x)具有相同的收
敛性质。

定理 1.4.1. 等价收敛定理 设 f 是 [1; +∞) 上的非负单调递减函数，则：
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• 如果
∫ +∞

1

f(x) 收敛，则
+∞∑
k=1

f(k) 收敛。

• 如果
∫ +∞

1

f(x) 发散，则
+∞∑
k=1

f(k) 发散。

证明： 设 f 在 [1; +∞) 上非负单调递减。则对任意正整数 n，有：∫ n+1

n

f(x) ⩽ f(n) ⩽
∫ n

n−1

f(x).

因此，级数
∑+∞

k=1 f(k) 与广义积合
∫ +∞
1

f(x) 的关系可以通过比较来确定。
具体为：

• 如果
∫ +∞
1

f 收敛，则对任意正整数 n > 1，有：

n∑
k=1

f(k) = f(1) +
n∑

k=2

f(k)

⩽ f(1) +
n∑

k=2

∫ k

k−1

f(x) = f(1) +

∫ n

1

f(x)

⩽ f(1) +

∫ +∞

1

f(x).

正项级数
∑+∞

k=1 f(k) 有上界，所以收敛。
• 如果

∫ +∞
1

f 发散，则对任意正整数 n，有：

n∑
k=1

f(k) ⩾
n∑

k=1

∫ k+1

k

f(x) =

∫ n+1

1

f(x).

f 非负，因此
∫ n+1

1
f(x) 关于 n 单调递增。而级数

∫ +∞
1

f 发散，因此
随着 n 增大，

∫ n+1

1
f(x) 会超越任何正实数，因而

∑n
k=1 f(k) 也会超

越任何正实数。因此，正项级数
∑

f(k) 发散。

□
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等价收敛定理在研究形如
∑
n∈N

np 的级数时很有用。级数
+∞∑
n=1

1

np
的收敛

性质和广义积合
∫ +∞
1

x−p 相同，二者收敛都当且仅当 p > 1。

需要强调的是，单调性质在等价收敛定理中不可或缺。若函数不单调递
减，级数与积合的收敛性质可能发生背离。例如，考虑函数 f(x) = sin(2πx)

x
，

其对应的级数
∑ sin(2πk)

k
恒为零（因 sin(2πk) = 0）故收敛。另一方面，积

合
∫∞
1

sin(2πx)
x
通过变量替换可化为发散积合

∫∞
2π

sinu
u

du。反过来，也存在积
合收敛而级数发散的反例。单调递减条件是保证同时收敛同时发散的关键
要素。

例题 1.4.1. 设 f 是 [0; +∞) 上的非负单调递减连续函数，在正无穷处收敛
到 0。定义级数

∑
un 的通项为：

∀n ∈ N, un =

∫ (n+1)π

nπ

f(x) sin (x) dx.

1. 证明无穷级数
∑

un 收敛。
2. 证明广义积合

∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx 收敛。
3. 若有 a > 0使得只要 x > a，就有 f(x) >

1

x
。证明

∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx
不绝对可积。

解答. 函数 f 的正负是确定的：总大于等于 0，而正弦函数的正负是周期改
变的。因此，un 应该正负交替。这说明无穷级数

∑
un 应该是交替级数。下

面来验证这件事。

若 n是偶数，那么 sin (x)在 [nπ; (n+1)π]上恒大于等于 0，因此 un ⩾ 0；
若 n 是奇数，那么 sin (x) 在 [nπ; (n+ 1)π] 上恒小于等于 0，因此 un ⩽ 0。

考察 un 的绝对值。由于在每个区间上 f 和正弦函数都不变号，所以：

∀n ∈ N, |un| =

∣∣∣∣∣
∫ (n+1)π

nπ

f(x) sin (x) dx
∣∣∣∣∣ =

∫ (n+1)π

nπ

f(x)| sin (x)| dx.
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又因为 f 单调递减，所以：

f((n+ 1)π)

∫ (n+1)π

nπ

| sin (x)| dx ⩽ |un| ⩽ f(nπ)

∫ (n+1)π

nπ

| sin (x)| dx.

函数 x 7→ | sinx| 是周期为 π 的周期函数，因此对任意整数 n，上式中对
| sinx| 的积合都是同一个数，我们记它为 A，则：

∀n ∈ N, f((n+ 1)π)A ⩽ |un| ⩽ f(nπ)A.

于是：
∀n ∈ N, |un+1| ⩽ Af((n+ 1)π) ⩽ |un|.

即 {|un|} 单调递减。

由于 f 在正无穷处收敛到 0，因此随着 n 增大，f(nπ) 和 f((n+ 1)π)

都趋于 0。因此，随着 n 增大，|un| 也趋于 0。综上可知，
∑

un 正负交替，
绝对值单调递减并趋于 0，因此根据交错级数收敛定理，

∑
un 收敛。我们

记
∑

un 的级数和为 S。

接下来证明广义积合
∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx 收敛。

对任意给定正数 B，考虑比 B
π
小的最大整数 N，则 B ∈ [Nπ; (N+1)π)。

记级数
∑

un 的部分和为 Sn，则：∫ B

0

f(x) sin (x) dx = SN−1 +

∫ B

Nπ

f(x) sin (x) dx.

上式说明 f(x) sin (x) 的积合和级数
∑

un 的积合仅仅差了最“右端”一个
长度小于 π 的区间上的积合。而由于 f 单调递减，随着 B 增大，N 也增
大，这个最右端区间里，f(x) sin (x) 的绝对值不断减小。∣∣∣∣∫ B

Nπ

f(x) sin (x) dx
∣∣∣∣ ⩽ ∫ (N+1)π

Nπ

f(x)| sin (x)| dx = |uN |.

由于
∑

un 收敛，因此 |uN | 趋于 0。因此，对任意 r > 0，可以找到 N1 使
得只要 n > N1，就有 |un| < r

2
。另一方面，SN 趋于 S，所以又可以找到
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N2 使得只要 n > N2，就有 |SN − S| < r
2
。因此，只要选取 B 使得 N 大于

N1 和 N2 + 1 中较大者，就有：∣∣∣∣∫ B

0

f(x) sin (x) dx− S

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣SN−1 +

∫ B

Nπ

f(x) sin (x) dx− S

∣∣∣∣
⩽ |SN−1 − S|+

∣∣∣∣∫ B

Nπ

f(x) sin (x) dx
∣∣∣∣

⩽ |SN−1 − S|+ |uN |

⩽ r

2
+

r

2
= r.

这就证明了广义积合
∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx 收敛到 S。

广义积合
∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx收敛的关键在于，正弦函数正负交替的特
性让它类似一个正负交错的级数。因此，如果 f 的“尾巴太肥”：收敛到 0

的速度不够快，f(x) sin (x) 的绝对值在 R+ 上就不可积了。下面严格说明
这一点。

根据题设条件，只要 n >
a

π
，就有：

|un| ⩾ f((n+ 1)π)A ⩾ A

(n+ 1)π
=

A

π
· 1

n+ 1
.

由于
+∞∑
n=1

1

n
发散，因此级数

∑
|un| 发散。另一方面显然有：

∫ B

0

|f(x) sin (x)| dx =
N−1∑
n=0

|un|+
∫ B

Nπ

|f(x) sin (x)| dx ⩾
N−1∑
n=0

|un|.

于是
∫ +∞
0

f(x) sin (x) dx 不绝对可积。

例题 1.4.2. 研究调和级数：
+∞∑
n=1

1

n
。

解答. 调和级数
+∞∑
n=1

1

n
的通项对应函数

f : x 7→ 1

x
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它的微变函数 x 7→ − 1
x2 在 [1; +∞) 上恒小于 0，因此 f 在 [1; +∞) 上非

负单调递减。广义积合
∫ +∞
1

f 发散，因此根据等价收敛定理，调和级数
+∞∑
n=1

1

n
=

+∞∑
n=1

f(n) 也发散。

再考虑调和级数的的部分和：

Sn =
n∑

k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

我们将它和广义积合
∫ n

1
1
x
进行比较。仿照等价收敛定理的证明，可以得到：

ln (n+ 1) =

∫ n+1

1

1

x
⩽ Sn ⩽ 1 +

∫ n

1

1

x
= 1 + lnn.

让我们更具体地讨论 Sn − ln (n+ 1) 的性质。这个差可以写成 n 项之
和：

Sn − ln (n+ 1) =
n∑

k=1

(
1

k
−
∫ k+1

k

1

x

)
=

n∑
k=1

∫ k+1

k

(
1

k
− 1

x

)
dx

=
n∑

k=1

∫ 1

0

(
1

k
− 1

k + u

)
du =

n∑
k=1

∫ 1

0

u

k(k + u)
du.

也就是说，Sn − ln (n+ 1) 可以看作一个正项级数的部分和。这说明 {Sn −
ln (n+ 1)}n∈Z+ 是非负单调递增数列。但我们已经证明了 Sn − lnn 总小于
等于 1，因此

Sn − ln (n+ 1) < Sn − lnn ⩽ 1.

即 {Sn − ln (n+ 1)}n∈Z+ 是有界数列。根据单调有界数列的极限存在性定
理，{Sn − ln (n+ 1)}n∈Z+ 有极限。1735 年，瑞士数学家莱昂哈德·欧拉首
次证明了这个极限存在，因此我们将这个极限称为欧拉常数。我们把欧拉
常数记作 γ：

γ = lian
n→+∞

(Sn − ln (n+ 1)) .

注意：由于 ln (n+ 1) − lnn 在 n 趋于无穷时趋于 0，因此 Sn − ln (n+ 1)

和 Sn − lnn 趋于同一个极限。
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综上所述，调和级数是发散的，它的部分和增长速度和 lnn 相当。不
仅如此，它的部分和与 lnn 的差趋于一个常数，称为欧拉常数。调和级数
的部分和可以表示为：

Sn = lnn+ γ + o (1) .

γ 的值是多少呢？我们可以估计它的下界：

Sn − ln (n+ 1) >
n∑

k=1

∫ 1

0

u

k(k + 1)
du =

n∑
k=1

1

k(k + 1)

∫ 1

0

u du

=
1

2

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

1

2

(
1− 1

n+ 1

)
.

因此，当 n 趋于无穷时，就得到：

γ = lian
n→+∞

(Sn − ln (n+ 1)) ⩾ 1

2
.

我们再来稍微优化 γ 的上界。我们希望找到某个常数 a，使得对于任
意的正整数 k，任意 0 ⩽ u ⩽ 1，都有：

u

k(k + u)
⩽ u+ a

k(k + 1)
. (∗)

这样就能得到：

Sn − ln (n+ 1) ⩽
n∑

k=1

∫ 1

0

u+ a

k(k + 1)
du =

n∑
k=1

1

k(k + 1)

∫ 1

0

(u+ a) du

=

(
1

2
+ a

) n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

(
1

2
+ a

)(
1− 1

n+ 1

)
<

1

2
+ a.

把 (∗) 式看作关于 u 的不等式，可以转换成：

u2 − (1− a)u+ ak > 0.

这是一个关于二次函数的不等式。用 a = 0.2 代入，发现上式对于任意正整
数 k 都成立。因为二次函数的判别式为：

∆ = (1− 0.2)2 − 4 · 0.2 · k = 0.64− 0.8k < 0,
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于是令 a = 0.2，得到：

∀n ∈ Z+, Sn < ln (n+ 1) + 0.7

于是我们找到了 γ 的新上界：
γ ⩽ 0.7

根据以上估计，欧拉常数的值介于 0.5 和 0.7 之间。欧拉本人算出它的
近似值为 0.5772156649015329 . . .。此后，数学家对欧拉常数展开了更多的
研究。欧拉常数在数论、组合数学和分析学中有着重要的应用。

以上对调和级数的分析方法称为渐近分析。它通过比较级数的部分和
与广义积合的关系，揭示了发散级数、积合的增长速度。渐近分析在数学和
物理学中有着广泛的应用。

思考 1.4.1.
1. 以上估计 γ 的上界时，为什么可以让 a = 0.2？能否使用更小的 a？

习题 1.4.1.
1. 设 f 是定义在 R 上的函数：

f : x 7→ 1

1 + x4 sin2 (x)
.

1.1. 设
∑

In 为关于 f 的无穷级数，通项为：

∀n ∈ N, In =

∫ (n+1)π

nπ

f(x) dx.

证明：

∀n ∈ N, In ⩽ 2

∫ π
2

0

1

1 + 4n4π2x2
.

1.2. 使用换元 u = 2k2πx，证明：

∀n ∈ N, In ⩽ 1

n2
.
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1.3. 证明 f 在 R 上可积。
2. 记调和级数的前 n 项部分和为 Sn。数列 {un}n∈N、{vn}n∈N 的通项

为：

∀n ∈ N, un = Sn − lnn, vn = un+1 − un.

2.1. 使用局部展开证明：

∀n ∈ N, vn =
1

2(n+ 1)2
+ o

(
1

n2

)
.

这说明了 {un}n∈N 的什么性质？
2.2. 设数列 {rn}n∈N 的通项为：

∀n ∈ Z+, rn =
+∞∑
k=n

1

k2
,

给出 rn 的等价无穷小。
2.3. 证明：

Sn = lnn+ γ +
1

2n
+ o

(
1

n

)
.

3. 我们想求 sinx

x
在 R+ 上的积合 I。为此，我们借助于积合序列：

∀n ∈ N, In =

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x)

sinx
dx, Jn =

∫ π
2

0

sin ((2n+ 1)x)

x
dx.

3.1. 证明：对任意正整数 n，确实可以如上定义积合 In 和 Jn。
3.2. 证明：∀n ∈ N, In − In+1 = 0，并求出 In 的值。
3.3. 设 g :

[
0; π

2

]
→ R 是连续可微的函数。通过换元积合法证明：

lian
n→∞

∫ π
2

0

g(t) sin ((2n+ 1)t) dt = 0.

3.4. 证明：函数 x 7→ 1

x
− 1

sinx
通过在 x = 0 处补充定义，可以变为

在
[
0; π

2

]
上连续可微的函数。
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3.5. 证明：n 趋于无穷时，In 和 Jn 的差趋于 0。
3.6. 证明：

lian
n→∞

Jn = I =

∫ +∞

0

sinx

x
dt.

并求出 I 的值。



第二章 方程与空间

例子 2.0.1. 某城的城墙是正圆的。东南西北各有城门。甲从北门往北直走
160 步，乙从西门往西直走 60 步后，恰能相互看见。问圆城半径几何？

这个问题是一个实际的测量问题。我们把它转为数学问题。

如右图，根据题目条件，可以将城墙看作圆形。记圆心为 O，以 O 为
原点，东西、南北向各作坐标轴，得到直角坐标系 xOy。城门就是坐标轴
与圆形的交点。

x

y

r

160

60

O

A

B

P

北设圆的半径为 r，则北门、西门的坐标分
别是 (0, r)、(−r, 0)。设甲乙恰能相望时，分
别位于点 A : (0, r+ 160)、B : (−r− 60, 0)。
则按题目描述，AB 与圆相切，设切点为 P。
4AOB、4AOP 是直角三角形，且

4APO ' 4AOB.

于是有
|AO|
|PO|

=
|AB|
|OB|

.

|AO| = r + 160，|PO| = r，|OB| = r + 60，而根据勾股定理，

|AB|2 = |AO|2 + |OB|2,

35
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于是：
|AO|2|OB|2 =

(
|AO|2 + |OB|2

)
|PO|2

即：
(r + 160)2(r + 60)2 =

(
(r + 160)2 + (r + 60)2

)
r2

两边展开化简，得到：

r4 − 3′8400r2 − 422′4000r − 9216′0000 = 0.

例子 2.0.2. 考虑化学反应：氨气和氧气反应，生成一氧化氮和水。其化学
反应方程式为：

NH3 + O2
催化剂−−−→ NO + H2O

配平这个化学反应式。

配平化学反应的方程式，主要是求出每种物质参与反应的量。配平后
的方程式应该如以下形式：

a NH3 + b O2 = c NO + d H2O

其中的 a, b, c, d 是配平的系数。

化学反应满足物质守恒和电荷守恒。从每种物质的守恒出发，可以得
到以下方程： 

a = c (N)

3a = 2d (H)

2b = c+ d (O)

这是由三个方程构成的方程组，涉及 a, b, c, d 四个未知数。通过移动，可以
让各个方程右边不含未知数：

a − c = 0

3a −2d = 0

2b − c − d = 0
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例子 2.0.3. 电源回路中串联了一个电容器和一个电阻器，它们的电容和电
阻分别是 C 和 R。初始状态下，回路电压为 U。关闭电源后，电容开始放
电。描述电容器两端的电势差 u 随时间变化的过程。

断电后，回路中只有电容器和电阻器。考虑任意时刻 t，回路的电势关
系为：

u(t) + I(t)R = 0.

其中 I(t) 是回路中的电流，它由电容放电得到。按定义，放电时的电流为
电量关于时间的变化率，而电量与电容器两端的电势差成正比，即：

I(t) = ∂Q(t) = ∂(Cu(t)) = C∂u(t).

因此：

u(t) + RC∂u(t) = 0.

以上的例子中，我们从实际问题出发，得到了关于未知量的方程。这种
方法是使用数学知识解决实际问题的主要方法。将实际问题转为数学问题，
称为建立数学模型，简称建模。数学模型就是把实际问题中的某些形状、数
量关系用数学中的对象代替，用数学对象模拟实际情形。解决了数学模型
中的问题，就对应地解决了实际中的问题。

把实际问题转化为数学问题，需要多方面的考虑，我们不打算在此详
细介绍。以下我们主要关心建模得到的数学问题。从以上两个例子可以看
到，建模得到的数学问题，经常以方程的形式出现。方程可以看作是实际问
题中的约束条件转化到数学的结果。

从数学的角度来看，方程就是指示某个集合的子集的方式。我们首先
假定未知量可以在某个集合（比如 R）中取值，而方程告诉我们未知量需
要满足的约束条件。约束条件对应着集合的子集，而解方程就是找出这个
特定的子集，称为方程的解。
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举例来说，给定一元一次方程

2x+ 1 = 0

我们首先假设未知量 x 可以在 R 中取值，那么这个方程告诉我们，x 满足
约束条件：2x+ 1 = 0。它对应的解集是 R 的子集：

{x ∈ R | 2x+ 1 = 0}

而解这个方程，就是明确这个子集到底是什么。在这里，解集是 {−0.5}。

一般来说，我们在实际问题中寻找相等关系。建模后，相等关系就转化
为方程。方程的未知量就是问题中我们关心的量，而解方程就是找出它的
值所属的子集，也就是它可能的取值。

在第一个例子中，我们关心的是圆城的半径 r。r 是正实数。建模后，
我们得到 r 满足的方程。解方程就得到 r 可能的取值。

在第二个例子中，我们关心的是配平的系数。建模后，我们得到系数满
足的方程组。解方程组就得到系数可能的取值。

在第三个例子中，我们关心的是电容器两端的电势差 u。u 是关于时间
t 的函数。建模后，我们得到 u 满足的方程。解方程就得到 u 可能的取值。

2.1 整式方程

第一个例子里，我们得到的方程是关于未知量 r 的。方程一边是 0，另
一边是 r 的整式。我们把这样的方程称为整式方程。

整式方程的未知量可以是一个，也可以是多个，分别称为一元整式方
程和多元整式方程。方程中，未知量用“元”称呼。整理后，整式方程总可
以写成：

P (x1, · · · , xm) = 0.
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其中 P 是某个整式，x1, · · · , xm 是未知量。整式方程可以按照整式 P 的元
数和次数区分。比如，第一个例子里的整式是一元四次整式，就说它对应的
方程是一元四次方程。我们已经学习过一元一次方程和一元二次方程。

很多时候，方程的数量可以不止一个，对应多个约束条件，称为方程
组。我们已经学习过二元一次方程组。广义上来说，单个方程也可以视作方
程组。

2.1.1 一元整式方程

第一个例子中的方程是一元四次方程。如何解这样的方程呢？

对于一元一次方程和一元二次方程，我们有关于系数的公式，通过加
减乘除和开方，得到方程的解。这种公式称为一元整式方程的求根公式。一
元三次方程和一元四次方程也有求根公式，但比一次和二次方程复杂。

遗憾的是，次数高于四次的方程，就没有从系数出发，通过加减乘除
和开方求根的一般公式了。对某些特殊形式的高次方程，我们可以给出求
根公式。哪些高次方程可以有求根公式，哪些没有呢？十九世纪初，埃瓦里
斯特·伽罗瓦通过研究整式方程的根之间的关系，首次发现了其中的奥妙。
到了二十世纪，高次方程形式和求根公式的关系也逐渐揭开，相关的理论
称为伽罗瓦理论。

尽管我们不打算展开讨论高次整式方程的求根公式，我们还是可以讨
论方程的根的性质À。考虑一元 n 次整式：

P : a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

如果它有根 r1，那么可以写成：

P = (x− r1)P1

À一元整式方程的解就是整式的根，也是整式函数的零点，也称为方程的根。
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其中 P1 是 n − 1 次整式。如果 P1 还有根 r2，那么可以继续写成一次式
x− r2 和 n−2次式 P2 的乘积。如此下去，如果每次得到的整式都有根，那
么一共可以得到 n个根：r1, r2, · · · , rn。P 是这 n个根对应的一次式：x−r1、
x− r2……和常数的乘积。也就是说，P 可以写成

P = an(x− r1)(x− r2) · · · (x− rn).

这说明：n 次整式至多有 n 个根。上式的 n 个根里，某些根可能是同一个
数，称为重根。比如，如果 r1 = r2，但不等于其他的根，就说 P 有 2–重
根 r1，r1 的重数是 2。如果 n 个根各不相同，就说 P（的根）是散的，是
散根整式。

描述整式方程的根时，我们应该说明是否计入重根。比如，我们说一元
二次方程总有两个根，这时是计入重根的。又比如，我们说 x5 = 0 只有一
个根，这时不计重根。

假设 n 次整式 P 可以写成

P = an(x− r1)(x− r2) · · · (x− rn).

展开上式右边，考虑常数项系数，可以得到：

an(−1)n
n∏

i=1

ri = a0.

考虑 x 的 n− 1 次项的系数，可以得到：

−an(r1 + r2 + · · ·+ rn) = an−1.

因此，n 个根 r1, r2, · · · , rn 和整式的系数之间满足：
n∑

i=1

ri = −
an−1

an
n∏

i=1

ri = (−1)n a0
an
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一般来说，考虑 x 的 n− k 次项的系数（1 ⩽ k ⩽ n），可以得到：

an(−1)k
∑
J⊂Sn
|J |=k

∏
i∈J

ri = an−k.

其中 Sn 是前 n 个正整数的集合。x 的每个 n − k 次项是从 n 个一次式中
选 n− k 个 x 和 k 个 −ri 相乘的结果。因此我们考虑 Sn 的所有 k 元子集
J，将子集元素为下标的 ri 乘起来，然后全部相加。这 Ck

n 项之和称为关于
r1, r2, · · · , rn 的 k 次基本对称式，记为 sk(r1, r2, · · · , rn)，简记为 sk。

举例来说，当 n = 5，k = 2 时，关于 r1, r2, · · · , rn 的基本对称式 sk 就
是：

s2 = r1r2 + r1r3 + r1r4 + r1r5 + r2r3 + r2r4 + r2r5 + r3r4 + r3r5 + r4r5.

于是上式变成：

sk(r1, r2, · · · , rn) = (−1)k an−k

an
.

反过来说，从 n 个数 r1, r2, · · · , rn 出发，可以用基本对称式算出以它
们为根的整式的系数À。

一般来说，如果对 n 元整式的元任意调换顺序，都不改变整式，就说
它是对称式。

具体来说，我们考虑调换 r1, r2, · · · , rn 的顺序，比如把 r1、r2 的互换。
我们可以用下标的双射来表示这种调换操作。比如，把 r1、r2 互换，就是
把 1, 2 分别映射到 2, 1，其余下标不变的双射。

给定下标集合 Sn = {1, 2, · · · , n}，记所有从 Sn 到自身的双射的集合
为 Pn。则 n 元对称式就是用 Pn 中的任何元素调换元的顺序，形式都不变
的整式。

À整式乘以非零常数，根不变。因此这里指系数的比例关系。如令最高次项系数为 1，那
么可以确定系数的值。
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比如 x2
1 + x2

2 + x2
3 是 3 元对称式，而 x1 − x2 不是二元对称式，调换

x1、x2 顺序会得到 x2 − x1，不再是原来的式子。

上面的例子中，整式 P 的系数 a0, · · · , an 可以用根的基本对称式表示，
而调换根的顺序不改变基本对称式的形式，因此不改变整式 P 的任何系数。
所以，任意调换根的顺序，对称式的形式都不会变，因此整式的系数也不会
变。

例题 2.1.1.
1. 证明：P (a, b, c) = a3b+ b3c+ c3a− ab3 − bc3 − ca3 不是对称式。
2. 设 P (x, y, z) = (x− y)m + (z − y)m + (x− z)m，当自然数 m 满足什

么条件时，P 是对称式？

解答.
1. 考察 P (b, a, c)。

P (b, a, c) = b3a+ a3c+ c3b− ba3 − ac3 − cb3 6= P (a, b, c)

所以 P 不是对称式。

2. 考察 P3 中元素对 P 的作用。

P (x, y, z) = (x− y)m + (z − y)m + (x− z)m

P (y, x, z) = (y − x)m + (z − x)m + (y − z)m

P (z, y, x) = (z − y)m + (x− y)m + (z − x)m

P (x, z, y) = (x− z)m + (y − z)m + (x− y)m

P (y, z, x) = (y − z)m + (x− z)m + (y − x)m

P (z, x, y) = (z − x)m + (y − x)m + (z − y)m

m是偶数时，(x−y)m = (y−x)m，(y−z)m = (z−y)m，(x−z)m = (z−x)m，
所以六个多项式相同，P 是对称式。m 是奇数时，(x − y)m = −(y − x)m，
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(y− z)m = −(z−y)m，(x− z)m = −(z−x)m，所以 P (x, y, z) = −P (y, x, z)，
P 不是对称式。

综上，当且仅当自然数 m 是偶数时，P 是对称式。

思考 2.1.1.
1. n 次整式是否总有 n 个根？什么情况下，n 次整式总有 n 个根？
2. 对称式的对称，和平面、立体空间中的对称有什么联系？

习题 2.1.1.
1. 写出所有 4 元的基本对称式。
2. 判断以下整式是否是对称式。

1). x2 + xy − y2 2). a3 + b3 + c3 − 4abc

3). (x− y + z)(x+ y − z)(y − x+ z) 4).
∑

1⩽i<j⩽n

xixj

3. 设有整式 P = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)。
3.1. 设 δ =

∏
1⩽i<j⩽n

(xi − xj)。证明 δ 不是对称式，而 δ2 是对称式。

3.2. n = 3 时，设 P = x3 + px+ q，证明：δ2 + 4p3 + 27q2 = 0。
3.3. 设 a < 1

2
。考虑方程 x3 − 3a2x − 2a3 + 1 = 0，它有几个实数根？

为什么？

2.1.2 一次方程组

第二个例子中，我们要解三个方程构成的方程组。每个方程都是关于
四个未知量 a, b, c, d 的一次式。

一般来说，对正整数 n，我们把关于 n 个未知量的一次式构成的方程
组称为 n 元一次方程组或 n 元直方程组。

我们已经学习过解二元一次方程组，其中用到了增减消元法。对于一
般的情况，我们也可以用增减消元法求解。
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设我们要解由 m 个方程构成的 n 元一次方程组（G）：

(G) :



a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm

其中 x1, x2, · · · , xn 是未知量。a1,1, · · · , am,n 和 b1, · · · , bm 是系数。

我们用归纳法来说明以下结论：

定理 2.1.1. 对任意正整数 n，要么可以通过有限次四则运算得到 n 元一次
方程组的一组解，要么可以通过有限次四则运算说明它无解。

证明： 对 n 使用归纳法。n = 1 时，每个方程都是 ai,1x1 = bi 的形式。

如果所有 ai,1 = bi = 0，则方程有无穷多组解。我们也说 x1 可以任意
填充。

如果有某个系数 ai,1 = 0，而 bi 6= 0，那么方程无解。

如果 ai,1 和 bi 要么同时为零，要么同时不为零，那么对于同时不为零
的 i，经 1 次除法得到：

x1 =
bi
ai,1

.

如果各个方程得到的是同一个值 c，说明方程组有唯一解 c，否则无解。

综上，经过至多 m 次四则运算，我们或者得到方程组的解，或者说明
它无解。

假设未知数个数 k < n 的时候命题都成立。对于 k = n 的情形，不失
一般性，我们从 x1 的系数出发，作分类讨论。

如果所有方程中，x1 的系数都是 0，那么方程组至多有 n − 1 个未知
数。由归纳假设可知命题成立。这时 x1 可以任意填充。
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如果至少有一个方程中 x1 的系数不是 0，不失一般性，假设 a1,1 6= 0。
我们尝试构造一个未知数个数小于 n 的方程组。

如果方程组 (G) 只有一个方程：
n∑

j=1

a1,jxj = b1.

则我们可以考虑方程组 (G′)：
n∑

j=2

a1,jxj = r.

其中 r 为任意数。其未知数个数不超过 n− 1。

如果方程组 (G)不只有一个方程，假如还有其他方程中 x1的系数 ai,1 6=
0，执行操作：把第 1 个方程乘以系数 − ai,1

a1,1
，加到第 i 个方程上。这样，新

得到的第 i 个方程中，x1 的系数就变成 0 了。经过至多 m− 1 次操作，我
们可以确保方程组中恰有一个方程（第 1 个方程）中 x1 系数不为 0，其余
的都为 0。此时，考虑第 2 至第 m 个方程构成的方程组 (G′)，则其未知数
个数不超过 n− 1。

由归纳假设可知，我们可以通过有限次四则运算得到 (G′) 的一组解或
证明它无解。

如果 (G′)无解，那么 (G)也无解。如果 (G′)有一组解：x2 = c2, · · · , xn =

cn，那么将其代入第 1 个方程，就得到：

a1,1x1 = b1 −
n∑

j=2

a1,jcj.

于是解得： 

x1 =
b1 −

∑n
j=2 a1,jcj

a1,1
x2 = c2

...
xn = cn
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所以 (G) 的每一组解都对应 (G′) 的一组解，且可以通过至多 2n− 1 次
四则运算从 (G′) 得到。

综上所述，命题对 n 也成立。因而，根据归纳法，命题对任意正整数
成立。

□

我们来看一个例子。

例题 2.1.2. 求解以下方程组：

(S) :

{
x+ 2y + z = 3 (a.1)

2x− y + 3z = 1 (a.2)

解答. 根据算法，消去方程 (a.2) 中的 x 项，(S) 变为：{
x+ 2y + z = 3

−5y + z = −5
a.2← a.2− 2a.1

接着求解二元一次方程组：

(S′) : −5y + z = −5

按照算法，再转为求解一元一次方程组：

(S′′) : z = r

其中 r是任意数。这个方程总有解，说明 z 可以任意填充。对每个解 z = z0，
代入 (S′)，得到解： {

y = −5−z
−5

= 1 + 0.2z0

z = z0

再代入 (S) 得到： 
x = 1− 1.4z0

y = 1 + 0.2z0

z = z0



2.1 整式方程 47

比如，取 z0 = 0.5，就得到一组解：
x = 0.3

y = 1.1

z = 0.5

从增减消元法的具体操作方法来看，从 n− 1 元方程组到 n 元方程组，
要么无解，要么从一组解得到对应的唯一一组解，要么任意填充。不会出现
从 3 组解变成 4 组解这样的情况。因此，任何一次方程组要么无解，要么
有唯一解，要么有无穷多组解。而无穷多组解总是任意填充的结果。

为什么方程组要么无解，要么有唯一解，要么有无穷多组解呢？

考虑方程组 (G)，假设 b1, b2, · · · , bm 都是零，这样的方程组称为齐次方
程组。

对齐次方程组 (G)来说，如果 x1, x2, · · · , xn是 (G)的一组解，x′
1, x

′
2, · · · , x′

n

是另一组解，可以验证，它们的和也是一组解。比如：

a1,1(x1 + x′
1) + a1,2(x2 + x′

2) + · · ·+ a1,n(xn + x′
n)

= (a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn) + (a1,1x
′
1 + a1,2x

′
2 + · · ·+ a1,nx

′
n)

=0 + 0 = 0.

还可以验证，如果 x1, x2, · · · , xn 是方程组 (G) 的一组解，那么对任何
数 k，kx1, kx2, · · · , kxn 也是一组解。

如果考虑 n元有序数组构成的平直空间，那么，方程组 (G)的解集，如
果不是空集，就是它的子空间。因此，我们也把方程组的解集称为解空间。

因此，方程组 (G) 的解集要么是空集（无解），要么是 {0}（唯一解），
要么是更高维的子空间（无穷多组解）。

如果 b1, · · · bm 不全为零，那么方程组 (G) 的解的和以及数乘就不再是
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解了。不过，我们可以考虑它对应的方程组：

(G0) :



a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = 0

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = 0

...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = 0

我们称 (G0) 为 (G) 的齐次方程组。

设 x1, x2, · · · , xn 是方程组 (G) 的一组解，x′
1, x

′
2, · · · , x′

n 是另一组解，
那么可以验证，它们的差是齐次方程组 (G0) 的解。

换句话说，从方程组 (G) 的某一组解 x1, x2, · · · , xn 出发，加上齐次方
程组 (G0) 的解，可以得到 (G) 所有的解。(G) 的解集为：

{(x1 + u1, x2 + u2, · · · , xn + un) | (u1, u2, · · · , un) 是(G0)的解}

我们可以想象，(G) 的解集是由一个特殊的解，以及它的齐次方程组的解空
间按这个解“平移”得到的。也就是说，(G) 的解集可以看作是“维直映射”
得到的集合。我们把这样的集合称为维直空间。维直空间不是平直空间，但
可以通过平直空间理解维直空间。

因此，一般情况下，(G) 要么无解，要么有唯一解（(G0) 的解空间是
{0}），要么有无穷多组解（(G0) 的解空间是更高维的子空间）。我们也把方
程组的解集称为解空间。

例题 2.1.3. 求解关于 x, y, z 的方程组：

(S) :


x+ y − z = 1 (b.1)
3x+ y − z = 1 (b.2)
x− 2y + 2z = q (b.3)

根据 q 的取值，讨论解的情况。
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解答. 根据算法，首先消去方程 (b.2)、(b.3) 中的 x：得到关于 y, z 的方程
组：

(S′) :

{
−2y + 2z = −2 (b.2← b.2− 3b.1)
−3y + 3z = q − 1 (b.3← b.3− b.1)

接着求解方程组 S′。消去 (b.3) 中的 y，得到关于 z 的方程：

0 = q + 2 (b.3← b.3− 3

2
b.2)

如果 q 6= −2，那么方程无解，从而原方程组无解。

如果 q = −2，那么方程有无穷多组解，z 可以任意填充。代入方程组
S′，解得

y = 1 + z.

再将其代入方程组 S，解得 x = 0。因此，解为：
x = 0

y = 1 + z0

z = z0

或者说解集为 {(0, 1 + z, z) | z ∈ R}。

思考 2.1.2.
1. 为什么从 n− 1 元方程组到 n 元方程组，不会出现从 3 组解变成 4

组解这样的情况？用自己的话说说看。
2. 怎么理解一次方程组解空间的维数？如何确定解空间的维数？

习题 2.1.2.
1. 求解以下方程组：

4x+ 2y − z = 0

x− 8y + 2z = 4

−2x+ y + 5z = −5


x+ 2y + 6z = 14

−3x+ 4y − z = 1

−x− 2y + z = 5
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−x− 5y + 3z − w = −15

4x− 2y + 3w = 8

y + z + 6w = −12
x+ 3y + 4z + w = 7


−y − z + w = 1

x− y + 5z + 3w = −14
2x+ 9y − 3z − w = −12

−7x− y + z = 10

2. 配有直角坐标系的立体空间中有三个点集 γ1, γ2, γ3，点集里点的坐
标分别满足以下方程：

γ1 : 3x− 5y + z = −4

γ2 : −2x− y + 5z = 1

γ3 : x+ 9y − 2z = 17

这三个点集有什么性质？求它们的交集。
3. 给定二次整式 P : ax2 + bx+ c。
3.1. 已知 P (1) = −1，P (−1) = 7，P (3) = 19，求 P。
3.2. 已知 P (2) = 5，P (−1) = −1，∂P (1) = 2，求 P。
4. 给定 n 维平直空间中的若干个向量，证明：如果不存在不全为零的

有理数系数 r1, · · · , rk，使得 k 个向量的直组合为零向量，那么，也不会存
在不全为零的实数系数，使得这 k 个向量的直组合为零向量。

5. 设正整数 n ⩾ 3。考虑平面上两两相异的 n 个点。依次以这些点为
各边中点的多边形是否存在？是否唯一？

2.2 微变方程

第三个例子中，我们考察放电回路的电容器，发现它两端电势差 u 满
足以下方程：

u(t) + RC∂u(t) = 0. (2.1)

u 是关于时间 t 的函数。根据题目条件，我们知道在初始时刻（t = 0），
u(0) = U。
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观察这个方程，它的未知量是一个函数，称为未知函数。方程是关于函
数 u 以及它的微变函数，以及一些参数的等式。我们把这样的方程称为微
变方程。大量科研、生产中的实际问题，都可以用微变方程表示。

一般来说，我们会假设微变方程的未知函数属于某个特定的集合，称
为全集。而解微变方程，就是在全集中找出满足方程的函数对应的特定子
集。

微变方程的位置函数可以是一元函数，也可以是多元函数。目前我们
只考虑关于一元函数的微变方程，简称常微变方程。常微变方程的一般形
式是：

G(t, f, ∂f, ∂2f, · · · , ∂nf) = 0.

其中 G 是某个多元函数，称为方程函数，其变量为自变量 t 以及关于 t 的
未知函数 f。

如果 G 本身跟 t 有关，就说方程是时变微变方程。否则，说方程是时
不变微变方程。

G 中涉及位置函数 f，并给出了它和它的各次微变（以及自变量 t）的
关系。如果涉及的次数最高的微变是 n次微变，就说方程是 n 次微变方程。

2.2.1 一次直常微变方程

第三个例子中，微变方程(2.1)的未知函数 u 是实函数。作为电势差随
时间变化的函数，我们可以假设 u 在 R⩾0 上连续。不仅如此，根据(2.1)，u

的微变函数与它成比例，因此也连续。我们把这样的函数称为光滑函数：

定义 2.2.1. 光滑函数 如果函数 f 在区间 I 上可微，且微变函数在 I 上连
续，就说 f 在 I 上一阶光滑或连续可微。如果 f 的前 k 次微变都在 I 上一
阶光滑，就说 f 在 I 上 k 阶光滑或 k 阶连续可微。如果对任意正整数 k，
f 在 I 上 k 阶光滑，就说 f 在 I 上光滑。为了方便，我们也称连续函数为
0 阶光滑函数，并约定对于连续函数 f，∂0f 就是 f 自己。



52 第二章 方程与空间

这样，我们定义全集为 C1
⩾0(R)，即全体在 R⩾0 上连续可微的实函数的

集合。方程函数 G 为：

G : (t, x0, x1) 7→ x0 +RCx1.

G 的表达式和自变量 t 没有关系，这说明 G 是时不变微变方程。G 涉及的
最高微变次数是 1，因此方程是一次微变方程。

让我们考虑函数
f0 : t 7→ Ue− t

RC

f0(0) = U，而它的微变函数是

∂f0(t) = −
U

RC
e− t

RC .

因此，对任何 t ⩾ 0，
f0(t) + RC∂f0(t) = 0.

这说明 f0 是微变方程的解。

方程(2.1)是否还有别的解呢？

设方程(2.1)还有解 f1，由于 f0 在定义域上恒大于 0，可以考察函数

g : t 7→ f1(t)

f0(t)
.

按照定义，f1 = f0g，而且 g 连续可微。f1 满足方程(2.1)，因此：

f1 +RC∂f1 = 0.

将 f1 = f0g 代入，可得：

0 = f0g +RC∂f0g +RCf0∂g = (f0 +RC∂f0)g +RCf0∂g

f0 也是方程(2.1)的解，因此

f0 +RC∂f0 = 0.
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于是有
RCf0∂g = 0.

而 RC > 0，f0 > 0，所以 ∂g 是零函数，从而 g 是常函数，f1 等于常数乘
以 f0。不过 f1(0) = U = f0(0)，所以常数等于 1，即 f1 = f0。

这说明 f0 是唯一解。

以上我们近乎是猜出了微变方程(2.1)的解。事实上，大部分目前知道
解的微变方程，解都是某种程度上“猜”出来的。不过，对于一些简单的微
变方程，有一些可用的求解技巧，我们可以试着理解它的解的规律。

让我们看如下的一次微变方程：

∂f + af = 0 (2.2)

其中全集仍然是 C1
⩾0(R)，f 是非负实数集上连续可微的函数，a 是给定的

参数。

从前面的例子可以知道，t 7→ e−at 是它的解。

由于我们没有规定 f 的初始值，所以对任何常数 k，t 7→ ke−at 都是它
的解。此外，如果 f1 和 f2 都是解，那么：

∂(f1 + f2) + a(f1 + f2) = (∂f1 + af1) + (∂f2 + af2) = 0 + 0 = 0.

这说明 f1 + f2 也是解。

这个性质和我们之前学过的某个概念很像。平直空间中的向量，也满
足这样的条件。事实上，设 S 是方程(2.2)的解集，我们可以验证，S 关于
函数的加法和数乘，构成平直空间。我们称 S 是方程的解空间。这样说来，
如果把 f0 : t 7→ e−at 看作向量，那么我们知道，直线 l0：{kf0 | k ∈ R} 也在
空间里。这说明 S 至少包含 l0。

S 是否还有别的元素呢？我们仍然使用前面的方法。设有另一个解 f1，
将它表示为 f1 = f0g，则 g 也连续可微。类似的计算可以得到 g 为常函数，
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因此 f1 等于常数乘以 f0，属于 l0。这说明

S = l0.

于是，我们找到了方程(2.2)的解空间：

S =
{
t 7→ ke−at

∣∣ k ∈ R
}
.

我们把 S 能作为平直空间来看待的特性称为平直或简称直。如果常微
变方程有平直特性，就说它是直常微变方程。以上的方程可称为一次直常
微变方程。

如果 a 也是关于 t 的函数，在 [0,+∞) 上连续，可以验证，这时的解
集仍然是平直空间。

假设我们找到了一个解 f0，对于另一个解 f1，f1 是否还是 f0 的倍数
呢？设 f1 = f0g，g 仍然是连续可微函数。

0 = af1 + ∂f1

= af0g + ∂f0g + f0∂g

= (af0 + ∂f0)g + f0∂g

= f0∂g.

因此，只要 f0 恒不为 0，就有 ∂g 恒为 0，从而 f1 等于常数乘以 f0，属于
f0 所在的直线。

最后，我们给出 f0 的例子：

f0 : t 7→ e−
∫ t
0 a.

作为函数，f0 的定义没有问题，因为 a 作为在 [0,+∞) 上连续的函数，在
闭区间 [0; t] 上总可积，且积合函数连续可微。而 f0 也总大于 0。这说明 a

是连续函数时，方程(2.2)的解空间仍然是直线：

S =
{
t 7→ ke−

∫ t
0 a
∣∣∣ k ∈ R

}
.
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再来看稍微复杂一点的情况。考虑如下的微变方程：

∂f + af = b. (2.3)

其中 a, b是 R⩾0 上的光滑函数。这时我们发现，解集不再是平直空间了。比
如，设 f 是方程(2.3)的解，k 是常数，那么

∂(kf) + a(kf) = k(∂f + af) = kb 6= b.

这说明 kf 不再是方程(2.3)的解。同样可以验证，方程(2.3)的两个解之和也
不再是解了。设方程(2.3)的解集为 S，那么 S 不再是平直空间。

不过，我们可以验证，如果 f 是方程(2.3)的解，g 是方程(2.2)的解，那
么：

∂(f + g) + a(f + g) = (∂f + af) + (∂g + ag)

= b+ 0 = b.

所以，只要 f 是方程(2.3)的解，S ′ 是方程(2.2)的解空间，那么：

{f + g | g ∈ S ′}

属于方程(2.3)的解集 S。我们可以想象，S 是由一些特殊的解，以及 S ′ 按
这些解“平移”得到的。也就是说，S 可以看作是“维直映射”得到的集合。
我们把这样的集合称为关于平直空间 S 的维直空间。维直空间不是平直空
间，但可以通过平直空间理解维直空间。

以上结论把方程(2.2)和(2.3)联系了起来。我们称(2.2)为(2.3)对应的直
部方程。只要找到方程(2.3)的一个特定解 f，就可以通过加上方程(2.2)的
解，得到方程(2.3)的其他解。

反之，设 S 中另一个解为 h，那么：

∂h+ ah = b = ∂f + af.
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于是
∂(h− f) + a(h− f) = 0.

即 h− f ∈ S ′。换句话说，h = f + g，其中 g ∈ S ′。

我们把 {f + g | g ∈ S ′} 简记为 f + S ′。那么 h ∈ f + S ′。以上的论证
说明，

S = f + S ′.

如何找出方程(2.3)的特定解呢？我们可以从直部方程的解出发。方程(2.2)的
解，形式为 t 7→ ke−

∫ t
0 a。我们猜测，方程(2.3)的解和它“长得很像”，特别

是关于 a 的部分“e−
∫ t
0 a”。我们猜测，方程(2.3)的解形如 t 7→ k(t)g(t)，其

中 g : t 7→ e−
∫ t
0 a 是方程(2.2)的解。

换句话说，我们把方程(2.2)的解里的常数换成“可变的”，通过调整这
个“可变的”部分，试着找出方程(2.3)的解。这种方法称为常数变易法。

将函数 f : t 7→ k(t)g(t) 代入方程(2.3)，得到：

b = ∂f + af = g∂k + k∂g + akg

= g∂k + k(∂g + ag)

= g∂k.

因此，

∂k(t) =
b(t)

g(t)
= b(t)e

∫ t
0 a.

于是通过求积合可以得出函数 k：

k(t) =

∫ t

0

b(u)e
∫ u
0 a(v)dvdu.

代入 f，得到 f 的表达式：

f(t) = e−
∫ t
0 a

∫ t

0

b(u)e
∫ u
0 a(v)dvdu.
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f 就是方程(2.3)的一个特解。

综上所述，方程(2.3)的解集可以写成维直空间：{
e−

∫ t
0 a(u)du

(
k +

∫ t

0

b(u)e
∫ u
0 a(v)dvdu

) ∣∣∣∣ k ∈ R
}

例题 2.2.1.
1. 雨滴从离地 2000 米处垂直下落，质量为 0.1 克，初速度为 0.2 米每

秒。空气阻力和下落速度成正比，系数为 b = 0.0003 每秒。忽略风速等其
他因素，求雨滴速度关于时间的函数及落地速度。

2. 设海平面上的大气压为 P0，大气压和海拔高度 z 的关系可以用以下
方程刻画：

∂p(z) = −Mg

RT
p.

其中 M 是空气摩尔质量，g 是重力加速度，R 是理想气体常数，T 是气温。
2.1. 如果各个参数都是与海拔无关的常数，求大气压 p 关于海拔高度

的函数。
2.2. 如果气温与海拔高度有如下关系：

T (z) = T0(1− az).

其中 T0 是海平面气温，a 是气温下降系数。求大气压 p 关于海拔高度的函
数。

2.3. 如果重力加速度与海拔高度有如下关系：

g(z) = g0

(
rT

rT + z

)2

.

其中 rT 是地球半径。求大气压 p 关于海拔高度的函数。

解答.
1. 以雨滴初始高度为原点，竖直向下为正方向，记雨滴速度为 v(t)，加

速度为 a(t) = ∂v(t)，其中时间 t是自变量。设雨滴质量为 m，初速度为 v0，
重力加速度为 g，则雨滴总受力为 −bv +mg。于是雨滴运动满足方程：

∂v = −bv +mg.



58 第二章 方程与空间

解这个微变方程，得到特定解：

v(t) = e−bt

∫ t

0

mge
∫ u
0 bsdsdu

= mg · e−bt

∫ t

0

ebudu

= mg · e−bt ebt− 1

b

=
mg

b

(
1− e−bt

)
.

于是一般解为
v(t) =

mg

b

(
1− e−bt

)
+ ke−bt.

其中 k 为常数。

雨滴初速度 v(0) = v0，因此解得 k = v0，于是得到雨滴速度关于时间
的函数：

v(t) =
mg

b

(
1− e−bt

)
+ v0e−bt.

积合可得雨滴位移函数 x(t)：

x(t) =
mg

b

(
t+

e−bt − 1

b

)
−

v0
(
e−bt − 1

)
b

.

雨滴从高处下落，在 x = 2000 米处到达地面，代入各个物理量数值，到达
地面用时满足方程：

3.267t+ 10222
(
e−0.0003t − 1

)
= 2000.

解得
t落地 ≈ 2049秒

这时的速度为 v(t落地) ≈ 1.608 米每秒。

2.1. 解方程
∂p(z) = −Mg

RT
p(z).
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可得：
p(z) = P0e−

Mg
RT

z.

2.2. 解方程
∂p(z) = − Mg

RT0(1− az)
p.

可得：

p(z) = P0e
∫ z
0 − Mg

RT0(1−ax)
dx

= P0e
Mg
RT0

∫ z
0

1
ax−1

dx

= P0e
Mg
RT0

1
a
(ln |az−1|−ln 1)

= P0e
Mg ln 1−az

aRT0

= P0(1− az)
Mg

aRT0 .

大气压 p 关于海拔高度 z 的函数为：

p(z) = P0(1− az)
Mg

aRT0 .

2.3. 解方程
∂p(z) = − Mg0r

2
T

RT (rT + z)2
p(z).

可得：

p(z) = P0e
∫ z
0 − Mg0r

2
T

RT (rT+x)2
dx

= P0e
Mg0r

2
T

RT

∫ z
0 − 1

(rT+x)2
dx

= P0e
Mg0r

2
T

RT

(
1

z+rT
− 1

rT

)

= P0e−
Mg0rT z

RT (z+rT ) .

大气压 p 关于海拔高度 z 的函数为：

p(z) = P0e−
Mg0rT z

RT (z+rT ) .
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思考 2.2.1.
1. 方程(2.2)的解 f 是否光滑，有多光滑？
2. 方程(2.3)中的函数 b 是否必须是光滑函数？b 的光滑性是否影响求

解？
3. 除了常数变易法，还有什么别的方法寻找方程(2.3)的特解？你有什

么想法？
4. 如果全集不是 C1

⩾0(R)，而是 C1
I(R)，其中 I 是某个区间，以上的结

论是否还成立？

习题 2.2.1.
1. 解以下微变方程：

1). ∂f − 3f = 0. 2). 4∂f + f = 0.

3). ∂f + 4f = 1. 4). − ∂f + 3f = 3x− 2.

2. 解以下微变方程：

1). ∀t ∈ R, ∂f(t) + 2tf(t) = 1.

2). ∀t ⩾ 0, ∂f(t)− 1
t+1

f(t) = e−t.

3). ∀t ∈ R, ∂f(t) + 2tf(t) = et−t2 , f(0) = 1.

3. 人空腹喝酒之后，体内可检测的酒精浓度随时间 t（单位：小时）变
化，可用函数 g(t)（单位：克每升）表示。g(t) 满足以下方程：

∀t ⩾ 0, ∂g(t) + g(t) = ae−t.

其中常数 a 表示人体代谢酒精的能力。
3.1. 解方程，用 a 和 t 表示函数 g。
3.2. 设 a = 5，画出 g 的曲线。酒精浓度何时达到最大值？最终趋势如

何？
3.3. 求使得酒精浓度小于等于 0.5 克每升的最少时间 T。
4. 把一杯水放在室外的桌子上。水的温度 g 随时间变化，满足以下方

程：
∀t ⩾ 0, ∂g(t) = b(T − g(t)).
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其中 t 是时间（单位：分钟），T 是室外温度，b 是传热系数。
4.1. 解方程，用 b、T、t 表示 g。
4.2. 从冰箱中拿出一杯水，水温为 4℃，放在室外的桌子上。气温是

26℃。30 分钟后，水温为 12℃。再过多久，水温达到 17℃？

2.2.2 二次直常微变方程

以上我们讨论了一次直常微变方程。涉及到多次微变的方程是否也可
以这样解决呢？考虑如下的常微变方程：

∂2f + af = 0. (2.4)

其中 a 是常数。这时全集变为所有在 [0;∞) 上二次连续可微函数的集合：
C2
⩾0(R)。

可以验证，这样的方程的解集，仍然可以看作平直空间。因此，只要找
到某个解，那么它所属的直线也在解空间里。

如果 a ⩽ 0，那么可以找方程

∂f +
√
−af = 0

的解 f1。可以验证，f1 两次可微，且满足

∂2f1 + af1 = ∂(−
√
−af1) + af1 = −af1 + af1 = 0.

所以 f1 是方程(2.4)的解。类似的，方程

∂f −
√
−af = 0

的解 f2 也满足

∂2f2 + af2 = ∂(
√
−af2) + af2 = −af2 + af2 = 0.
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因此 f2 也是方程(2.4)的解。

根据平直空间的性质，平面 γ：{Af1 +Bf2 |A,B ∈ R} 属于解空间。

一般来说，对于二次常微变方程：

∂2f + a∂f + bf = 0. (2.5)

我们可以考虑二次整式：

x2 + ax+ b

设 r 是它的根，而 f1 是一次直常微变方程

∂f − rf = 0

的解，那么由于 ∂f1 = rf1，∂2f1 = r2f1，因此：

∂2f1 + a∂f1 + bf1 = (r2 + ar + b)f1 = 0.

这说明 f1 是方程(2.5)的解。

我们把整式 x2 + ax+ b 称为方程(2.5)的特征式。特征式的每个根对应
方程的一个解。

如果特征式 x2 + ax+ b 有两个不同的根：r1, r2，那么我们就找到了方
程的两个解：

f1 : t 7→ er1t, f2 : t 7→ er2t,

它们作为基底生成平面：{
t 7→ Aer1t +Ber2t

∣∣ A,B ∈ R
}

如果特征式 x2 + ax + b 有二重根 r = −a
2
，那么我们找到了方程的一

个解：

f1 : t 7→ ert.
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不过，从 f1 出发，还可以找到另一个解。设 f2 : t 7→ tf1(t)，计算它的微变
函数：

∂f2(t) = rtf1(t) + f1(t)

∂2f2(t) = r2tf1(t) + 2rf1(t)

因此

∀ t ⩾ 0, ∂2f2(t) + a∂f2(t) + bf2(t) = t(r2 + ar + b)f1(t) + (2r + a)f1(t) = 0.

于是 f1、f2 都是方程的解，它们作为基底生成平面：{
t 7→ (At+B)ert

∣∣ A,B ∈ R
}

这个平面是否就是方程(2.5)的解空间呢？

我们从初始值的角度来考虑。把 f1、f2 生成的二维空间的基底换成函
数 e1、e2，它们满足：

e1(0) = 1, ∂e1(0) = 0,

e2(0) = 0, ∂e2(0) = 1.

这个基底的特性是：用 e1、e2 的直组合得到的解，可以控制 t = 0 处的局
部性质。比如，2e1 + 3e2 在 0 处的值是 2，而微变率是 3。

考虑方程(2.5)的任一解 f，它和函数 f(0)e1 + ∂f(0)e2 相比，在 0 处的
值和微变率都一样。这是否说明 f 就是 f(0)e1 + ∂f(0)e2 呢？

两者相减，得到的是一个在 0 处的值和微变率都是 0 的解。如果能证
明这个解一定是零函数，那么 f 就是 f(0)e1 + ∂f(0)e2。于是我们就可以通
过 e1、e2 的直组合得到方程(2.5)的所有解。这就说明 e1、e2 为基底的平面
就是方程(2.5)的解空间。

下面证明：在 0 处的值和微变率都是 0 的解，一定是零函数。
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设 g 是方程(2.5)的解，g(0) = ∂g(0) = 0。考虑函数 h使得 g = he1。由
于 e1(0) = 1，所以至少可以找到 0 的邻域 J 使得 e1 > 0，在 J 上，h 是可
以定义的。

h(0) = g(0)
e1(0)

= 0，而对 g 求微变可知：

0 = ∂g(0) = ∂(he1)(0)

= ∂h(0)e1(0) + h(0)∂e1(0)

= ∂h(0).

这说明 h(0) = ∂h(0) = 0。另一方面，

0 = ∂2g + a∂g + bg

= ∂2he1 + 2∂h∂e1 + h∂2e1 + a(e1∂h+ h∂e1) + bhe1

= ∂2h+ (2∂e1 + a)∂h

因此 ∂h 是方程：

∂f +
2∂e1 + a

e1
f = 0

的解。它可以写成：

∂h(t) = ke−
∫ t
0

2∂e1(u)+a
e1(u)

du
.

于是

0 = ∂h(0) = ke0 = k.

这说明 ∂h 是零函数，即 h 是常函数。然而 h(0) = 0。所以 h 是零函数。

综上所述，只要方程(2.5)的特征式有根，那么它的解空间是上面求出
的 f1、f2 生成的平面。

若特征式有相异的两根 r1, r2，则解空间为：{
t 7→ Aer1t +Ber2t

∣∣ A,B ∈ R
}
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若特征式有二重根 r，则解空间为：{
t 7→ (At+B)ert

∣∣ A,B ∈ R
}

如果特征式没有根，方程是否有解呢？我们来看之前的例子：

∂2f + af = 0. (2.6)

如果 a > 0，那么特征式 x2 + a 没有根。不过，我们可以验证，以下两个函
数是方程的解：

f1 : t 7→ sin (
√
at), f1 : t 7→ cos (

√
at)

于是，按照同样的方法，我们可以证明，方程(2.6)的解空间就是 f1、f2 生
成的二维平直空间：{

t 7→ A sin (
√
at) + B cos (

√
at)
∣∣ A,B ∈ R

}
例题 2.2.2.
水平台上放置了一个弹簧牵引的小铁块，质量为 m。将弹簧水平拉伸 x0 距
离，离开自然状态。放开后，弹簧的弹力大小和长度与自然长度的差成正
比，比例系数为 k。设小铁块水平方向上只受到弹簧的弹力，求小铁块的运
动函数 x(t)。

解答.
如图，设弹簧自然状态下小铁块的位置为原点，以拉伸方向为正方向建立
坐标轴。则弹簧长度与自然长度的差就是小铁块的位移 x(t)。

小铁块受弹簧的弹力大小和位移成正比，方向相反。根据动力学第二
定律可以得到方程：

m∂2x(t) + kx(t) = 0.

此方程的解的形式为：

t 7→ A sin (ωt) + B cos (ωt), A,B ∈ R.
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其中 ω =
√

k
m
。考虑运动的初始状态。t = 0 时，位置为 x0，速率为 0。即

x(0) = x0, ∂x(0) = 0.

解得

A = 0, B = x0.

于是小铁块的运动函数 x(t) 为：

x : t 7→ x0 cos (ωt).

例题 2.2.3. 电源回路中串联了电容器、电阻器、电感器各一个。电容器两
端的电势差为 u(t)。t = 0时，电势差为 E，回路电流为 0。关闭电源后，电
容开始放电。求电势差关于时间的函数 u(t)。

解答. 回路电势满足方程：

0 = L∂I(t) + RI(t) + u(t).

其中 I 是回路中的电流。I 满足

I(t) = ∂Q(t) = C∂u(t)

因此方程可以写成：

LC∂2u(t) + RC∂u(t) + u(t) = 0.

它的特征式为

LCx2 +RCx+ 1.

这个二次式不一定有根。

若二次式有根，根为负数。方程的解为：

t 7→ Aer1t +Ber2t
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其中 r1 < 0、r2 < 0 为特征式的相异两根，或

t 7→ (At+B)ert

其中 r = − R
2L

< 0 为特征式的二重根。

考虑初始情况，经计算，可以求出 A、B 的值。

特征式有相异根的情况下，电势差为：

u(t) =
E

r2 − r1

(
r2er1t − r1er2t

)
特征式有二重根的情况下，电势差为：

u(t) = E(1− rt)ert

求微变可知，两种情况下，u(t)都单调递减。我们分别称其为单调衰减
情况和临界情况。

若二次式无根，说明判别式 ∆ 为负：

∆ = R2C2 − 4LC < 0.

我们猜测方程的解为：

u : t 7→ (A sin (ωt) + B cos (ωt)) ert

其中

ω =

√
4LC −R2C2

2LC
=

√
−∆

2LC
.

可以算出

∂u(t) = ru(t) + ω (A cos (ωt)− B sin (ωt)) ert

= ru(t) + ωv(t),
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其中 v(t) 的微变为：

∂v(t) = rv(t) + ω2 (−A sin (ωt)− B cos (ωt)) ert

= rv(t)− ω2u(t),

因此，

∂2u(t) = r2u(t) + 2rωv(t)− ω2u(t)

= (r2 − ω2)u(t) + 2rωv(t)

=

(
R2

4L2
− 4L−R2C

4L2C

)
u(t) + 2rωv(t)

=

(
R2

2L2
− 1

LC

)
u(t) + 2rωv(t)

于是：

LC∂2u(t) + RC∂u(t) + u(t)

= LC(r2 − ω2)u(t) + 2LCrωv(t) + RCru(t) + RCωv(t) + u(t)

=

(
LCR2

2L2
− 1−RC · R

2L
+ 1

)
u(t) +

(
−2L · R

2L
+R

)
Cωv(t)

= 0 · u(t) + 0 · ωv(t)

= 0.

这说明 u 确实是方程的解。考虑初始值 u(0) = E，I(0) = 0，解得：

u(t) = E
(

cos (ωt)− r

ω
sin (ωt)

)
ert.

可以看出 u 是某个周期函数和指数递减函数 t 7→ ert 的乘积。我们称
这种情况为振荡衰减情况。

思考 2.2.2.
1. 如果把方程(2.5)的常数系数 a, b 改为函数，它们最好满足怎样的条
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件？为什么？能否求出方程的解空间？
2. 对于方程(2.5)有二重根的情况，为什么考虑 f2 = xf1？
3. 对于方程(2.5)没有根的情况，如何求解？你有什么想法？
4. 如果全集不是 C2

⩾0(R)，而是 C2
I(R)，其中 I 是区间，那么 e1, e2 需

要做哪些改变？以上的结论是否还成立？

习题 2.2.2.
1. 解以下微变方程：

1). ∂2f − 2∂f − 3f = 0. 2). 4∂2f − 5∂f + f = 0.

3). ∂2f − 4∂f + 4f = 0. 4). ∂2f + 5f = 0.

2. 解以下微变方程：

1). ∂2f − 3∂f + 2f = 1.

2). 4∂2f − 5∂f + f = x.

3). ∂2f − 4∂f + 4f = 3, f(0) = 2, ∂f(0) = 1.

4). ∂2f + 5f = x+ 1, f(0) = 1 ∂f(0) = 0.

3. 写出以函数空间{
t 7→ Ae−2t +Be3t

∣∣ A,B ∈ R
}

为解空间的微变方程。
5. 方程(2.5)讨论中的函数 e1, e2 具体是什么？写出它们的具体形式。
4. 考虑微变方程

(x2 + x)∂2f(x) + (x− 1)∂f(x)− xf(x) = 0 (a)

4.1. 找出满足方程(a)的整式函数 p(x)。
4.2. 考虑全集为 C2

I(R)，其中 I = (1,+∞)。设 f(x) = p(x)g(x)，求 g

满足的方程。
4.3. 解出 ∂g 及 g，从而给出微变方程(a)在 C2

I(R) 中的另一个解。
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4.4. 给出方程(a)在 C2
I(R) 中的解空间，并证明之。

6. 考虑微变方程：

a0∂
nf + a1∂

n−1f + · · ·+ an−1∂f + anf = 0. (b)

其中 a0, a1, · · · , an 是实数。考虑其特征式

P : a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an.

P 有 k 重根 r（1 < k < n）。
6.1. 设 f0 是 ∂f − rf = 0 的解，证明：f0 是方程(b)的解。
6.2. 证明：f1 : t 7→ tf0(t) 是方程(b)的解。
6.3. 证明：对整数 0 < i < k，fi : t 7→ tif0(t) 是方程(b)的解。
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3.1 数域的扩张

在解整式方程的过程中，我们发现，整式方程不一定有根。但很多情况
下，我们希望整式方程总有根。

面对这个问题，数学家提出了这样的想法：既然现有的数中没有方程
的根，那么我们就在已知的数中添加可以作方程的根的数。

我们已经见过类似的做法。有理数中没有满足方程 x2−2 = 0的解。为
此，我们引入了方根

√
2。这样的数称为代数数。它们是有理数系数的整式

方程的根。我们已经引入了类似
√
2、
√
3、
√
5 这样的数。它们叫做二次方

根，都是有理数列的极限，属于实数。

更一般来说，给定一个数域 K，我们往里面添加一个新的数：a。我们
规定，它和原来数域里的数可以做四则运算，且四则运算的规则不变。这样
会得到很多新的数，比如 a+2、 a

3a+1
、−a5 +1.55a2 + 2a4−a+1

a8−23a7+55
，等等。不

过，这些新的数都是 a 和数域中的数经过四则运算得出的，因此都可以表
达为 a 的有理式。

我们把添加了新的数的集合称为数域 K（关于 a）的扩张，记为 K(a)。

以 a =
√
2 为例子，设数域为 Q，从

√
2 和有理数出发，经过有限次四

则运算得到的数的集合，称为 Q(
√
2)。

71
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Q(
√
2) 具体是什么样子的呢？Q(

√
2) 中所有的数都可以写成 a + b

√
2

的形式，其中 a, b是有理数。我们知道，这样的数集叫做二次域。Q(
√
2)可

以写成：
Q(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}

我们可以用归纳法证明之。考虑命题 P (n)：使用
√
2 和有理数，经过

n 次四则运算得到的数，可以写成 a+ b
√
2。只要证明 P (n) 对任意自然数

n 成立即可。

P (0)、P (1) 显然成立。设命题 P 对小于 n 的自然数成立。下面证明
P (n) 成立。

考虑
√
2 和有理数，经过 n 次四则运算得到的数 r。设最后一次四则

运算为
x • y = r,

其中 x 和 y 是经过小于 n 次四则运算得到的数，因此按归纳假设，可以写
成 a+ b

√
2 的形式。

x = ax + bx
√
2, y = ay + by

√
2, ax, bx, ay, by ∈ Q.

当运算 • 是加法、减法、乘法时，容易验证 r 也可以写成 a+ b
√
2 的形式。

当运算 • 是除法时，y 6= 0，计算得到：

ax + bx
√
2

ay + by
√
2
=

(ax + bx
√
2)(ay − by

√
2)

(ay + by
√
2)(ay − by

√
2)

=
axay − 2bxby + (aybx − axby)

√
2

a2y − 2b2y

=
axay − 2bxby
a2y − 2b2y

+
(aybx − axby)

√
2

a2y − 2b2y

因此也能写成 a+ b
√
2 的形式。
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这说明 P (n) 也成立。因此，P (n) 对任意自然数 n 成立。

可以看到，证明的关键是把分母化成有理数。为此，我们在分子分母上
都乘了 ay − by

√
2。

一般来说，如果 a 是某个整式的根，那么，K(a) 的元素总可以写成关
于 a 的整式，系数为 K 中的数À。

下面来证明这一点。仍然使用归纳法。证明过程和 Q(
√
2) 的类似。下

面只说明 x÷ y 能写成关于 a 的 K 系数整式。

具体来说，如果 a 是某个整式的根，考虑使 P (a) = 0 的所有最高次项
为 1 的整式（称为首一整式），其中必然有一个次数最低的。我们把这个整
式称为 a 的最小整式，记为 πa。其他使 P (a) = 0 的整式除以 πa，余式仍
然以 a 为根。余式要么是 0，要么次数比 πa 小。根据 πa 的定义，余式只
能是 0。因此，所有以 a 为根的整式都是 πa 的倍式。

那么，πa 本身能否分解成次数更低的 K 系数整式呢？答案是否定的。
反设 πa 能写成次数更低的 K 系数整式的乘积：

πa = P1 · P2,

那么

0 = πa(a) = P1(a) · P2(a).

这说明 P1(a) 和 P2(a) 至少有一个是 0。这和 πa 定义矛盾。

这说明，比 πa 次数更低的 K系数整式，总和它互素，也就是说最大公
因式是 1。因此，给定比 πa 次数更低的 K 系数整式 r，根据更相分益法，
可以找出 K 系数整式 p, q，使得

pr + qπa = 1.

À系数为 K 中的数的整式，以下称为 K 系数整式。
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因此，如果 x 和 y 都能写成关于 a 的 K 系数整式，将 x、y 写成的整
式分别记为 Px、Py。我们对 Py 做除式为 πa 的带余除法，得到：

Py = πab+ r.

因此，

y = Py(a) = πa(a)b(a) + r(a) = r(a).

而我们知道 r 的次数比 πa 低，因此可以找到 K 系数整式 p, q，使得

pr + qπa = 1.

于是：

p(a)y = p(a)r(a) = p(a)r(a) + q(a)πa(a) = 1.

因此，

x÷ y =
p(a)x

p(a)y
= p(a)x = p(a)Px(a)

也就是说，x÷ y 是关于 a 的 K 系数整式。这就证明了，K(a) 的元素总可
以写成关于 a 的 K 系数整式。

通过作关于 πa 的带余除法，我们可以把任何关于 a 的 K 系数整式转
化为次数 πa 低的 K 系数整式。因此，我们可以得到这样的结论：

定理 3.1.1. 设 a 是某个整式的根，其最小整式 πa 是 m 次整式，则 K(a)

是所有关于 a 的次数小于 m 的 K 系数整式的集合（记为 Km−1[a]）。

K(a) = Km−1[a] =
{
t0 + t1a+ · · ·+ tm−1a

m−1
∣∣ t0, t1, · · · , tm−1 ∈ K

}
.

例题 3.1.1. 设 a 是以下整式的根，求 Q(a)。
1. x2 + x+ 1

2. x3 − x+ 1
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解答.
1. 设 a 是整式 x2 + x + 1 的根。x2 + x + 1 没有实数根，因此无法分

解成一次有理整式的乘积。这说明 a 的最小整式就是 x2 + x+ 1。因此

Q(a) = {t0 + t1a | t0, t1 ∈ K} .

2. 设 a 是整式 x3 − x + 1 的根，a 的最小整式记为 πa。如果 πa 次数
小于 3，那么只能为 1 或 2。根据前面的结论，πa 是 x3− x+1 的因式，即
x3 − x+ 1 可以写成：

x3 − x+ 1 = πab.

其中 b 是有理系数整式。πa 和 b 必然一个是一次式，一个是二次式，这说
明 x3 − x + 1 必有一个有理数根。将这个有理数根写为既约分数

p

q
，代入

x3 − x+ 1 得到：
p3 − pq2 + q3 = 0.

这说明 q3 = p(p2− q2)，p是 q3 的因数，但按既约分数定义，p、q 互素，矛
盾！

因此 πa 次数等于 3，πa 就是 x3 − x+ 1，

Q(a) =
{
t0 + t1a+ t2a

2
∣∣ t0, t1, t2 ∈ K

}
.

思考 3.1.1.
1. 在数域中添加新的数，是否需要是实数？这样扩张得到的数域和实

数有什么不同？
2. 能否从 Q，通过不断扩张，得到 R？

3.2 虚数和复数

数域的扩张，可以得到含有任何整式的根的数域。但含有某个整式的
根的数域 K(a)，不一定含有别的整式的根。
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能否找到这样一个整式，它的根添加到我们熟悉的数域里，就能含有
别的整式的根呢？

让我们来看以下方程：
x2 + 1 = 0.

一次式总有根，而二次式中，x2 − a 这样的整式在 a > 0 时总有根。x2 + 1

是没有实数根的整式中最“简单”的一个。我们设 ı 是满足：

ı2 + 1 = 0

的数，它是 x2 + 1 的根。显然，−ı 也是 x2 + 1 的根。因此，在数域 R(ı)
中，x2 + 1 可以写成：

x2 + 1 = (x− ı)(x+ ı).

这就将 x2 + 1 分解成一次式的乘积。

实数无法做到这一点。我们说 ı 是虚数À。它不属于实数集 R。

来看一般情况下的二次整式方程：

ax2 + bx+ c = 0 a, b, c ∈ R, a 6= 0.

我们知道，方程的判别式 ∆ = b2 − 4ac 大于等于零时，方程有根。而判别
式小于零时，方程无根。

让我们在 R(ı) 中重新解方程。将左边的二次整式配成平方，得到：

a(x+
b

2a
)2 + a · 4ac− b2

4a2
= 0.

根据 ı 的定义，ı2 = −1，因此上式变成(
x+

b

2a

)2

= (−1) · 4ac− b2

4a2
= ı2 ·

(√
4ac− b2

2a

)2

.

Àı 读“埃”。



3.2 虚数和复数 77

于是开方可得两个解：

x1 =
−b+ ı

√
4ac− b2

2a
, x2 =

−b− ı
√
4ac− b2

2a
.

可以验证它们确实满足原方程：

ax2
1,2 + bx1,2 + c

= a

(
−b± ı

√
4ac− b2

2a

)2

+ b · −b± ı
√
4ac− b2

2a
+ c

= a · b
2 ∓ 2ıb

√
4ac− b2 + (−1) · (4ac− b2)

4a2
+
−b2 ± ıb

√
4ac− b2

2a
+ c

=
b2 ∓ 2ıb

√
4ac− b2 + b2 − 4ac− 2b2 ± 2ıb

√
4ac− b2 + 4ac

4a

= 0.

因此，R(ı) 中包含了任意二次整式的根。

那么，R(ı) 是否包含了更高次整式的根呢？答案是肯定的。我们有如
下定理：

定理 3.2.1. 整式有根定理
设 P 是次数大于 0 的实系数整式，则 R(ı) 中总有数 a 使得 P (a) = 0。

整式有根定理告诉我们，实系数整式 P 所有的根都在 R(ı)里面（证明
见附录 A）。

数域 R(ı) 有这样重要的性质，因此成为了数学家重点研究的对象。我
们一般称 R(ı) 的元素为复数，把数域 R(ı) 称为复数域，记作 C。其中形同
aı 的数（a 为非零实数）称为虚数，而 ı 叫做虚数单位。

例如，3 + 2ı、
π

2
− 4.4ı、

3ı

2
都是复数。其中

3ı

2
是虚数。

根据数域扩张的性质，C 可以写成：

C = R(ı) = {x+ yı | x, y ∈ R} .

我们可以把 R(ı) 里的数细分为三类：
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• 实数；
• 形如 xı 的数（x 为非零实数），称为纯虚数；
• 形如 x+ yı 的数（x, y 为非零实数）。

例题 3.2.1.
1. 验证：1 + ı√

2
是 x4 + 1 的根。

2. 求 x3 = 1 在 C 中的所有根。

解答.
1. 将 x =

1 + ı√
2
代入 x4 + 1：

(
1 + ı√

2

)4

+ 1 =
(1 + ı)4(√

2
)4 + 1

=
1 + 4ı3 + 6ı2 + 4ı+ 1

4
+ 1

=
1 + ı2(4ı+ 6) + 4ı+ 1

4
+ 1

=
1− (4ı+ 6) + 4ı+ 1

4
+ 1

=
−4
4

+ 1

= 0.

因此
1 + ı√

2
是 x4 + 1 的根。

2. 显然 x = 1 是 x3 = 1 的根。因此，可以将整式 x3 − 1 分解为：

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).

于是我们只需要求出二次整式 x2 + x + 1 的根。根据以上讨论的结果，它
的根为： 

x1 =
−1 + ı

√
4 · 1 · 1− 12

2 · 1
=
−1 +

√
3ı

2

x2 =
−1− ı

√
4 · 1 · 1− 12

2 · 1
=
−1−

√
3ı

2
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因此 x3 = 1 的所有根为： 
x1 = 1

x2 =
−1 +

√
3ı

2

x3 =
−1−

√
3ı

2

思考 3.2.1.
1. 能否在数轴上加入 ı？为什么？
2. 复数域 C 中能否定义开方？如何对 ı 开方？

3.3 复平面

实数的概念来自我们对自然乃至宇宙空间的观察和测量。直观上，实
数代表着对长度和距离的抽象，可以对应到直线以及数轴。实数集是完备
的，数轴上的每个点都对应一个实数。实数代表了我们对“现实”的理解。

因此，虽然数学家在解整式方程的时候发明了虚数，但虚数的概念让
他们感到困惑。起初，不少数学研究者把虚数称为“不存在的数”，“只存在
于想象中的数”，甚至不承认虚数。

直到十九世纪，随着自然科学的发展，人们发现虚数和复数的概念可
以用来描述更多的自然现象背后的数学模型。人们对“数”的认识，逐渐
从“描述世界的工具”转为“思考所需的工具”，把“数”和“长度”这样
的“实”概念解耦，作为“满足特定运算法则的对象和结构”进行研究。随
着这样的认识，虚数和复数也逐渐受到数学界的重视。人们不再问“虚数在
哪里”，而将虚数和复数作为一种特定的代数对象和结构看待。对虚数和复
数，乃至其他抽象代数结构的研究，是现代数学的特征。

作为抽象的代数对象，我们无法在数轴上找到虚数，也无法定义“虚数
长度”。但是，我们仍然可以用直观的概念来模拟它，借助直观的概念来理
解复数。
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我们已经证明，

C = R(ı) = {x+ yı | x, y ∈ R} .

如果把描述复数的有序数对 (x, y) 看作坐标，那么 C 就很像一个平面。每
个复数就是平面上的点。

是否可以这样类比呢？答案是肯定的。可以验证，C 就是以 R 为系数
域的二维平直空间。因此，作为平直空间，它和平面有同样的性质。我们称
这种表示方法为复平面。

1

ı

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

1ı

2ı

3ı

4ı

5ı

−1ı

−2ı

−3ı

−4ı

3 + 2ı

−2 + 5ı

−2.6− 1.2ı
2− 1.7ı

复平面

复平面有天然的直角坐标轴，其基向量是 1 和 ı。可以说 1 和 ı 分别是
实数和虚数的单位。复平面的原点是 0。平面上，R = R1 是一条直线，我
们可以将它看作数轴，称为复平面的实轴。而直线 Rı 则称为虚轴。这样，
复数 x + yı 作为复平面上的点，也叫复向量。它的坐标是 (x, y)，其中横
坐标 x 称为它的实部，纵坐标 y 称为它的虚部。

复数 z 的实部记为 <(z)，虚部记为 =(z)。两个复数相等，当且仅当实
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部相等、虚部相等。

将复数看作向量，它也可以定义“长度”，称为复数的模：

|x+ yı| =
√
x2 + y2.

我们还可以定义实轴到复数对应向量的角度，称为复数的幅角。

模长 r，幅角为 α 的复数，就是 r cosα + r sinαı。可以用极坐标记为
(r, α)。

复数的加减法和平面向量一样。具体为：

(x1 + y1ı)± (x2 + y2ı) = (x1 ± x2) + (y1 ± y2)ı.

复数乘以实数 r，就是分别把实部和虚部乘以 r：

r(x+ yı) = rx+ ryı.

这两个运算法则分别对应平面向量的加减法和数乘。

平面上的点不仅可以理解为向量，也可以理解为平移变换。在复平面
上，点不仅可以理解为平移变换，还能理解为其他变换。

作为数域，复数比平面向量多了一个性质：复数可以作乘除法。这等于
说复平面上的两点可以相乘，得到另一个点。按照乘法规则：

(x1 + y1ı) · (x2 + y2ı) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)ı.

而除法可以使用通分的技巧：

(x1 + y1ı)÷ (x2 + y2ı) =
(x1 + y1ı)(x2 − y2ı)

(x2 + y2ı)(x2 − y2ı)

=
(x1x2 + y1y2) + (x2y1 − x1y2)ı

x2
1 + x2

2

=
x1x2 + y1y2
x2
2 + y22

+
x2y1 − x1y2
x2
2 + y22

ı
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根据复数乘法，我们可以有这样的结果：

(cosα + ı sinα) · (cos β + ı sin β)

=(cosα cos β − sinα sin β) + (cosα sin β + cos β sinα)ı

= cos (α + β) + ı sin (α + β).

直观上可以这样理解：作单位圆上与实轴夹角为 α、β 的点，那么它们对应
复数的乘积等于单位圆上与实轴夹角为 α + β 的点。

x

y

O

z1

z2 z2
z1

z1 · z2

单位圆上的复数乘除法是旋转

同样，根据复数除法，可以得到：

(cosα + ı sinα)÷ (cos β + ı sin β)

=
(cosα cos β + sinα sin β) + (cosα sin β − cos β sinα)ı

cos2 β + sin2 β

= cos (α− β) + ı sin (α− β).

直观上，单位圆上与实轴夹角为 α、β 的两点，对应复数的商等于单位圆上
与实轴夹角为 α− β 的点。

综上，乘以复数 cosα + ı sinα，就是在复平面上逆时针旋转 α 角，而
除以它，就是顺时针旋转 α 角。而乘以 r cosα+ rı sinα 可以理解为以原点
为中心放缩 r 倍，然后逆时针旋转 α 角度。



3.3 复平面 83

复数的加减法在复平面上有平移的效果，复数的乘除法在复平面上有
旋转和放缩的效果。

最后，我们还可以对复数定义对称变换。给定复数 z = x+ yı，我们说
x − yı 是它的共轭复数，简称共轭，记作 z。复数的共轭，实部与它相等，
虚部是它的相反数。把复数映射到其共轭，就是关于实轴的对称变换。

复数 z 乘以它的共轭，乘积为：

z · z = (x+ yı)(x− yı) = x2 + y2 = |z|2.

复数与它的共轭的乘积总是实数，是它的模的平方。

关于复数的共轭，有这样的结论（证明见附录 A）：

定理 3.3.1. 虚根成对定理 如果复数 z = x + yı 是实系数整式 P 的根，那
么它的共轭 z = x− yı 也是 P 的根。

共轭变换把复数映射到复数，它的出发集和到达集都是复数域。我们
把出发集为复数域（也就是自变量为复数）的映射称为复变函数。

复变函数把复数映射到复数。如果一个函数只把复数映射到实数，也
称为复变实函数。反之，出发集是 R，把实数映射到复数的函数，称为实
变复函数；只把实数映射到实数的函数，称为实函数。以往我们只研究实函
数，称其为实变函数。以后，我们会用实变函数泛指自变量为实数的映射À。

根据平面上对称变换和平移、旋转、放缩的关系，我们有：

z1 ± z2 = z1 ± z2

z1 · z2 = z1 · z2

À除特殊情况，实变函数不再专指实函数。
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任意两个实数，可以比较大小。但两个复数一般无法比较大小。复数的
模和幅角是实数，因此，我们可以比较两个复数模和幅角的大小，但实数之
间的大于小于关系，对于复数没有意义。

复数域上无法定义与复数的四则运算兼容的全序关系À。具体来说，想
要定义复数之间的大于小于关系，使得任何两个复数之间都能比较大小，那
么这个大小关系就不能像实数的大小关系一样，和加法、乘法相容。

比如，我们可以定义两个复数的大小关系为它们模长的大小关系，模
长相等则比较幅角大小。于是有

1 < −2ı, 2 < 3ı,

但两者相加后：
1 + 2 = 3 > ı = −2ı+ 3ı.

不等号反向。这说明这样定义的大小关系和复数加法不相容。

复数域上没有实数那样的大小关系，因此，当我们写 a > 0时，即是默
认 a 为实数Á。

复数作为代数结构，比二维平直空间更丰富。因此，对不少问题来说，
把实数换为复数，可以得到新的思路和结果。

例题 3.3.1.
求复数 z 使得 z2 = 3− 4ı。

解答. 设 z = x+ yı，则

z2 = x2 − y2 + 2xyı

于是可以列出方程： {
x2 − y2 = 3

2xy = −4

À全序关系：指任何两个元素都能进行比较大小。
Á大部分数学书籍会采用这种“暗示”方法，让叙述更简洁。



3.3 复平面 85

从 2xy = −2 可以得出 y = − 2
x
，代入 x2 − y2 = 3 得到

x2 − 4

x2
= 3

即
x4 − 3x2 − 4 = 0

这是关于 x2 的一元二次方程。注意到 x2 ⩾ 0，所以解得：

x2 = 4.

从而有：
x = ±2.

代入 y = − 2
x
，得到两组解：{

x = 2

y = −1,

{
x = −2
y = 1

即 z = 2− ı 或 z = −2 + ı。可以验证，它们的平方是 3− 4ı。这两个复数
都称为 3− 4i 的平方根。

一般来说，z2 = a + bı 总有两个解。用以上方法可以求出，它们分别
是：

x =

√
2
√
a2 + b2 + 2a

2

y = ib

√
2
√
a2 + b2 − 2a

2
,


x = −

√
2
√
a2 + b2 + 2a

2

y = −ib

√
2
√
a2 + b2 − 2a

2
,

其中 ib 是 b 的正负号。可以看出，两个平方根总是互为相反数，和等于 0。
复平面中，两个平方根关于原点对称。用极坐标表示的话，复数 (r, α) 的
两个平方根可以表示为

(√
r,

α

2

)
和
(√

r,
α

2
+ π
)
。

思考 3.3.1.
1. 为什么说基底 (1, ı) 构成直角坐标系？
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2. 复数的乘除法可以转为角度的加减法。这让你想到什么函数？它们
之间有什么联系？

3. 把 ı 换成其他复数，如
−1 +

√
3ı

2
，能否构建复平面？有什么不同？

习题 3.3.1.
1. 算一算：

1). (1.7− ı) + (6− 2.9ı) 2). (9ı+ 5.33)− (4 + 8.8ı)

3). (1 + ı)2 4).
1− ı

1 + ı

5). (2 + i)2 − (1− 2i)2 + 1

1 + i− (3i+ 1)2
6). i4n+3

7).
(1 + 2ı)2 − (1− ı)2

(3 + 2ı)2 + ı+ 2
8).

(2 + ı)2 + (1− ı)2 − ı

1 + ı+ (2ı− 1)2

2. 算一算：

1). |2− 2.9ı|2 2). |1− 2a+ (a− 1)ı|2

3). |(x+ y)− (x− y)ı|2 4).

∣∣∣∣1− ı

1 + ı

∣∣∣∣
3. 验证：复数满足加法、乘法的交换律和结合律，以及乘法对加法的

分配律。
4. 验证以下说法：
4.1. 复数 z 是实数，当且仅当它等于它的实部；复数 z 是虚数，当且

仅当它等于它的虚部。
4.2. 复数 z 的实部是 iz 的虚部，虚部是 −iz 的实部。
4.3. 复数 z 的共轭等于自己，当且仅当它是实数。
4.4. 复数 z 的实部等于 z 的实部，虚部等于 z 的虚部的相反数。
4.5. 复数 z 的模等于 z 的模。
5. 设非零复数 z = r(cosα + ı sinα)。
5.1. 证明：对任意自然数 n，zn = rn(cos (nα) + ı sin (nα))。
5.2. 证明：对任意正整数 n，有 n 个复数 x 满足 xn = z。写出这 n 个

复数。它们在复平面上有何关系？
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5.3. 证明：对任意有理数 q，rq(cos (qα) + ı sin (qα)) = zq。
6. 证明：复数的共轭满足：
6.1. z = z.

6.2. z1 ± z2 = z1 ± z2.

6.3. z + z = 2<(z), z − z = 2=(z).

6.4. z1 · z2 = z1 · z2,
(
z1
z2

)
=

z1
z2
.

6.5. z · z = |z|2 = |z|2.
7. 证明：对任意复数 z、w，有
7.1. |z + w| ⩽ |z|+ |w|.
7.2. |z + w|2 + |z − w|2 ⩽ 2(|z|2 + |w|2).

7.3. |zw| = |z| · |w|,
∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z||w| .

3.4 单位根

让我们来看这样的方程：
xn = 1.

其中 n 是正整数。根据整数有根定理的推论，它在 C 中有 n 个解。我们可
以把这 n 个解都找出来。它们分别是：

z1 = cos
(
2π
n

)
+ ı sin

(
2π
n

)
z2 = cos

(
4π
n

)
+ ı sin

(
4π
n

)
...

zk = cos
(
2kπ
n

)
+ ı sin

(
2kπ
n

)
...

zn = cos
(
2nπ
n

)
+ ı sin

(
2nπ
n

)
= 1.

在复平面上画出这 n 个复数，可以发现，它们都在单位圆上。我们把
这 n 个解称为 n 次单位根。



88 第三章 复数

单位根都在单位圆上，它们的模都是 1。不仅如此，n 个 n 次单位根
z1, z2, · · · , zn都可以看作 z1的乘方，分别是 z1的 1次方、2次方、……n次方。
因此，我们也会把 n 次单位根记为 ω1

n, ω
2
n, · · · , ωn

n 或 ω0
n, ω

1
n, ω

2
n, · · · , ωn−1

n ，
其中 ωn 就是 z1，也叫做 n 次基本单位根。

x

y

O

z5 = 1

z1
z2

z3
z4

n 次单位根“等角分布”在单位圆上（n = 5）

直观上，这说明单位根的幅角都是 z1 的整数倍。换句话说，这些复数
在单位圆上“等角分布”，是单位向量 (0, 1) 逆时针不断旋转相同的角度次

第形成的。相邻的两个单位根 zi 和 zi+1 的夹角总是
2π

n
。

x

y

O

z3

z1

z2

x

y

O

z4

z1

z2

z3

n ⩾ 3时，我们可以说 n次单位根是单位圆的内接正 n边形的顶点，其
中固定的顶点是 (0, 1)。这个正 n 边形关于复平面的 x 轴对称，因此，单
位根之间也有对称的关系。根据虚根成对定理，单位根的共轭还是单位根。
比如，z1 的共轭就是 zn−1，z2 的共轭就是 zn−2，等等。一般来说，zk 的共
轭是 zn−k。
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如果 n 是偶数，那么 −1 也是单位根。这时，所有单位根为顶点的单
位圆内接正 n 边形不仅关于复平面的 x 轴对称，还关于 y 轴对称。

x

y

O

z5 = ω5
5 = 1

z1 = ω5

z2 = ω2
5

z3 = ω3
5

= z2
z4 = ω4

5 = z1

x

y

O

z12 = ω12
12 = 1

z1 = ω12

z2 = ω2
12

z11 = ω11
12 = z1

5 次单位根（左）和 12 次单位根（右）在复平面上的分布

我们可以用单位根来表示一般复数开方的结果。比如，设 r 为正实数，
那么 xn = r 的解为：

∀k ∈ [[1, n]], zk =
n
√
r

(
cos 2kπ

n
+ ı sin 2kπ

n

)
= n
√
rωk

n.

我们把这 n 个解都称为 a 的 n 次方根。

同理，如果复数 z 可以表示为 z = r(cosα+ ı sinα)，那么 xn = z 的解
为：

∀k ∈ [[1, n]], zk =
n
√
r

(
cos 2kπ + α

n
+ ı sin 2kπ + α

n

)
= n
√
r
(

cos α
n
+ ı sin α

n

)
ωk
n.

我们把这 n 个解都称为 z 的 n 次方根。

思考 3.4.1.
1. 比较 n 次单位根和 n 次同余系，它们有什么共同点？

2. 考虑复数数列
{

cos k
√
2π

n
+ ı sin k

√
2π

n

}
k∈N

，它在复平面上对应的

点有什么特征，有什么规律？

习题 3.4.1.
1. 写出 3 次单位根和 4 次单位根。
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2. 验证以下结论：
2.1. 任意 n 次单位根的任意乘方仍然是 n 次单位根。
2.2. 如果 m 整除 n，那么 m 次单位根也是 n 次单位根。
2.3. 如果 k 与 n 互素，那么 n 次单位根可以表示为 ωk

n, ω
2k
n , · · · , ωnk

n ，
不重复也不遗漏。

2.4. ∀n ∈ Z+, ωn + ω2
n + · · ·+ ωn

n = 0.

3. 在 C 中解以下方程：

1) x5 + 1 = 0, 2) x12 + 63x6 − 64 = 0

3) x3 = 1−
√
3ı, 4) 4x8 − 2x4 + 1 = 0

4. 考虑四个两两不同的复数：z1, z2, z3, z4。
4.1. 证明：两个非零复数之比为实数，当且仅当它们幅角相差 π 的倍

数。
4.2. 将 z1, z2, z3, z4 在复平面上的点记为 A,B,C,D，解释以下复数的

直观意义：
z1 − z2
z3 − z2

,
z4 − z2
z4 − z3

4.3. 证明：以下条件成立，当且仅当 A,B,C,D 四点共线或共圆。

z1 − z3
z2 − z3

= r
z1 − z4
z2 − z4

, r ∈ R.

并分别说明 r 为正数、负数时的情况。
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曲线是十分常见的平面形。我们学习过的曲线有圆和经典函数的曲线。

微变和积合的知识，让我们有了不少研究曲线的新工具。比如，我们可
以用微变研究函数曲线的增减和凹凸性，用微变展开研究函数曲线局部的
形状，等等。

下面我们会引进一些常见的经典曲线，并应用微变和积合的知识，研
究曲线的性质。

4.1 描述曲线

我们已经学习过实函数的曲线。已知定义在区间 I 上的连续函数 f，集
合

{(x, f(x)), | x ∈ I}

就是函数的曲线。

实变函数曲线的特征是：用平行于 y 轴的直线截函数曲线，只有一个
交点。这是因为按照映射的定义，映射总把自变量映射到一个值上。实函数
的出发集和到达集都是实数。因此，实函数的一个自变量总对应一个实数，
平行于 y 轴的直线 x = a 永远只对应一个实数：f(a)。

一般来说，曲线是平面的一种子集。因此，用方程描述曲线，是常见的

91
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方法。曲线就对应方程的解集。

我们已经见过，圆的方程是：

x2 + y2 = r2

这个方程对应平面的子集：

{(x, y) | x2 + y2 = r2}.

同理，很多曲线可以用关于平面点的方程来刻画。

另一种刻画曲线的方法，是把曲线的点表示成另一个变量的映射。比
如，圆可以表示为：

f : [0; 2π]→ R2

t 7→

{
x(t) = r cos t
y(t) = r sin t

其中变量 t 称为参变量，而以上的映射称为曲线的参变映射，这样刻
画的曲线称为参变曲线。参变映射把参变量 t 映射到点 (x(t), y(t))。参变
映射通常是连续函数。如果参变映射是单射（不会两次经过同一个点À），就
说参变曲线是简单曲线。如果首尾重合，就说它是闭合曲线。比如，上述圆
的参变映射 f 满足：

f(0) = (1, 0) = f(2π).

首尾重合，因此是闭合曲线。

参变曲线和方程刻画曲线的区别在于多了参变量。在很多实际问题中，
参变量有其实际含义。比如很多运动轨迹问题中，用时间 t 作为参变量。

思考 4.1.1.
1. 如何用参变映射描述实函数的曲线？

À首尾两端点例外。
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2. 如何用方程刻画参变曲线？反之，如何用参变映射刻画以方程表示
的曲线？

4.2 二次曲线

首先来看整式方程定义的曲线。一次方程描述的总是直线。因此，我们
可以说二次方程对应的曲线是整式方程中“最简单的”。

一般来说，二次曲线是以下方程定义的曲线：

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

其中 A、B、C 不同时为零。

我们知道，如果 B = 0，而 A = C 不为零，那么定义的曲线是圆。再
来看几个典型的例子。

x

y

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

−1

−2

−3

首先假设 B = 0。

如果 AC > 0，可以画出曲线如图。这样的曲
线称为椭圆。典型的椭圆方程可以写为：

x2

a2
+

y2

b2
= 1

其中 a, b > 0。

从这个方程来看，椭圆可以理解为圆经过 x 轴方向（或 y 轴方向）放
缩得到。椭圆的曲线是闭合曲线。椭圆上的点 (x, y) 总满足

−a ⩽ x ⩽ a, −b ⩽ y ⩽ b

这说明椭圆曲线是有界的。

如果 B = 0，AC < 0，可以画出曲线如图。这样的曲线称为双曲线。典
型的双曲线方程可以写为：
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x

y

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

−1

−2

−3

x2

a2
− y2

b2
= 1 （如右图）

或

−x2

a2
+

y2

b2
= 1 （如左下图）

其中 a, b > 0。

x

y

1 2 3 4−1−2−3−4

1

2

3

−1

−2

−3

双曲线由两个不相连的分支构成，一般按
位置称为上下支或左右支。曲线不是闭合的，
而是无界的，关于 x 轴和 y 轴对称。随着 x

趋于无穷，y 也趋于无穷，反之亦然。而由于

y2 =
b2x2

a2
± 1,

因此在 x、y 趋于无穷大时，

y = ± b

a
· x ·

√
1± a2

b2x2

= ± b

a
· x ·

(
1± a2

b2x2

) 1
2

= ± b

a
· x ·

(
1± a2

2b2x2
+ o

(
1

x2

))
= ± b

a
· x± a

2bx
+ o

(
1

x

)
= ± b

a
· x+ o (1) .

随着 x、y 逐渐增大，式子右边逐渐趋于 ± b

a
x，换句话说，(x, y) 逐渐

接近直线
y = ± b

a
x.

我们把这两条过原点的直线（上图中的红色虚线）称为双曲线的渐近线。

如果 AC = 0，可以画出曲线如右图。这样的曲线称为抛物线。典型的
抛物线方程可以写为：
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x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1

2

3

−1

−2

−3

y2 = 2px （如右图）

或
x2 = 2py （如左下图）

其中 p 6= 0 是描述抛物线的参数。

x

y

1 2 3−1−2−3

1

2

3

4

5

6

7

8

9

抛物线就是二次函数的曲线。按开口方向，抛
物线可分为上下左右四类。它不是闭合曲线，也不
是有界曲线，恰有一条对称轴，与开口方向平行。

这三类曲线称为二次曲线。我们接下来会看
到，一般的二次曲线要么是这三类曲线之一，要么
是直线、点或空集（称为退化情形）。

考虑一般的二次曲线：

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.

对于 B = 0 的情况，如果 AC 6= 0，将曲线按向量
(
− D

2A
, − E

2C

)
平

移，就得到：
Ax2 + Cy2 + F ′ = 0.

其中 F ′ = F − D2

4A
− E2

4C
。两边除以 AC 并移项，得到：

x2

C
+

y2

A
= − F ′

AC
.

因此，根据 A、C、F ′的正负性，可以判断它或者是椭圆（A,C 同号，A,F ′异
号），或者是双曲线（A,C 异号，F ′ 6= 0），或者是两条过原点直线（F ′ = 0），
或者是空集或单点集（A,C, F ′ 同号）。

如果 B = 0，A,C 中恰有一个为零，不妨设 A = 0，则方程变为：

Cy2 +Dx+ Ey + F = 0.
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如果 D = 0，则曲线方程变为关于 y 的二次方程，图像为 y = y0 类型
的水平线，条数等于方程实根的个数。

如果 D 6= 0，按
(
E2 − 4CF

4CD
, − E

2C

)
平移，就得到：

Cy2 = −Dx.

即

y2 = −D

C
x.

因此曲线为抛物线。C = 0 而 A 6= 0 的情形也类同。

如果 B 6= 0，我们希望通过某种变换，将方程转化为 B = 0，即 xy 系
数为 0 的情况。我们采用旋转变换。将坐标系逆时针旋转 θ 角，对应的旋
转矩阵为： [

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
原坐标系中点 (x, y) 在新坐标系中坐标 (u, v) 满足：[

x

y

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
u

v

]
=

[
cos (θ)u− sin (θ)v

sin (θ)u+ cos (θ)v

]

代入曲线方程，得到关于新坐标 (u, v) 的二次曲线方程，其中二次项
为：

Ax2 +Bxy + Cy2 = A(cos (θ)u− sin (θ)v)2

+B(cos (θ)u− sin (θ)v)(sin (θ)u+ cos (θ)v)

+ C(sin (θ)u+ cos (θ)v)2

= (A cos2 θ +B cos θ sin θ + C sin2 θ)u2

+ (A sin2 θ − B cos θ sin θ + C cos2 θ)v2

+ 2 cos θ sin θ(C − A) + B(cos2 θ − sin2 θ)uv
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uv 的系数为：
(C − A) sin (2θ) + B cos (2θ)

我们希望它等于 0。

根据假设，B 6= 0。如果 A = C，那么取 θ = π
4
即可。这时 u2、v2 的

系数分别为
A+

B

2
, A− B

2
.

计算两者乘积，可以发现，两者同号（异号）当且仅当 4AC −B2 大于（小
于）零。

如果 A 6= C，那么取

θ = θc =
1

2
arctan B

A− C
,

则 uv 的系数为 0。这时 u2、v2 的系数分别为：

A+ C

2
+

√
B2 + (A− C)2

2
,

A+ C

2
−
√

B2 + (A− C)2

2
.

计算两者乘积，可以发现，两者同号（异号）仍然当且仅当 4AC −B2 大于
（小于）零。

综上所述，任何二次曲线都可以通过旋转和平移，转变为典型的三类
曲线之一，或退化情形。也就是说，任何二次曲线，只要是“弯的”，就必
然是椭圆、双曲线，或抛物线À。对于一般的二次曲线，我们可以用二次项
的系数来直接判定它属于哪一类。

• 如果 B2 < 4AC，那么二次曲线为椭圆类型（椭圆、圆或退化情形）；
• 如果 B2 > 4AC，那么二次曲线为双曲类型（双曲线或退化情形）；
• 如果 B2 = 4AC，那么二次曲线为抛物线型（抛物线或退化情形）。

思考 4.2.1.
1. 列举所有二次曲线的退化情形，说明它们和椭圆、双曲线、抛物线

À我们约定圆是椭圆的特殊情形。
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的联系。
2. 能否用矩阵和向量表示二次曲线的方程？这里的矩阵和直变换的矩

阵有什么不同？

习题 4.2.1.
1. 将以下二次曲线转为标准形式：

1).x2 + xy + y2 − 2x+ 2y + 1 = 0, 2).2x2 + 3xy − y2 − x = 0

3).x2 + 2xy + y2 + 2x− 6y − 2 = 0, 4).2x2 − 7

2
xy − y2 − 3x− 3y − 2 = 0

2. 考虑一下附带变量系数 a 的二次曲线方程：

(1− a)x2 −
√
1− a2xy − ay2 − x+ (2a− 1)y + 1− 2a = 0.

根据 a 的不同取值，判断曲线的形状。

4.3 二次曲线的性质

让我们来研究三类二次曲线：椭圆、双曲线、抛物线。历史上，数学家
是通过直观的性质来发现并定义它们的。

首先，二次曲线可以通过到定点（定直线）的距离定义。

设配备直角坐标系 xOy 的平面上有两点 F1 : (−c, 0) 和 F2 : (c, 0)。

考虑到这两点距离之和为 2a 的点的轨迹（a ⩾ c）。

设平面上有点 P (x, y)，它到 F1、F2 距离之和为 2a，可列出方程：√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a.

移项平方：

(x+ c)2 + y2 = (2a−
√

(x− c)2 + y2)2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2

4a
√

(x− c)2 + y2 = 4a2 − 4cx.
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再平方，得到：

(x− c)2 + y2 =
(
a− cx

a

)2
(1− c2

a2
)x2 + y2 = a2 − c2.

如果 a = c，则得到 y = 0，从而 −c ⩽ x ⩽ c，轨迹为线段 F1F2。

如果 a > c，则得到：

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1.

记 b =
√
a2 − c2，则得到 P 属于椭圆：

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

反之，设 P 为椭圆上的点，则它到 F1、F2 的距离之和为：√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2

=

√
(x+ c)2 + a2 − c2

(
1− x2

a2

)
+

√
(x− c)2 + a2 − c2

(
1− x2

a2

)
=

√
c2x2

a2
+ 2cx+ a2 + v

√
c2x2

a2
− 2cx+ a2

=
∣∣∣a+ cx

a

∣∣∣+ ∣∣∣a− cx

a

∣∣∣
由于 |x| ⩽ a，所以

∣∣∣cx
a

∣∣∣ ⩽ c ⩽ a，于是距离之和为 2a。

综上所述，a > c 时，轨迹为椭圆。

也就是说，椭圆可以定义为平面上到两点距离之和为定值的点的轨迹。

我们称 F1、F2 为椭圆的焦点，F1F2 中点为椭圆中心，椭圆的焦距为
2c。椭圆与 x 轴、y 轴的交点距离称为它的长轴和短轴。长轴、短轴分别为
2a、2b（较大者为长轴）。
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x

y

1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6−7−8−9

1

2

3

4

5

−1

−2

到两点距离之和为定值的点的轨迹

焦距和长轴之比 e =
c

a
称为椭圆的离心率。离心率介于 0 和 1 之间。

离心率越大，椭圆越狭长。离心率为 0 时，两焦点重合，椭圆就是圆。

再考虑到这两点距离之差为 2a 的点的轨迹（a ⩽ c）。

设平面上有点 P (x, y)，它到 F1、F2 距离之差为 2a，可列出方程：∣∣∣√(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2
∣∣∣ = 2a.

同上解得： (
1− c2

a2

)
x2 + y2 = a2 − c2.

如果 a = c，则得到 y = 0，从而 x ⩽ −c 或 x ⩾ c，轨迹为 F1、F2 向 x 轴
两方的射线。

如果 a < c，则得到：

x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1.

记 b =
√
c2 − a2，则得到 P 属于双曲线：

x2

a2
− y2

b2
= 1.
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反之，设 P 为双曲线上的点，则它到 F1、F2 的距离之差为：∣∣∣√(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∣∣∣a+ cx

a

∣∣∣− ∣∣∣a− cx

a

∣∣∣ ∣∣∣∣∣
由于 |x| ⩾ a，x ⩾ a 或 x ⩽ −a。

x ⩽ −a 时，cx
a
< x ⩽ −a，所以

∣∣a+ cx
a

∣∣ = − cx
a
− a，

∣∣a− cx
a

∣∣ = a− cx
a
，

于是距离之差为 2a。

x ⩾ a 时， cx
a
> x ⩾ a，所以

∣∣a− cx
a

∣∣ = cx
a
− a，

∣∣a+ cx
a

∣∣ = a + cx
a
，于

是距离之差为 2a。

所以距离之差总是 2a。综上，平面上到两点距离之差为定值的点的轨
迹是双曲线。以上两种情况分别对应双曲线的左右两支。双曲线同样定义
焦点、焦距、交点、中心和离心率 e =

c

a
。2a、2b 分别称为实轴、虚轴。

双曲线的离心率 e 大于 1。离心率越大，双曲线两支越靠近，各自的开
口越宽。

x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9−1−2−3−4−5−6−7−8−9

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

到两点距离之差为定值的点的轨迹

最后考虑到 F2 和直线 x+ c = 0 距离相等的点的轨迹。
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设平面上有点 P (x, y)，它到 F2 和直线 x + c = 0 距离相等，可列出
方程：

|x+ c| =
√

(x− c)2 + y2.

解得 P 属于抛物线：

y2 = 4cx.

反之，设 P 为抛物线上的点，则它到 F2 的距离为：√
(x− c)2 + y2 =

√
(x− c)2 + 4cx = |x+ c|.

等于到直线 x+ c = 0 的距离。

综上，轨迹为抛物线 y2 = 4cx。抛物线是平面上到定点和定直线距离
相等的点的轨迹。F2 称为抛物线的焦点。x+ c = 0 称为抛物线的准线。

x

y

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22−2−4

2

4

6

8

−2

−4

到定点与定直线距离相等的点的轨迹

以上是三类二次曲线的直观定义，也称为它们的第一类定义。

除此以外，我们还可以用另一种直观方式定义二次曲线。

考虑椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1.
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在前面的计算中，我们得到椭圆上一点 P (x, y) 到焦点 F2 的距离之和为：√
(x− c)2 + y2 =

∣∣∣a− cx

a

∣∣∣ .
其中 c

a
= e < 1 是离心率。于是：√

(x− c)2 + y2 = e
∣∣∣x− a

e

∣∣∣ .
也就是说，|PF2| 与 P 到直线 x = a

e
的距离的比值是定值 e。反之，如果某

点 P : (x, y) 满足上面的方程，则可以解得：

(x− c)2 + y2 =
c2x2

a2
+ a2 − 2cx.

于是
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

这说明 P 的轨迹是椭圆。这说明椭圆可以定义为 |PF2| 与 P 到直线 x = a
e

的距离的比值为定值 e < 1 的点。

同样，我们也可以定义椭圆为 |PF1| 与 P 到直线 x = −a
e
的距离的比

值为定值 e < 1 的点。

我们把以上两直线称为关于相应焦点的准线。椭圆可以定义为到定点
和定直线距离之比为定值 e < 1 的点。

对于双曲线，我们可以做类似的验证，双曲线也定义为到定点和定直
线距离之比为定值的点，只不过定值 e > 1。

综上，我们可以这样定义三类二次曲线。设有定点 F、定直线 l 以及
正数 e。考虑到 F 的距离和 l 的距离之比为 e 的点的轨迹，则：

• e < 1 对应椭圆；
• e = 1 对应抛物线；
• e > 1 对应双曲线。
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到点 (4, 0) 与到直线 x = −4 距离之比为 e 的点的轨迹

我们把这种定义称为二次曲线的第二类定义。定义中的直线统一称为准线。

以上的定义从平面上的点和直线出发。然而，二次曲线最古老的定义
和一种空间形体——圆锥——有关，因此二次曲线也称为圆锥曲线。从圆
锥出发，如何得到二次曲线呢？

考虑配备了直角坐标系 Oxyz 的空间中过原点的直线：{
z = kx (k > 0)

y = 0

以它为母线，绕 z 轴旋转，得到圆锥：

k2(x2 + y2) = z2.

考虑平面 γ : z = ax+ b（a > 0），设它截圆锥得到一个截面，我们考
虑这个截面的边线。

为了研究截面的边线，我们绕 y 轴旋转坐标系，使新 x轴平行于 γ，新
z 轴方向向量为 γ 的法向量。xOz 平面上的基变更矩阵为：[

1√
a2+1

− a√
a2+1

a√
a2+1

1√
a2+1

]
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于是 (x, y, z) 在新坐标轴里的坐标 (x′, y′, z′) 满足：
x

y

z

 =


x′−az′√
a2+1

y′

ax′+z′√
a2+1


新坐标系中，平面 γ 的方程变为 z′ = b√

a2+1
，而圆锥方程变为：

k2 (x
′ − az′)2

a2 + 1
+ k2y2 =

(ax′ + z′)2

a2 + 1
.

即：
k2(a2 + 1)y′2 + (k2 − a2)x′2 − 2az′(1 + k2)x′ = (1− a2k2)z′2

可以看到方程为二次曲线的方程。由于 y2 的系数总大于零，xy 项系数总
为零，a < k、a = k、a > k 这三种情形分别对应三类二次曲线。

直观来说，用平面截圆锥，就能得到二次曲线。二次曲线的类型取决于
圆锥母线斜率和截面斜率的关系。如果母线较陡（a < k），则截面边线为椭
圆；反之截面边线为双曲线。若两者斜率一样，则截面边线为抛物线。

思考 4.3.1.
1. 用平面截圆锥、球体，会得到什么形状的截面？用圆锥面截圆锥、球

体呢？
2. 二次曲线的第一类、第二类定义让你想起实际中的哪些例子？它们

和二次曲线是否相关？

习题 4.3.1.
1. 已知椭圆方程为

x2

9
+

y2

4
= 1.

1.1. 设椭圆两焦点为 F1、F2。求 F1、F2 坐标。
1.2. 过椭圆上一点 M 作椭圆的切线 PQ。证明：∠F1MP = ∠F2MQ。
1.3. 以上结论是否对任意椭圆成立？
2. 已知双曲线方程为

x2

9
− y2

7
= 1.
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2.1. 设双曲线两焦点为 F1、F2。求 F1、F2 坐标。
2.2. 过双曲线上一点M 作双曲线的切线 PQ。证明：PQ平分 ∠F1MF2。
2.3. 以上结论是否对任意双曲线成立？
3. 已知抛物线方程为

y2 = 8x.

3.1. 求抛物线焦点 F 的坐标。
3.2. 过抛物线上一点 M 作双曲线的切线 PQ；过 M 作准线的垂线，

交准线于 T。证明：PQ 平分 ∠FMT。
3.3. 以上结论是否对任意抛物线成立？
4. 已知椭圆方程为

x2

4
+

y2

3
= 1.

一点到椭圆的切线定义为过该点且与椭圆只有一个交点的直线。
4.1. 过点 P (4, 1) 作到椭圆的切线。证明这样的切线恰有两条。
4.2. 给出两条切线的方程，以及两切点 Q1、Q2 坐标。
4.3. 证明：直线 Q1Q2 经过椭圆的一焦点 F，且 PF ⊥ Q1Q2。
4.4. 以上结论是否对任意点及任意椭圆成立？
5. 已知双曲线方程为

x2

4
− y2

5
= 1.

一点到双曲线的切线定义为过该点且与双曲线只有一个交点的直线。
5.1. 过点 P

(
1, 4

3

)
作到双曲线的切线。证明这样的切线恰有两条。

5.2. 给出两条切线的方程，以及两切点 Q1、Q2 坐标。
5.3. 证明：直线 Q1Q2 经过双曲线的一焦点 F，且 PF ⊥ Q1Q2。
5.4. 以上结论是否对任意点及任意双曲线成立？
6. 已知抛物线方程为

y2 = 4x.

一点到抛物线的切线定义为过该点且与抛物线只有一个交点的直线。
6.1. 过点 P (−1,−3) 作到抛物线的切线。证明这样的切线恰有两条。
6.2. 给出两条切线的方程，以及两切点 Q1、Q2 坐标。
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6.3. 证明：直线 Q1Q2 经过抛物线的焦点 F，且 PF ⊥ Q1Q2。
6.4. 以上结论是否对任意点及任意抛物线成立？

4.4 曲线与函数

给定平面的曲线，比如椭圆的方程：

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

如何研究它的性质呢？

如果曲线是函数的图像，我们可以通过研究微变率，分析它的增减、凹
凸性质，可以将它在局部展开，近似为整式函数。对于一般的曲线，我们也
希望能将它转化为函数图像曲线。

曲线无法视为函数的图像，往往是因为多值，即同一个 x 值对应了多
个 y 值。我们可以只取曲线的一部分，将它视为函数的曲线。

具体来说，设曲线 γ 的方程为：

F (x, y) = 0.

其中 F 是关于坐标 x和 y 的多元函数。曲线 γ 就是满足方程 F 的点 (x, y)

的集合。

如果对于某些 x 的值，F (x, y) = 0 有唯一解，就是说约束条件 F 将
其对应到唯一的 y。这时，我们可以认为 y 是关于 x 的函数。这样的函数，
称为由 F 确定的隐函数。

−2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

4

0

取曲线的一部分，

看作函数的曲线

之所以称为隐函数，是因为我们并不能自动
获得隐函数的表达式。换句话说，我们并不一定
知道怎样用 x表示 y。我们只知道，对于 x来说，
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F (x, y) = 0 有唯一解。这个唯一解就是隐函数
的值。

一般来说，使得 F (x, y) = 0 有唯一解的 x

不一定存在。于是，我们指定平面的子集，使得
F (x, y) = 0 在子集中有唯一解。这样就可以确
定 y 是关于 x 的隐函数。

以上面给出方程的椭圆为例子。我们知道，
椭圆关于 x 轴对称，因此，对每个 x，都有两个 y 值满足方程，它们互为
相反数。不过，如果只看上半平面，x 和 y 之间可以有函数关系：

∀ − a ⩽ x ⩽ a, y = b

√
1− x2

a2
=

b

a

√
a2 − x2.

这就是由 F 确定的隐函数。

综上，对于无法整体视为函数图像的曲线，我们可以通过把平面拆分
为子集的方法，把曲线的一部分视为函数图像。这样的函数称为由曲线方
程确定的显化函数。通过研究显化函数，我们可以讨论曲线的性质。

以椭圆为例。通过截取上半平面，我们得到了椭圆上半部分的显化函
数：

f : x 7→ y =
b

a

√
a2 − x2, x ∈ [−a; a].

对 f 求微变可得：

∂f(x) = −bx

a
(a2 − x2)−

1
2

微变函数在区间 (−a; 0) 上严格单调递增，在 (0; a) 上严格单调递减。显化
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函数 f 在 0 处取得最大值。曲线在 (x0, y0) 处的切线为：

y = f(x0) + ∂f(x0)(x− x0)

= y0 −
bx0

a
√
a2 − x2

0

(x− x0)

= y0 −
b2x0(x− x0)

a2y0

=
a2y20 + b2x2

0 − b2x0x

a2y0

由于
x2
0

a2
+

y20
b2

= 1,

上式变为

a2y0y + b2x0x = a2b2.

即：
x0x

a2
+

y0y

b2
= 1.

这就是椭圆的切线方程。

对 f 求二次微变可得：

∂2f(x) = − ab

(a2 − x2)
3
2

.

∂2f 在区间 (−a; a) 上总小于零，这说明曲线总是上凸的。

思考 4.4.1.
1. 计算双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 在某点 (x0, y0) 附近的显化函数和在该点

的切线方程。如何选取平面的子集？
2. 一般来说，如何判断 F (x, y) = 0 确定的曲线在某点 (x0, y0) 附近

能通过选取合适的子集来找到显化函数？
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4.5 复值函数

学习复数的时候，我们把复数视为复平面上的点。对于平面上的曲线，
我们也可以将它视作复平面上点的轨迹，用自变量为实数、值为复数的映
射表达它。我们把这样的函数称为实变复值函数。

举例来说：

R → C

t 7→ cos t+ ı sin t

就是一个实变复值函数。它把实数 t 映射到复数 cos t+ ı sin t。在复平面上
看，随着 t 变化，它的轨迹是单位圆。

一般来说，给定两个实函数 u, v，就可以组成一个复值函数：

t 7→ u(t) + ıv(t).

这与描述平面曲线的参变映射是一样的。

除此以外，常见的经典函数是否能成为复值函数呢？比如，以下的写法
是否可行呢？

t 7→ eıt

t 7→ ıt

t 7→ sin ıt

t 7→ ln ıt

这需要我们补充经典函数关于复数的定义，比如 ı 的乘方、ı 次方、ı 的正
弦、ı 的对数是什么意思。

要注意的是：以上这些定义都不是天然存在的。现实中并没有像整数
的乘方那样，让我们抽象出 ı 的乘方、ı 次方的实例。但如果我们回忆实数
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特别是无理数次数的乘方，会发现，它也是我们“自作主张”定义的。自然
界里并没有“

√
2 次方”。我们为了把幂函数作为实函数进行讨论，希望给

每个实数自变量都赋予一个函数值，所以定义了“无理数次方”。而我们对
作为实函数的幂函数的要求是连续。事实上，我们定义的幂函数不仅连续，
而且可微、光滑，具有很好的性质。

那么，我们是否也可以定义出满足某些良好性质的复值整式函数、复
值幂函数呢？这种研究称为实函数的复化。具体来说，我们希望找出某两个
实函数 u, v，使得由上定义的复值函数：

t 7→ u(t) + ıv(t)

满足我们对 t 7→ eıt 函数性质的某些期望。

比如，参考函数 t 7→ eat 的性质，我们希望 f : t 7→ eıt 满足：

• f(0) = 1；
• ∀x, y ∈ R, f(x+ y) = f(x) · f(y)；
• f 是连续函数乃至光滑函数；
• ∂f(x) = ıf(x).

等等。

又比如，因为 sin2 t+ cos2 t = 1，我们希望有：

sin2 (ıt) + cos2 (ıt) = 1

回到 t 7→ eıt，是否有这样的复值函数呢？来看上面提到的复值函数：

h : t 7→ cos t+ ı sin t

不难验证：h(0) = 1，且

∀ x, y ∈ R, h(x+ y) = h(x) · h(y).
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由于 ı 是与自变量无关的常数，而正弦函数与余弦函数都是光滑函数，
作为两者的直组合，h 也是光滑函数。

最后，可以验证：

∂h(x) = ∂ cos (x) + ı∂ sin (x) = − sinx+ ı cosx = ıh(x)

这样看来，h 似乎就是一个很好的候选。如果我们定义：

∀ t ∈ R, eıt = cos t+ ı sin t,

那么它满足前面我们希望它满足的所有性质。

用归纳法可以验证，对任何自然数乃至整数 n，有

enıt = cosnt+ ı sinnt = (cos t+ ı sin t)n =
(
eıt
)n

.

进一步有：

e ıt
n = cos

(
t

n

)
+ ı sin

(
t

n

)
= (cos t+ ı sin t)

1
n =

(
eıt
) 1

n .

从而对任何有理数 q = m
n
，都有：

eqıt = cos qt+ ı sin qt = (cos t+ ı sin t)q =
(
eıt
)q

.

一般来说，对实数 r，可以定义：

∀ t ∈ R, erıt = cos rt+ ı sin rt = (cos t+ ı sin t)r =
(
eıt
)r

.

可以看到，这样定义的复值指数函数的行为和实值指数函数有很大的
不同。直观上来说，t 7→ et 是单调递增的，而 t 7→ eıt 是一个周期函数，它
的轨迹在复平面上是单位圆。随着 t 的变化，函数绕着单位圆不断“转圈”。
这是两种完全不同的行为。
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比如，我们可以从上面推出：

e ıπ
2 = ı, eıπ = −1, e 3ıπ

2 = −ı, e2ıπ = 1.

换句话说，它的最小周期是 2π。eıt 和 eı(2π+t) 总是相等的。

再来看复值的对数函数。e ıπ
2 = ı 启发我们，可以定义 ln ı = ıπ

2
。这样

定义似乎没什么问题，但我们发现：

e 5ıπ
2 = e ıπ

2 × e2ıπ = ı× 1 = ı.

于是又可以定义 ln ı = 5ıπ
2
。一般来说，考虑复数 z 的“极坐标”表示：

z = |z|eıθ

其中 θ 是 z 的幅角，那么可以定义

ln z = ln |z|+ θı.

但复数的幅角 θ 并不是唯一的。比如对任何整数 k，θ+2kπ 也是 z 的幅角。
因此，我们可以定义

ln z = ln |z|+ θı+ 2kπı.

然而，如果我们希望对数函数对复数也保持一些基本性质，比如：

ln (z1 · z2) = ln z1 + ln z2.

那么就需要有

ln |z1z2|+ θı+ 2kπı = ln |z1|+ θ1ı+ 2k1πı+ ln |z2|+ θ2ı+ 2k2πı.

其中 θ 是 z1z2 的幅角，θ1, θ2 分别是 z1, z2 幅角，k, k1, k2 是整数。

复数乘积的模等于模的乘积，因此问题在于幅角。以上关于幅角的关
系总能成立吗？答案是否定的。事实上，我们无法在复数域上完全保持
ln (z1 · z2) = ln z1 + ln z2 的性质。也就是说，复对数函数只能做到：

ln (z1 · z2)
2π≡≡ ln z1 + ln z2.
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这也是指数函数复化后性质改变的必然后果。复值指数函数不再是单调函
数，而是周期函数。这使得作为反函数的对数函数无法保持所有的性质。

要注意的是，以上定义的复值指数函数，并不是从实变量的指数函数
得来的，而是一个满足我们想象的条件的“候选”。这样定义是否有道理呢？
是否与实变指数函数兼容呢？我们将在下一册继续研究。

例题 4.5.1. 设 t 为实数，给出与复值指数函数兼容的函数：t 7→ sin ıt、
t 7→ cos ıt。

解答. 根据复值指数函数的定义，

eıt = cos t+ ı sin t, e−ıt = cos t− ı sin t.

因此有：

sin t =
eıt − e−ıt

2ı
.

可以设想令

f(t) = sin ıt =
eı(ıt) − e−ı(ıt)

2ı
= ı

et − e−t

2
.

同理，由于

cos t = eıt + e−ıt

2
,

可以设想令

g(t) = cos ıt = eı(ıt) + e−ı(ıt)

2
=

et + e−t

2
.

可以验证：

f(0) = sin (ı · 0) = 0, g(0) = cos (ı · 0) = 1,

函数 f、g 都是光滑函数，且：

∂f(t) = ı
et + e−t

2
= ıg(t) = (∂ sin)(ıt) · (∂(ıt)),

∂g(t) =
et − e−t

2
= −ıf(t) = (∂ cos)(ıt) · (∂(ıt)).
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最后，它们满足：

∀ t ∈ R, sin2 (ıt) + cos2 (ıt) =
(
ı
et − e−t

2

)2

+

(
et + e−t

2

)2

= − e2t + e−2t − 2

4
+

e2t + e−2t + 2

4

= 1.

但另一方面，t 7→ sin ıt、t 7→ cos ıt 都不再是周期函数。

例题 4.5.2. 设 t 为实数，给出与复值指数函数兼容的幂函数：t 7→ tı。

解答. 关键是定义 z 为复数时，az 是什么。对于实值指数函数，有：

ax = ex ln a.

这启发我们把 az 表达为 ez ln a。于是我们可以试着定义：

tı = eı ln t.

这个定义对正实数 t 有意义。它可以写为：

tı = cos (ln t) + ı sin (ln t)

检查它是否满足幂运算法则。首先，对任意正实数 a, b，计算 aı · bı：

aı · bı = (cos (ln a) + ı sin (ln a)) · (cos (ln b) + ı sin (ln b))

= cos (ln a+ ln b) + ı sin (ln a+ ln b)

= cos (ln ab) + ı sin (ln ab)

= (ab)ı

另外，对任意实数 a，定义：

tıa = eıa ln t
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这个定义与实值指数函数定义相容，且按这个定义，

tıa = cos (a ln t) + ı sin (a ln t)

于是有：

tıa = cos (a ln t) + ı sin (a ln t) = (cos (ln t) + ı sin (ln t))a = (tı)a ,

tıa = cos (a ln t) + ı sin (a ln t) = cos (ln ta) + ı sin (ln ta) = (ta)ı .

结果说明这样定义的复值幂函数运算规律与实值幂函数相同。

思考 4.5.1.
1. 为什么 ebıt = cos bt+ ı sin bt 而不是 cos t+ bı sin t？
2. ex 是级数

∑∞
n=0

xn

n!
的和。这个关系在 x 为复数的时候是否成立？

3. 如何定义 ı
√
2？如何定义 ıı？

习题 4.5.1.
1. 考虑函数 f : t 7→

√
1 + ıt。

1.1. 计算 f(t) 的模长和幅角。
1.2. 找出实函数 u, v 使得：

f(t) = u(t) + ıv(t),

并说明使等式成立的实数 t 的范围。
1.3. 对函数 f : t 7→ 1√

1+ıt
，找出符合上述条件的实函数 u, v。

2. 考虑函数：
f : t→ 1− i

1 + t+ ı(1− t)

2.1. 找出实函数 u, v 使得：

f(t) = u(t) + ıv(t).

2.2. 证明：函数 u, v 满足：

u2(t) + v2(t) = v(t).

2.3. 描述 f 的图像。说明随着 t 变化，f 在复平面上如何移动。
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4.6 复变函数

上一节中我们已经发现了讨论自变量为复数的函数，也就是复变函数
的必要性。复数域和实数域的差别，导致复变函数与实变函数有本质的区
别。形式相似乃至相同的函数，作为复变函数和实变函数，可能有完全不一
样的性质。

根据取值的不同，复变函数又分为复变实值函数和复变复值函数。前
者可以看作后者的一种特殊情况。我们提及复变函数时，一般指后者，把前
者专称为复变实函数。

首先来看复变实函数。它的取值在 R 中，所以我们可以用立体空间来
呈现它。给定从 C 到 R 的函数 f，在给定了直角坐标系 Oxyz 的立体空间
中，我们把 C 看作水平面 Oxy，把其中每个复数 w 的实部和虚部看作水
平面上的横坐标和纵坐标，把它映射到的函数值 f(w)看作立体空间的竖坐
标。这样，复变实函数的每个自变量 w 和 f(w)就对应立体空间中一点。于
是，整体来说，我们就把 f 在 C 上的值的集合变成了立体空间中的点集。
我们把这样呈现的点集称为复变实函数的图像。

举例来说，考察函数 w 7→ |w|2，它把任意复数对应到自己的模长的平
方，也就是一个实数。按上面的方法，用立体空间中的函数来对比，它相当
于：z = x2 + y2。这个函数的立体图像是一个圆锥。

平面中，实函数的图像与任何竖直直线至多有一个交点。同样，立体空
间中，复变实函数与任何竖直直线至多有一个交点。这是映射的基本性质
决定的。

作为数域，C 的性质和 R 不同，这些不同点造成了实变函数和复变函
数的差别。比如，我们介绍实函数时，往往依照从小到大的顺序来描述它的
图像，把函数曲线看作自变量沿数轴方向运动的结果。C 上没有与四则运
算兼容的全序，所以没有必然的“方向”、“顺序”。我们无法像介绍实变函
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数图像一样介绍复变实质函数的图像。

分析复平面上的函数图像的常见方法包括：

• 将复平面按实轴和虚轴分为网格，分析各个格子中函数的图像。
• 以原点为圆心构造不同半径的同心圆，分析各个圆中函数的图像。
• 以某个方向（比如平行于实轴）画平行线，分析各个平行线上函数的
图像。

函数 z 7→ 1
|z|，用网格分析函数，用颜色表示函数值变化

另外，复平面作为平面的特性与作为直线的数轴有本质区别，并对函
数图像的分析有深刻影响。比如，如果实函数 f 在 0 处无定义，那么函数
的图像必然是不连续的，例如在 0 处断为两截，我们无法讨论函数从 0 的
一侧到另一侧的连续变化。然而，如果复变实函数 f 在 0 处无定义，函数
的图像可以是一张在 0 处“缺了一点”的曲面，并不是断裂的，而是连通
的。我们可以“绕过”无定义的 0 点，从 0 点一侧连到 0 点另一侧，讨论
函数值的连续变化。

如果函数的值也是复数，那么我们甚至无法像复变实函数一样，用立
体空间来呈现函数的性质了。这时我们要直观地理解函数的变化，就更加



4.6 复变函数 119

困难了。

如何直观呈现复变函数呢？常用的方法包括：

• 把自变量和函数值看作平面的向量，以自变量在复平面对应的点为起
点，用函数值的模长和幅角对应的长短、方向的箭头来表现函数。这
种方法来自物理学中的场论，把函数看成一种向量场。

• 把函数的值用两个实数表示，然后作为竖坐标，分别在两个立体空间
中展现。常见的做法是分别展现函数值的模长和幅角。

• 把函数值的模长作为竖坐标，另外用颜色表示函数值的幅角，在立体
空间展现函数的彩色图像。颜色变化表示函数幅角变化。

例题 4.6.1. 研究复变函数 f : z 7→ 1

z
。

解答. 显然，z = 0时 f 无定义。对于非零复数 z，记 z = a+ bı，计算 f(z)：

f(z) =
1

a+ bı
=

a− bı

(a+ bı)(a− bı)

=
a− bı

a2 + b2
=

a

a2 + b2
− b

a2 + b2
ı

只要 z 6= 0，f(z) 总有定义。

我们也可以这样理解 f(z)：

f(z) =
z

|z|2
.

从以上结果来看，f(z)的幅角和 z 的幅角一样，是 z 的幅角的相反数。f(z)
的模长是 z 的模的倒数。从函数图像来看，f 除了在 0 处无定义，在其他
地方很可能是连续乃至光滑的。论证这一点，需要定义复变函数的连续和
光滑（可微）性质。

例题 4.6.2. 研究复变指数函数 f : z 7→ ez。

解答. 首先我们要定义 f。f 在 R 上有定义。如何对一般的复数 z 定义 ez

呢？我们可以回顾定义实函数 x 7→ ex 的过程。
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首先，我们在正整数集上定义了指数函数 x 7→ ax，通过逆运算定义了
有理数上的指数函数 x 7→ ax。而由于有理数在数轴上密集分布，我们发现，
可以用有理数来逼近任何实数。于是，对于任意实数 x，我们把的 ax 定义
为有理数列 {qn} 趋向 x 时 aqn 的极限。我们发现，这样的定义的实函数
x 7→ ax 很好，有优良的性质（连续、可微、光滑等）。通过研究指数函数和
对数函数的性质，我们还发现了常数 e 的特殊地位，于是定义了 x 7→ ex。

要讨论 ez，我们同样可以从定义 az 开始（a 是 1 以外的正数）。z 是整
数的时候，我们发现指数函数的根本性质是它满足：

∀x, y ∈ N, am+n = am · an. (4.1)

指数函数拓展到有理数乃至实数的过程，都是从这个性质出发。这个性质
是指数函数的根本性质。及至复数范围，我们也希望指数函数保留这个性
质。也就是说，对任意复数 z1, z2：

ez1+z2 = ez1 · ez2 . (4.2)

为此我们可以假设：

∀x, y ∈ R, a(x+y)ı = axı · ayı. (4.3)

以及：
∀x, y ∈ R, ax+yı = ax · ayı, (4.4)

这样，由于 ax 和 ayı 都是复数，而复数的乘法满足交换律与结合律，于是：

∀ z1 = x1 + y1ı, z2 = x2 + y2ı ∈ C,

az1+z2 = a(x1+x2)+(y1+y2)ı = a(x1+x2) · a(y1+y2)ı

= ax1 · ax2 · ay1ı · ay2ı

= ax1 · ay1ı · ax2 · ay2ı

= ax1+y1ı · ax2+y2ı

= az1 · az2 .
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如何让这两个等式成立呢？对于(4.3)，上一节我们已经验证过，如果以
下假设成立：

∀ t ∈ R, eıt = cos t+ ı sin t. (4.5)

那么(4.3)就成立。于是，我们把(4.3)转化为验证(4.5)。

等式(4.4)和(4.5)是否成立呢？后面的学习中，我们会进一步讨论这些
问题。到时我们将发现 z 7→ ez 的更多性质。

复变函数有着与实变函数截然不同的独特性质，但由于自变量是复数，
比实变函数更抽象，难以直观理解。既然如此，我们要如何研究复变函数
呢？我们将在后面的学习中逐步了解、掌握相关的工具，为分析、研究复变
函数打下基础。

思考 4.6.1.
1. 有没有可能用平面的曲线描述复变函数的性质？
2. 说明：如果 ∀t ∈ R, eit = cos t + ı sin t 成立，那么可以按照本节的

方法定义任意复数 z 的指数 ez。
3. 是否能像从有理数的指数函数拓展到实变指数函数一样，把实变指

数函数拓展到复变指数函数？
4. 给定复数 z，能否用级数定义 ez？这样定义的复变指数函数，是否

满足 ex · ey = ex+y？
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第五章 无限与概率

预测未来，是人类社会的重要活动。研究如何预测未来，处理不确定的
事情，这样的理论称为概率论。我们已经学习过一些概率论的基本知识。

对于不确定的事情，我们把它所有可能的最终状态或局面看成一个集
合，称为终集。集合中的每个元素称为事情的终态或结果。事件是终集的子
集。“有什么事件”代表了我们对事情的认知，我们认知中的事件的集合称
为知集。从集合的角度来看，知集是终集幂集的子集。知集满足：

• 空集属于知集；
• 如果集合 A 属于知集，那么 A 的补集也属于知集；
• 如果集合 A 和 B 属于知集，那么它们的交集和并集也属于知集。

随着我们对事情认知逐渐深入，我们能讨论的事件越来越多，认识越
来越细致，表现为终集和知集不断扩大。

预测随机事件时，我们主要关心事情有多大可能发生。我们用 0 到 1

之间的数表示某件事多么有可能发生，把这个数称为事件的概率。一件事
越有可能发生，概率就越大。用数学的语言来说，概率是把集合映射到 0与
1 之间的数的映射。我们一般把概率映射记为 P，它满足：

• 任意事件 A 的概率 P(A) ∈ [0; 1]；
• 空集的概率是 0，全集的概率是 1；
• 如果 A ⊆ B，那么 P(A) ⩽ P(B)；

123
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• 如果 A ∩ B 是空集，那么 P(A ∪B) = P(A) + P(B)。

如何讨论事件的概率？我们把知集中的基本事件的概率合起来看，称
为事件概率的分布。只要知道了基本事件的概率，通过概率的性质，就能推
出其他事件的概率。这样，我们就有了讨论不确定事件的基本工具。

不过，以前我们的讨论仅限于终集是有限集合的情况。如果终集是无
限集合，会发生什么事呢？

例子 5.0.1. 从自然数集合 N = {0, 1, 2, 3, · · · } 中随机选取一个数，这个数
是偶数的概率是多少？

乍一看，这个问题的答案似乎是 1
2
，因为我们直觉上认为偶数和奇数

“一样多”，甚至对于无限集合的势的讨论，也支持这个结论。但是，如果我
们想用以上的工具来严格讨论这个问题，就会遇到困难。首先，我们要讨论
的终集是 N，基本事件是任何自然数构成的单元集。而如何“随机选取一
个数”，就涉及到概率分布的问题。

N 上的概率是怎样分布的呢？

5.1 无限集合上的概率问题

让我们回忆投骰子的实验。骰子的六面对应六个终态：{1, 2, 3, 4, 5, 6}。
如果我们假设投骰子的概率遵从均匀分布。每个基本事件的概率相等，都
是 1

6
。于是事件“点数是偶数”的概率是：

P(点数是偶数) = P({2, 4, 6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.
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对终集为 N 的情况，我们可以猜测：

P(选的数是偶数) = P({0, 2, 4, 6, · · · }) =
+∞∑
n=0

P(2n).

要让这个式子成立，有两个必要的条件：首先，对任意 n，我们能够合
理地给出 P(2n) 的值；其次，这无限个值可以求和。

如果我们不做多想，希望“在 N 里随机选取一个数”也和投骰子一样，
得到任何结果的概率都相等，也就是说对任意 n，P(n) 都等于某个常数 c。
按概率的定义，0 ⩽ c ⩽ 1。如果 c > 0，那么级数

∑+∞
n=0 P(2n) 发散，无法

求和。如果 c = 0，那么级数
∑+∞

n=0 P(n) 的和为 0，这说明全集的概率是 0

而不是 1！

上面的矛盾情形让我们认识到，想当然地把有限的情况推广到无限是
不行的。我们甚至无法轻松讨论“在 N 里随机选取一个数”这种看来再简
单不过的问题。那么困难到底出在哪里呢？

为了讨论无限集合上的概率问题，我们首先要定义“无限个概率相加”。
使用级数的概念，我们可以处理可数个数相加。使用积合的概念，我们可以
处理闭区间上的数“相加”。让我们先来处理可数个概率相加的问题。终集
是有限集合时，我们这样规定：

如果 A ∩ B 是空集，那么 P(A ∪B) = P(A) + P(B)。

这个规律可以轻松地推广到任意有限个集合：

如果 A1, A2, · · · , An 两两不相交，那么 P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

如果可数无限个集合，两两不相交，那么我们希望有这样的性质：

如果 A1, A2, · · · 两两不相交，那么 P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
=

+∞∑
i=1

P(Ai).
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我们把这个性质叫做概率的可数可加性质。

以上定义涉及到可数无穷个集合的并集。它是否有定义？是否属于知
集？为此，我们要修改知集的基本性质，具体来说，我们要将知集的第三条
性质改为：

如果一族集合 {Ai}i∈N 都属于知集，那么它们的并集
⋃

i∈N Ai 和
交集

⋂
i∈N Ai 也属于知集。

这样修改之后，配合概率的可数可加性质，我们就可以讨论可数无穷集合
上的概率问题了。我们把终集 Ω、知集 Σ 和概率映射 P 三者视为讨论任何
概率问题的基础，将它们合称为概率空间。

例子 5.1.1. 我们想知道正整数里有哪些素数，最容易想到的方法是“筛
法”，即不断用已知最小的素数作为“筛子”，筛去它的倍数，剩余的数里最
小的À就是下一个素数。如果我们把全体正整数看作终集，把全体素数的集
合看作事件，那么筛法的每一步操作都是在扩大知集。而最终把“是素数”
这个事件纳入知集。

设终集 Ω 为全体正整数。我们从最小的素数 2 开始，首先筛去 2 的倍
数。这时知集变为 {∅,Ω, B2, B2 }，有 22

1
= 4 个元素。其中 B2 是所有 2

的倍数的集合。

B2 = {2, 4, 6, · · · }

B2 中最小的是 3，接下来筛去 3 的倍数。这时知集扩大为

{∅,Ω, B2, B2 , B3, B3 , B2 ∪ B3, B2 ∩ B3, B2 ∪ B3 , B2 ∩ B3 ,

B2 ∪B3, B2 ∩ B3, B2 ∪ B3 , B2 ∩ B3 ,

(B2 ∩B3 ) ∪ (B2 ∩ B3), (B2 ∩ B3) ∪ (B2 ∩ B3 )}

À除去 1 以外最小的。下同。
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一共 22
2
= 16 个元素。其中 B3 = {3, 6, 9, · · · } 是所有 3 的倍数的集合。所

有被筛去的数的集合是 B2 ∪B3，剩余的数在 B2 ∩B3 里，其中最小的是
5。

于是再筛去 5的倍数集合 B5，知集继续扩大至 22
3
= 256个元素。依此

类推，最终的知集里会有所有的“素数的倍数”的集合：B2, B3, B5, B7, · · ·。
于是我们可以得到单个素数的集合：

{2} = B2 \ (B3 ∪B5 ∪ B7 ∩ · · · ) = B2 \
+∞⋃
i=2

Bsi = B2 ∩

(
+∞⋃
i=2

Bsi

)
,

{3} = B3 \ (B5 ∪B7 ∪ B11 ∩ · · · ) = B3 \
+∞⋃
i=3

Bsi = B3 ∩

(
+∞⋃
i=3

Bsi

)
,

{5} = B5 \ (B7 ∪B11 ∪B13 ∩ · · · ) = B5 \
+∞⋃
i=4

Bsi = B5 ∩

(
+∞⋃
i=4

Bsi

)
,

...

其中 si 是从小到大数起的第 i 个素数。于是全体素数的集合可以写为：

S = {2} ∪ {3} ∪ {5} ∪ {7} ∪ · · · .

它也在最终的知集里。

从可数可加性可以推出以下的基本性质：

定理 5.1.1. 给定递增事件序列 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ An+1 ⊆ · · ·，那么

P

(
+∞⋃
n=1

An

)
= lian

n→+∞
P(An).

给定递减事件序列 A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ · · ·，那么

P

(
+∞⋂
n=1

An

)
= lian

n→+∞
P(An).
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证明： 根据递增事件序列 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ · · · 定义新序列：

B1 = A1, B2 = A2 \ A1, B3 = A3 \ A2, · · ·

{Bi}i∈N 两两不相交，于是：

P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
=

+∞∑
i=1

P(Bi).

而根据定义可以验证：

An =
n⋃

i=1

Bi,
+∞⋃
i=1

Ai =
+∞⋃
i=1

Bi.

于是：

P(An) =
n∑

i=1

P(Bi), P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
.

因此：

P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
=

+∞∑
i=1

P(Bi) = lian
n→+∞

P(An).

根据递减事件序列 A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ · · · 定义新序列：

B1 = A1 \ A1 = ∅, B2 = A1 \ A2, B3 = A1 \ A3, · · ·

{Bi}i∈N 满足 B1 ⊆ B2 ⊆ · · · ⊆ Bn ⊆ · · ·，于是根据前面结论：

P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
= lian

n→+∞
P(Bi).

根据定义，Bn 和 An 不相交，并集为 A1，所以

P(Bn) + P(An) = P(A1).
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集合
⋃+∞

i=1 Bi 和
⋂+∞

i=1 Ai 不相交，并集为 A1，所以

P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
+ P

(
+∞⋂
i=1

Ai

)
= P(A1).

因此：

P(A1)− P

(
+∞⋂
i=1

Ai

)
= P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
= lian

n→+∞
P(Bn)

= lian
n→+∞

(P(A1)− P(An)) = P(A1)− lian
n→+∞

P(An).

也就是说：

P

(
+∞⋂
i=1

Ai

)
= lian

n→+∞
P(An).

□

这两个基本性质可以看作“子集概率不大于母集”延伸到可数无穷的
情形。从中又可以推出“并集概率不大于概率之和”的延伸：

定理 5.1.2. 给定事件序列 {Ai}i∈N，则它们并集的概率满足：

P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
⩽

+∞∑
i=1

P(Ai).

证明： 可数可加性质说明，如果 {Ai}i∈N 两两不相交，那么不等号可以变
为等号。对于一般的情况，我们可以构造两两不相交的事件序列：

B1 = A1, B2 = A2 \A1, B3 = A3 \ (A1 ∪A2), B4 = A4 \ (A1 ∪A2 ∪A3), · · ·

可以验证 {Bi}i∈N 两两不相交，且
⋃+∞

i=1 Ai =
⋃+∞

i=1 Bi，于是：

P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
= P

(
+∞⋃
i=1

Bi

)
=

+∞∑
i=1

P(Bi).
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而任意 Bi 总是 Ai 的子集，所以 P(Bi) ⩽ P(Ai)。因此：

P

(
+∞⋃
i=1

Ai

)
=

+∞∑
i=1

P(Bi) ⩽
+∞∑
i=1

P(Ai).

□

5.1.1 可数无穷集合上的概率空间

既然以 N为终集的概率无法均匀分布，那么可以有怎样的概率映射呢？

从前面的讨论，我们发现，讨论 N 上的概率映射 P 的实质是讨论通项
非负的收敛无穷级数：

+∞∑
n=0

P({k}) = 1.

所以，无穷级数的性质会反映为概率映射的性质。比如，我们知道要使级数
收敛，通项必须收敛到 0，而且要收敛得足够快。因此，任何以 N 为终集
的概率映射，必然有“概率随着数增大而趋于 0”。

反过来，从任何收敛的正项级数出发，是否都可以构造概率映射，进而
构造概率空间呢？答案是肯定的。

定理 5.1.3. 概率空间存在定理 设有正项级数：

+∞∑
n=0

an = S > 0,

那么它对应一个 N 上的概率空间。即有概率映射 P 使得：

∀n ∈ N, P({n}) = an
S
.

它对应的终集是 N，知集是其幂集 Ω = 2N。
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证明： 我们要证明的是映射：

∀n ∈ N, P({n}) = an
S
.

满足作为概率映射的基本性质：

• ∀A ∈ Ω，P (A) ⩾ 0.

• P (Ω) = 1.

• ∀A ⊆ B，P (A) ⩽ P (B) .

• 给定可数个两两不相交的集合 {Ai}i∈N，

P

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

P (Ai) .

记 bn = an
S
，则级数

∑
bn 是和为 1 的正项级数。根据映射 P 的定义和

可求和数族的性质，任意事件 N 的子集对应的概率，都可以定义为基本事
件族的概率的和：

∀A ∈ Ω, P (A) =
∑
i∈A

P ({n}) =
∑
i∈A

bn.

即 P 对基本事件可数可加。

据此可以证明前面三个基本性质。首先，由于
∑

bn 是正项级数，

∀A ∈ Ω, P (A) =
∑
i∈A

bn ⩾ 0.

其次，
∑

bn 的和为 1，这说明

P (Ω) =
∑
n∈N

bn = 1.

再者，对于 A ⊆ B，由于
∑

i∈A bi 和
∑

i∈B bi 都是可求和数族，根据可
求和数组的基本性质，

P (A) =
∑
i∈A

bi ⩽
∑
i∈B

bi = P (B) .
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最后我们来证明这样的定义下，任意事件的概率都可数可加。

给定可数个两两不相交的集合 {Ai}i∈N，我们要证明：

P

(⋃
i∈N

Ai

)
=
∑
i∈N

P (Ai) .

记 B =
⋃

i∈N Ai，由于集合 Ai 两两不相交，B 中任何一个元素恰好属于某
个 Ai，没有重复没有遗漏。因此，

P (B) =
∑
k∈B

bk =
∑
n∈N

∑
i∈An

bi =
∑
i∈N

P (Ai) .

□

概率空间存在定理告诉我们，对 N 上的概率空间来说，单元集的概率
是最重要的。知道了单元集上的概率，自然能造出对应的概率空间。一般的
可数集合与 N 等势，因此也可以用以上的方法构造对应的概率空间。

5.2 离散随机变量的分布

以上提到的是概率空间中的概率。概率空间中的随机变量，是把终集
的元素映射到某个值域上的映射。随机变量给每个事件对应一个 0 与 1 之
间的数，称为它的概率。随机变量是我们研究随机事件的主要手段。讨论随
机变量时，我们也希望像讨论概率空间的概率一样，讨论它每个取值的概
率。这样，把随机变量取到各个可能值的概率合起来，叫做随机变量的概率
质量函数，也叫随机变量值的分布，或者称为随机变量遵从的分布。

举例来说，一个骰子，投掷一次，可能朝上的点数是 1, 2, 3, 4, 5, 6。把
朝上的点数作为随机变量，那么它的取值范围是集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6}，和终
集一样。所有可能的事件，分别是单元集：{1}、{2}、{3}、{4}、{5}、{6}。
这时，事件集和取值的集合，元素数量一样，都是 6。
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总点数

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6

(1,1)(1,1)

(1,2)

(2,1)

(1,3)

(3,1)

(1,4)

(4,1)

(1,5)

(5,1)

(1,6)

(6,1)

(2,2)(2,2)

(2,3)

(3,2)

(2,4)

(4,2)

(2,5)

(5,2)

(2,6)

(6,2)

(3,3)(3,3)

(3,4)

(4,3)

(3,5)

(5,3)

(3,6)

(6,3)

(4,4)(4,4)

(4,5)

(5,4)

(4,6)

(6,4)

(5,5)(5,5)

(5,6)

(6,5)

(6,6)(6,6)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36

投掷两个骰子时所有的结果以及总点数遵从的分布

如果投掷两次，把朝上点数加起来总点数作为随机变量，那么它的取
值范围是集合 {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}。而所有可能的结果，如果区分
先后次序，那么有 36 个，可以记为：

{(i, j) | 1 ⩽ i, j ⩽ 6} .

其中 (i, j) 表示第一次投掷点数为 i，第二次投掷点数为 j。于是终集有
36 个元素，取值的集合只有 11 个元素。事件对应的知集显然比只考虑总
点数对应的集合更细，比如我们可以考虑“第一次点数不超过 4，第二次
点数不小于 3”的事件。但是，如果仅仅考虑“两次投掷的总点数”这个
问题，我们可以忽略一些细节。比如 (3, 4)、(2, 5) 这些结果，对应的都是
“总点数 7 点”，因此，我们可以不去区分。换言之，我们直接给出总点
数集合 {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} 每个值对应的概率，对讨论“总点数
不超过 9”、“总点数是偶数”这样的问题，并没有影响。当然，由于不
知道 {(3, 4)}、{(2, 5)} 这些事件的概率，我们没法具体讨论“总点数是 7
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的具体原因”这种问题。但如果我们只把总点数作为随机变量，只讨论总
点数相关的某些问题，我们可以不需要这些细节，只需要知道总点数集合
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}每个值对应的概率，也就是随机变量值的分布。

设 X 是某概率空间 (Ω,Σ,P) 上的随机变量，它将 Ω 中的元素映射到
集合 S 中。如果 S 是有限或可数无限集合，并且 S 的每个值关于随机变量
的原像都是知集的元素，就说随机变量 X 是离散的。我们把这些原像作为
知集的基本事件。例如，当随机变量 X 的值域是 N 时，我们说基本事件是

Sn = {s ∈ Ω |X(s) = n}.

这些基本事件的概率满足：

+∞∑
n=0

P(Sn) = 1.

掌握了这些基本事件的概率，就掌握了离散随机变量。

要注意的是，离散随机变量所在的概率空间，终集 Ω 和 Sn 本身不一
定是可数无穷集合，可能是不可数的集合。

讨论离散随机变量值的分布，是比讨论随机变量所处的概率空间中的
事件概率更“粗略”的方式。不过，对于终集是无限集合的随机变量来说，
所有元素都单个作为事件的话，知集往往是不可数的。“过大”的知集使我
们很难直接讨论随机变量所处的概率空间中的事件概率，因此，用离散随
机变量值的分布来讨论问题，更加方便。

例子 5.2.1. 考虑不断掷硬币的独立实验，掷出正面就停止。每次掷硬币都
是一次独立事件，掷出正面的概率都是 0 < p < 1，反面的概率都是 1− p。
那么掷第 n 次时首次出现正面的概率是怎样的？

解答. 对任意正整数 n，设掷硬币第 n 次时首次出现正面，那么前 n− 1 次



5.2 离散随机变量的分布 135

都是反面。于是随机变量“首次出现正面的次数”X 遵从的分布为À：

P (X = n) = (1− p)n−1p.

因此我们讨论的是以下的分布：

∀n ∈ N, P (X = n) = (1− p)n−1p.

对所有的 n 求和：

+∞∑
n=1

P (X = n) =
+∞∑
n=1

(1− p)n−1p = p ·
+∞∑
n=1

(1− p)n−1

= p · 1

1− (1− p)
= 1.

严格来说，这是正整数集合 Z+ 上的分布。它的“通项”是一个无穷等比数
列。所以我们称它为等比分布。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4

概率 P (X = n)

. . .

随机变量值 n

系数 p = 0.4 的等比分布（只显示 n ⩽ 12 的项）

等比分布的公比为 1 − p，所以它对应一个递缩等比数列。“首项”
P (X = n) 是最大的，其后不断变小。我们可以计算“前 n 次都不出现正

À这里 P (X = n) 中的 P 其实是随机变量 X 对应的概率映射，P (X = n) 应该写成
P ({s ∈ Ω |X(s) = n})。但为了方便，我们这里用 P 直接表示随机变量值的分布。这是一
种“符号的滥用”，需要注意区分。下同。
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面”的概率：

P (前n次都不出现正面) =
+∞∑

k=n+1

P (X = k) =
+∞∑

k=n+1

(1− p)k−1p

= p(1− p)n ·
+∞∑
k=0

(1− p)k = p(1− p)n · 1

1− (1− p)

= (1− p)n.

我们还可以计算等比分布的期望：

E(X) =
+∞∑
n=1

nP (X = n) =
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1p.

于是

(1− p)E(X) =
+∞∑
n=1

n(1− p)np =
+∞∑
n=2

(n− 1)(1− p)n−1p

=
+∞∑
n=1

(n− 1)(1− p)n−1p− (1− 1)(1− p)1−1p

=
+∞∑
n=1

(n− 1)(1− p)n−1p

=
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1p−
+∞∑
n=1

(1− p)n−1p

= E(X)− 1

因此：

E(X) =
1

1− (1− p)
=

1

p
.

可以看出，等比分布的期望和 p 成反比。p 越小，期望越大。从上面的
例子来看，每次抛出正面的概率越小，首次抛出正面的次数就越大。

另一个例子和二项分布有关，涉及到不可数无穷集合的情况。
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例子 5.2.2. 某县今年平均每天有 10 名婴儿出生，估计下一年的婴儿出生
数量大致不变。那么，明年每天出生的婴儿数量如何分布？

解答. 为了简化问题，方便讨论，我们假设“婴儿出生”这件事是瞬时的，
比如我们认定剪断脐带的瞬间作为“婴儿出生”的时刻。此外，“婴儿出生”
的事件在一年、一天中“均匀发生”，即在任意很短的时间段内，事件发生
的概率和时间段长度成正比。最后，假设足够短时间段内发生多于一次“婴
儿出生”（包括多胞胎）的概率，相比发生至多一次的概率可以忽略，而且
一个婴儿在某时刻出生的概率与前后是否有其他婴儿出生无关。

在这样的假设下，如果我们把一天的时间 T 分为很多小时间段，比如
分成 n 个 T

n
长的时间段，那么当 n 足够大的时候，每段时间内要么有一次

“婴儿出生”，要么没有。这是一个 n 次二项分布。设其正面概率为 pn，那
么一天的 n 个时间段里发生 k 次事件的概率为：

P (X = k) = Ck
np

k
n(1− pn)

n−k.

其中 X 是“一天内婴儿出生数量”这个随机变量。考虑 n趋于无穷的情况。
由于我们假设事件发生的概率和时间段长度成正比，因此 npn 对应一天的
总长度，是一个与 n 无关的常数。记 a = npn，于是 pn = a

n
，而上面的概

率可以写为：

P (X = k) =
n!

k!(n− k)!

ak

nk

(
1− a

n

)n−k

=
ak

k!

n(n− 1) · · · (n− k)

nk

(
1− a

n

)n−k

=
ak

k!

(
1− 0

n

) (
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)(
1− a

n

)k (
1− a

n

)n
对给定的 k，当 n趋于无穷时，前面的

(
1− i

n

)
全趋于 1，而后面的

(
1− a

n

)n
趋于 e−a。于是整体来说，以上概率趋于：

ake−a

k!
.
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于是我们可以认为À：

∀k ∈ N, P (X = k) =
ake−a

k!
.

可以验证，所有概率都非负，它们的和为 1：

+∞∑
k=0

P (X = k) =
+∞∑
k=0

ake−a

k!

= e−a ·
+∞∑
k=0

ak

k!
= e−a · ea

= 1.

我们把这个分布叫做乍生分布，它第 k 项的形式很像指数函数展开式的第
k 项。乍生分布的取值是自然数，但它所在的概率空间是不可数的集合 R+。
以我们目前掌握的工具，只能讨论这种随机变量值的分布，无法更精细地
处理它所在概率空间的所有事件。

我们可以求随机变量 X 的期望：

E(X) =
+∞∑
i=0

kP (X = k)

=
+∞∑
i=0

k
ake−a

k!
=

+∞∑
i=1

k
ake−a

k!

= a
+∞∑
i=1

ak−1e−a

(k − 1)!
= a

+∞∑
i=0

ake−a

k!

= a.

也就是说，X 的期望是 a，符合我们的假设。我们把 a 称为乍生分布的系
数。于是该县明年每天出生的婴儿数遵从系数 a = 10 的乍生分布。

À以上的假设和推导都有不严谨之处，这里不作讨论，仅作思路的演示。有兴趣的读者
可以在专门学习概率论的时候做严格的推导。
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12 概率 P (X = n)

0 . . .

随机变量值 n

系数 a = 10 的乍生分布（只显示 n ⩽ 20 的项）

乍生分布的假设是一段时间内发生的机会“均匀”的事件：事件发生的
概率与时间段长度成正比。这有些近似于我们想要的“在无限个选项中均
匀地随机选一个”的实验。但要注意的是，它要遵循的前提假设是：事件发
生是瞬间的，与前后是否发生无关。

例题 5.2.1. 甲企业有多个供应商，每天会有供应商的载货卡车到达企业场
地卸货交付。每次卸货交付需要一个工作日。甲企业有 5 个仓库作为卸货
交付场地，每个恰好能支持一个供应商一天的卸货交付工作。如果当天到
达的供应商卡车数量太多，就要租借附近的仓库，产生的额外成本为每日
3000 元。根据历史情况估计，假设每个工作日供应商的载货卡车到达的数
量遵循系数为 4 的乍生分布，那么每天有多大的概率产生额外成本？平均
每天产生的额外成本是多少？假设从下个月开始，每日载货卡车到达的数量
遵循系数为 8 的乍生分布，为此再租新的仓库，支付每个仓库每月 5′0000

元的租金，是否划算？要租几个仓库？

解答. 按题意，每天到达的车数超过仓库个数，就要产生额外成本。因此，
我们要计算一日到达车数超过 5 的概率。一日到达车数的随机变量 X 遵循
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系数为 4 的乍生分布。因此，

P (X > 5) = 1− P (X ⩽ 5) = 1−
5∑

i=0

P (X = i)

= 1−
5∑

i=0

e−44i

i!

≈ 1− 0.0183− 0.0733− 0.1465− 0.1954− 0.1954− 0.1563

≈ 0.2149

因此，每天有 21.48% 的可能产生额外成本。

X > 5 的时候，要租 X − 5 个仓库。因此，日均需要仓库数的期望 b

为：

b =
+∞∑
i=6

(i− 5)P (X = i) =
+∞∑
i=6

iP (X = i)− 5
+∞∑
i=6

P (X = i)

= E(X)−
5∑

i=0

iP (X = i)− 5P (X > 5) = 4−
5∑

i=0

ie−44i

i!
− 5P (X > 5)

≈ 4− 0.0733− 0.2931− 0.5862− 0.7815− 0.7815− 5 · 0.2149

≈ 0.4103

每天每个仓库产生 3000 元额外成本，因此每天额外成本的期望是

3000× b ≈ 1231（元）

如果从下个月开始，每日载货卡车到达的数量遵循系数为 8 的乍生分
布，那么按照以上的方法，可以算出每天额外成本的期望是 9477 元。设每
月有 22 个工作日，那么每月额外成本期望为 20′8502 元，显然超过一个仓
库的月租。因此，需要考虑租更多的仓库。

假设新租了 m 个仓库，总仓库数变为 5 +m。日均需要额外仓库数的
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期望 b 为：

b = 4−
5+m∑
i=0

ie−44i

i!
− (5 +m)P (X > 5 +m)

= −m− 1−
5+m∑
i=0

ie−44i

i!
+ (5 +m)

5+m∑
i=0

e−44i

i!

于是每月额外成本与新仓库月租，合计成本 B 为：

B = 22× 3000× b+ 50000× (m− 5)

= 66000 ·

(
(5 +m)

5+m∑
i=0

e−44i

i!
−

5+m∑
i=0

ie−44i

i!
−m− 1

)
+ 50000 · (m− 5)

= 6′6000 ·

(
(5 +m)

5+m∑
i=0

e−44i

i!
−

5+m∑
i=0

ie−44i

i!

)
− 16000m− 316000

分别计算 m = 1, 2, 3, · · · 的情况, 得到 B 的值为：

m 5 +m B（元）
0 5 208502

1 6 205124

2 7 209806

3 8 223702

4 9 246810

5 10 278107

6 11 315955

7 12 358568

8 13 404358

9 14 452102

随着 m 增大，B 先减小后增大，最小值为 m = 1 时的 205124 元。因此，
新租一个仓库比较划算。
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上面的例子中，我们计算了给定概率分布的随机变量的期望。随机变
量的期望是对随机变量值的“加权平均数值”。对于取值于 N的离散随机变
量 X，它的期望是：

E(X) =
+∞∑
n=0

nP (X = n) .

可以看出，随机变量期望的本质是求和，所以它满足以下的性质：

• 直性：对于任意的系数 a 和 b，以及随机变量 X 和 Y：

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).

• 非负性：如果随机变量 X 的值总不小于 0，那么：E(X) ⩾ 0.

• 单调性：如果 ∀ s ∈ Ω, X(s) ⩽ Y (s)，那么 E(X) ⩽ E(Y ).

这些性质和我们熟悉的级数、积合的性质一致。

如果要估计的对象不是随机变量 X，而是关于 X 的函数：f(X)，那么
它的期望是：

E(f(X)) =
+∞∑
n=0

f(n)P (X = n) .

它表示对随机变量 X 的每个可能取值 n，计算函数 f(n) 的值，然后乘以
对应的概率 P (X = n)，最后求和。

要注意的是，不是所有的函数 f 都能保证期望存在。比如，f(x) = x2，
如果随机变量 X 的分布是 P (X = n) = 1

n2，那么期望就不存在，因为：

E(f(X)) =
+∞∑
n=1

n2 · 1
n2

=
+∞∑
n=1

1 = +∞.

使得期望存在的函数 f，通常是有界的，或者是绝对值单调递减的。比如，
f(x) = 1

x
，如果随机变量 X 的分布是 P (X = n) = 1

n2，那么期望就存在：

E(f(X)) =
+∞∑
n=1

1

n
· 1
n2

=
+∞∑
n=1

1

n3
.
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不难看出，使得期望存在的关键是让级数
∑+∞

n=0 f(n)P (X = n) 收敛，它与
f 的性质和概率质量函数的大体趋势有关。

我们介绍过随机变量的方差。随机变量的方差是对随机变量值的“离
散程度”的估计。它的定义是：

Var(X) = E((X − E(X))2) =
+∞∑
n=0

(n− E(X))2P (X = n) .

要注意的是，上式里的期望 E(X)是一个数，不需要和方差同时计算。方差
的计算需要先计算 E(X)，然后再计算每个可能取值与期望的差的平方，乘
以对应的概率，最后求和。

例如，我们可以计算等比分布的方差。设随机变量 X 遵从系数为 p 的
等比分布，那么它的方差是：

Var(X) = E((X − E(X))2) =
+∞∑
n=0

(
n− 1

p

)2

P (X = n)

=
+∞∑
n=1

(
n− 1

p

)2

(1− p)n−1p

=
+∞∑
n=1

(
pn2 − 2n+

1

p

)
(1− p)n−1

= p
+∞∑
n=1

n2(1− p)n−1 − 2
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1 +
1

p

+∞∑
n=1

(1− p)n−1

= p · 2− p

p3
− 2 · 1

p2
+

1

p
· 1

1− (1− p)

=
2− p

p2
− 2

p2
+

1

p2

=
1− p

p2
.
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又比如，设随机变量 X 遵从系数为 a 的乍生分布，那么它的方差是：

Var(X) = E((X − E(X))2) =
+∞∑
n=0

(n− a)2 P (X = n)

=
+∞∑
n=0

(n2 − 2an+ a2)
ane−a

n!

=
+∞∑
n=0

n2a
ne−a

n!
− 2a

+∞∑
n=0

n
ane−a

n!
+ a2

+∞∑
n=0

ane−a

n!

= a2 + a− 2a2 + a2

= a.

随机变量 X 的方差是 X−E(X)平方的期望，因此根据期望的非负性，
取值为实数的随机变量，方差总大于等于 0。

一般来说，随机变量是否总有方差？并不一定。有限集合上的随机变量
总有方差，但在无限集合上，随机变量的方差可能不存在。比如，N上的随
机变量 X 有方差，当且仅当级数：

+∞∑
n=0

n2P (X = n)

收敛。这与随机变量的分布有关。

思考 5.2.1.
1. N 上的实随机变量 X 的值总大于等于零，但它的期望等于 0，那么

它什么时候大于 0？它大于 0 的概率是多少？它能不能有大于 0 的值？
2. N 上的实随机变量 X 的方差等于 0，它的值有什么性质？
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5.2.1 随机变量的方望

上面的计算中我们发现，要计算遵从某个随机分布的随机变量 X 的函
数 f(X) 的期望，比如其方差，我们需要计算以下形式的级数：

+∞∑
n=0

n1P (X = n) ,
+∞∑
n=0

n2P (X = n) ,
+∞∑
n=0

n3P (X = n) , . . .

我们把这样的级数称为随机分布的方望。方望是对随机变量值的某种“平
均值”的估计。设随机变量 X 的分布为 P (X = n)，那么它的第 k 次方望
定义为：

µk = E(Xk) =
+∞∑
n=0

nkP (X = n) .

方望的定义与期望类似，但它是对随机变量值的 n 次方的加权平均。显然，
一次方望就是期望，而 0 次方望总是 1。

给定随机变量的分布，如何计算方望呢？观察 k 次方望的定义，我们
可以考虑以下由无穷级数定义的函数：

∀0 ⩽ x ⩽ 1, µ(x) =
+∞∑
n=0

P (X = n) xn.

不难证明我们用来定义函数的级数对 0 ⩽ x ⩽ 1 收敛，因此函数 µ 契义，
且 µ(1) = 1。我们可以通过对这个级数求微变来计算方望。对 µ(x) 求 k 次
微变：

µ(k)(x) =
+∞∑
n=0

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)P (X = n) xn−k.

如果我们令 x = 1，那么：

∂kµ(1) =
+∞∑
n=0

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)P (X = n) .
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n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) 是一个关于 n 的首一 k 次多项式，因此可以
表示成 nk 和 1, n, · · · , nk−1 的直组合：

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) = nk +
k−1∑
i=0

ain
i.

于是，

∂kµ(1) =
+∞∑
n=0

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)P (X = n)

=
+∞∑
n=0

(
nk +

k−1∑
i=0

ain
i

)
P (X = n)

=
+∞∑
n=0

nkP (X = n) +
k−1∑
i=0

ai

+∞∑
n=0

niP (X = n)

= µk +
k−1∑
i=0

aiµi.

于是我们可以用递推的方式得到 µk：

∀k ∈ Z+, µk = ∂kµ(1)−
k−1∑
i=0

aiµi.

这种方法称为母函数法。其中用到的函数 µ 称为概率分布对应的母函
数。用母函数法，我们可以计算等比分布的二次方望。设立等比分布的母函
数：

µ(x) =
+∞∑
n=1

(1− p)n−1pxn = px

+∞∑
n=0

((1− p)x)n−1 =
px

1− (1− p)x
, 0 < x < 1.

对 µ(x) 求微变：

∂µ(x) =
p(1− (1− p)x) + px(1− p)

(1− (1− p)x)2
=

p

(1− (1− p)x)2
.

于是：
∂µ(1) =

p

(1− (1− p))2
=

p

p2
=

1

p
.
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回到一次微变的级数表达式：

∂µ(1) =
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1p1n−1 =
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1p = µ1,

因此一次方望就是
1

p
。

对 ∂µ(x) 再求微变：

∂2µ(x) = ∂
p

(1− (1− p)x)2
=

p(2(1− (1− p)x)(1− p))

(1− (1− p)x)4
=

2p(1− p)

(1− (1− p)x)3
.

于是：

∂2µ(1) =
2p(1− p)

(1− (1− p))3
=

2− 2p

p2
.

回到二次微变的级数表达式：

∂2µ(1) =
+∞∑
n=1

n(n− 1)(1− p)n−1p =
+∞∑
n=1

n2(1− p)n−1p−
+∞∑
n=1

n(1− p)n−1p

= µ2 − µ1.

所以二次方望是：

µ2 = ∂2µ(1) + µ1 =
2− 2p

p2
+

1

p
=

2− p

p2
.

根据一次方望、二次方望的值，就可以算出等比分布的方差。

以上的计算里，我们用到了无穷级数为值的函数的微变。我们一方面
将级数和作为 x 的函数直接求微变，另一方面又在级数中对每一项求微变，
然后说每一项微变的和就是函数的微变。为什么可以这样计算呢？这涉及
到通项是函数的无穷级数的性质。我们将在下一册继续研究。

思考 5.2.2.
1. 是否有值的分布相同，但在概率空间中的分布不同的随机变量？如

果有，举出例子。
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2. 乍生分布的例子里，为什么可以假设足够短时间内发生多于一次事
件的概率，相比发生至多一次的概率，可以忽略？

3. 给定无限集合 Ω 及其分划 Ω =
∑

i∈N Sn，给定收敛正项级数
∑

an，
其级数和为 1。是否有随机变量 X 和概率映射 P，使得：

∀n ∈ N, X(−1)(n) = Sn, P (Sn) = an ?

习题 5.2.1.
1. 给定 0 < p < 1，
1.1. 计算 S2 =

∑+∞
n=1 n(n− 1)(1− p)n−1p。

1.2. 随机变量 X 遵从系数为 p 的等比分布，计算它的方差：

Var(X) = E(X − E(X))2.

2. 计算乍生分布的二次方望，并用它来验证乍生分布的方差公式。

5.3 多维离散随机变量

5.3.1 联合分布与边际分布

在实际问题中，我们常常需要同时研究多个随机变量的行为。设 X 和
Y 是定义在同一概率空间上的两个离散随机变量，如何来描述它们共同的
结果呢？我们用称为联合分布或联合概率质量函数的映射 PX,Y 来描述：

∀x, y ∈ Ω, PX,Y (x, y) = P ({X = x且 Y = y})

映射 PX,Y 要成为随机变量的联合分布，须满足两条基本性质：

• 非负性：∀x, y ∈ Ω, pX,Y (x, y) ≥ 0

• 归一性：
∑
x∈Ω

∑
y∈Ω

pX,Y (x, y) = 1。
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联合分布 PX,Y 描述了两个随机变量同时取特定值的概率。它可以看作是一
个二维表格，其中每个单元格对应于某一对 (x, y) 的概率。

由两个随机变量的联合分布可推导出每个随机变量自身的分布，称为
边际分布：

PX(x) = P (X = x) =
∑
y∈Ω

PX,Y (x, y)

PY (y) = P (Y = y) =
∑
x∈Ω

PX,Y (x, y)

这里求和遍历另一随机变量的所有可能取值。边际分布反映了单个随机变
量的概率特性，不再考虑与其他随机变量的关联。

例子 5.3.1. 考虑投掷两枚均匀骰子的试验。令 X 为第一枚骰子的点数，Y

为第二枚骰子的点数。其联合分布为：

∀x, y ∈ N, PX,Y (x, y) =

 1
36
如果1 ≤ x ≤ 6, 1 ≤ y ≤ 6

0 其他情况

X 的边际分布为 ∀x ∈ [[1, 6]], PX(x) =
1
6
，这正是单枚骰子的均匀分布。

令 X 为第一枚骰子的点数，Z 为两枚骰子的点数之和。其联合分布为：

∀x, z ∈ N, PX,Z(x, z) =

 1
36
如果1 ≤ x ≤ 6, x+ 1 ≤ z ≤ x+ 6

0 其他情况

X 的边际分布仍为 ∀x ∈ [[1, 6]], PX(x) =
1
6
。而 Z 的边际分布为：

PZ(z) =


z−1
36

如果2 ≤ z ≤ 7

13−z
36

如果8 ≤ z ≤ 12

0 其他情况
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5.4 条件随机变量和独立性

我们学习过条件概率和事件的独立性。条件概率让我们描述在已知一
个事件发生的情况下，另一个事件发生的概率。而事件之间的独立性则是
指一个事件是否发生，不影响另一个事件发生的概率。如果事件 A,B 相互
独立，那么 B 发生时 A 发生的概率应该和 A 发生的概率一样。也就是说，

P(A) = P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

即：
P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

给定概率空间中概率不为 0 的随机事件 A，我们也可以定义离散随机
变量 X 在 A 发生时的条件随机变量 X|A，它的概率分布称为 A 时 X 的
条件分布：

∀x ∈ Ω, PA(X = x) = P (X = x|A) = P({X = x} ∩ A)

P(A)
.

要注意的是，条件分布的定义依赖于事件 A 的发生，因此它是一个新的随
机变量，其取值范围和原随机变量 X 相同，但概率分布不一定相同。

我们还可以依此定义依赖于随机变量的条件随机变量。观察到其中一
个随机变量的取值时，另一个随机变量的分布会随之改变。具体来说，设
X,Y 是随机变量。X|Y = y 表示概率不为 0 的事件 Y = y 发生时 X 的条
件随机变量，它的条件分布为：

PY (X = x|y) = P (X = x|Y = y) =
P({X = x} ∩ {Y = y})

P(Y = y)

条件分布具有归一性
∑

x P(X = x|A) = 1，其期望称为 A 时 X 的条件期
望：

E(X|A) =
∑
x∈Ω

x · P(X = x|A).

类似可以定义条件随机变量的方差、方望。
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例子 5.4.1. 连续抛掷同一枚硬币三次。假设每次出现正面和反面的概率相
同。定义随机变量：

X =

1 第一次正面

0 第一次反面
, Y =正面出现的总次数

那么 Y = 1 时 X 的条件分布为：

P (X = 0|Y = 1) =
P({X = 0} ∩ {Y = 1})

P(Y = 1)
=

2
8
3
8

=
2

3
,

P (X = 1|Y = 1) =
P({X = 1} ∩ {Y = 1})

P(Y = 1)
=

1
8
3
8

=
1

3
,

X 的条件期望：E(X|Y = 1) = 0× 2

3
+ 1× 1

3
=

1

3
。

我们学习过两个随机事件相互独立的定义。事件 A 独立于 B，是指 A

发生的概率不受 B 的影响。也就是说，

P(A) = P(A |B) =
P(A ∩ B)

P(B)
.

同理，给定有限集合 S 上的两个随机变量 X 和 Y，X 独立于 Y，就是说
对任意 X 可能的取值 x，事件 X = x的概率不受 Y 的影响。也就是说，Y

取不同的值时，事件 X = x 总独立于事件 Y = y：

∀x, y ∈ Ω, P(X = x) = P(X = x |Y = y) =
P({X = x} ∩ {Y = y})

P(Y = y)
.

换句话说：

∀x, y ∈ Ω, P ({X = x} ∩ {Y = y}) = P (X = x) · P (Y = y)

只要X,Y 的联合分布可分解为边际分布的乘积：PX,Y (x, y) = PX(x)·PY (y)，
就说 X 和 Y 相互独立。要注意的是，使用条件分布定义独立性时，需要确
保 P (Y = y) 不为 0，但 P (Y = y) = 0 的情况是可能的。因此，我们一般
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采用“联合分布可分解为边际分布的乘积”来定义随机变量相互独立。用条
件分布定义的独立性仅用来帮助理解。使用“联合分布可分解为边际分布
的乘积”定义独立性，说明“独立”是相互的关系。X 独立于 Y，则 Y 独
立于 X。反之亦然。本质上来说，两个随机变量相互独立，意味着一个变
量的取值不影响另一个变量的分布规律。

例子 5.4.2. 之前连续抛掷硬币的例子里，事件 X = 0 和 Y = 1 相互不独
立，因为：

P ({X = 0} ∩ {Y = 1}) = 1

4
6= P (X = 0)P (Y = 1) =

1

2
· 3
8
=

3

16

而随机变量 X 与 Y 相互也不独立，因为 Y 的值依赖于第一次抛掷的结果。
我们可以这样验证：

P ({X = 1} ∩ {Y = 0}) = 0 6= P (X = 1)P (Y = 0) =
1

2
· 1
8
=

1

16
.

设随机变量 X,Y 相互独立，我们来计算 XY 的期望：

E(XY ) =
∑
x,y∈Ω

xyP ({X = x} ∩ {Y = y}) =
∑
x,y∈Ω

xyP (X = x)P (Y = y)

=

(∑
x∈Ω

xP (X = x)

)(∑
y∈Ω

yP (Y = y)

)
= E(X)E(Y ).

相互独立的两个随机变量，其乘积的期望等于它们各自期望的乘积。这是
一个非常有用的结论。

要注意的是：这个结论反过来并不成立。即使两个随机变量的乘积的
期望等于它们各自期望的乘积，也不能说明它们一定相互独立。下面是一
个简单的反例：设随机变量 X 是取值为 {−1, 0, 1} 的均匀分布，取每个值
的概率都是

1

3
。设 Y = X2，那么 X,Y 的联合分布为：

Y = 0 Y = 1

X = −1 0 1
3

X = 0 1
3

0
X = 1 0 1

3
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根据联合分布可以计算 XY 的期望：

E(XY ) = (−1) · 0 · 0+ (−1) · 1 · 1
3
+ 0 · 0 · 1

3
+ 0 · 1 · 0+ 1 · 0 · 0+ 1 · 1 · 1

3
= 0.

计算 Y 的边际分布：P (Y = 0) = 1
3
, P (Y = 1) = 2

3
。计算 X,Y 的期望：

E(X) = 0, E(Y ) = 2
3
。因此 X,Y 期望的乘积：

E(X) · E(Y ) = 0 · 2
3
= 0 = E(XY ).

但 X,Y 并不相互独立，因为：

P ({X = 0} ∩ {Y = 0}) = 1

3
6= P (X = 0)P (Y = 0) =

1

3
· 0 = 0.

从联合分布的表格来看，显然 Y 的分布受 X 取值影响而变化，X 的分布
也受 Y 取值影响而变化，因此它们并不相互独立。

5.4.1 协方差与相关系数

随机变量相互不独立时，我们想要“测量”它们之间的关联程度。协方
差就是一种度量随机变量之间有多么相关的方法。随机变量 X,Y 的协方差
Cov 定义为：

Cov(X,Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))

它可以简化为：
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

协方差的想法来自方差。显然，如果 X = Y，那么 X,Y 的协方差就是 X

的方差。取值为实数的随机变量，方差总是非负数。和方差不同的是，协方
差可以是正数、负数或零。它的正负表示了随机变量之间的关系的“方向”：

• 如果 Cov(X,Y ) > 0，则 X 和 Y 趋向于同向变化，即当 X 增大时，
Y 也倾向增大。它们之间的关系类似正系数的正比例关系，我们说 X

和 Y 正相关。
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• 如果 Cov(X,Y ) < 0，则 X 和 Y 趋向于反向变化，即当 X 增大时，
Y 倾向减小。它们之间的关系类似于负系数的正比例关系，我们说 X

和 Y 负相关。
• 如果 Cov(X,Y ) = 0，则 X 和 Y 之间没有类似正比例的方向性关系。

这种“方向”来自于实数轴的方向，即实数集的序关系。但这种“方向”是
X,Y 把 Ω 的元素“投影”在实数轴上的结果，因此只能反映随机变量的部
分性质。协方差等于零，并不意味着随机变量之间没有任何关系。

协方差具有以下基本性质：

• 若 X,Y 相互独立，则 Cov(X,Y ) = 0

• ∀a, b, c, d ∈ R, Cov(aX + b, cY + d) = ac · Cov(X,Y )

• Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2Cov(X,Y )

可以看到，协方差的值依赖于随机变量自身的尺度和离散程度，因此
它的数值不易直接比较。比如，如果把 X 和 Y 分别乘以某个系数，变为
100X 和 1000Y，那么协方差将变成原来的 10′0000倍。为了消除这种影响，
我们引入相关系数。相关系数定义为：

ρX,Y =
Cov(X,Y )

σXσY

其中 σX =
√

Var(X), σY =
√

Var(Y )。

实随机变量的相关系数总介于 −1 和 1 之间。证明如下：

ρ2X,Y =
Cov2(X,Y )

σ2
Xσ

2
Y

=
E2((X − E(X))(Y − E(Y )))

Var(X)Var(Y )

=
E2((X − E(X))(Y − E(Y )))

E((X − E(X))2)E((Y − E(Y ))2)

构造关于实数 t 的二次函数：

f(t) = E(((X − E(X)) + t(Y − E(Y )))2)

= E((X − E(X))2) + 2tE((X − E(X))(Y − E(Y ))) + t2E((Y − E(Y ))2).
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f(t) 是随机变量 (X − E(X)) + t(Y − E(Y )) 的平方的期望。对任意实数 t，
(X −E(X))+ t(Y −E(Y )) 的平方总大于等于 0，因此，根据期望的非负性，
f(t) 总大于等于 0。这说明作为二次函数，它的判别式小于等于 0：

0 ⩾ ∆ = 4E2((X − E(X))(Y − E(Y )))− 4E((X − E(X))2)E((Y − E(Y ))2)

于是得到：

E((X − E(X))2)E((Y − E(Y ))2) ⩾ E2((X − E(X))(Y − E(Y )))

1 ⩾ E2((X − E(X))(Y − E(Y )))

E((X − E(X))2)E((Y − E(Y ))2)
= ρ2X,Y

这说明：

−1 ⩽ ρX,Y ⩽ 1.

另外要注意的是：相关系数的分母是随机变量的方差，所以要求随机
变量方差不为零。对取值为实数的随机变量，就是要求它不为常数。

例子 5.4.3. 设随机变量 X 和 Y 的联合分布为：

Y = 0 Y = 1

X = 0 0.3 0.2
X = 1 0.1 0.4

边际分布：P (X = 0) = P (X = 1) = 0.5, P (Y = 0) = 0.4，P (Y = 1) = 0.6。

计算协方差：

E(XY ) = (0 · 0) · 0.3 + (0 · 1) · 0.2 + (1 · 0) · 0.1 + (1 · 1) · 0.4 = 0.4

E(X) = 0.5, E(Y ) = 0.6

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 0.4− 0.5× 0.6 = 0.1
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方差：Var(X) = E(X2) − E2(X) = 0.25, Var(Y ) = E(Y 2) − E2(Y ) = 0.24，
相关系数：

ρX,Y =
Cov(X,Y )√

Var(X) · Var(Y )
=

0.1√
0.25× 0.24

=
0.1√
0.06

≈ 0.408

这表明 X 和 Y 中度正相关。

思考 5.4.1.
1. 协方差和相关系数的性质让你想到哪个学过的概念？对比相关概念，

讨论它们的共同之处。
2. 除了协方差和相关系数，还有哪些方法来表示两个随机变量的关联？

做一个调查并选其中一种方法进行了解。它和协方差（相关系数）相比，有
哪些不同？

习题 5.4.1.
1. 设随机变量 X 和 Y 的联合分布为：

Y = 0 Y = 1

X = 0 0.2 0.3
X = 1 0.1 0.4

计算协方差和相关系数。 2. 设随机变量 X 和 Y 的联合分布为：

∀m,n ∈ N, PX,Y (m,n) =
e−a−bambn

m!n!

2.1. 计算 X 和 Y 的边际分布。
2.2. X 和 Y 是否相互独立？
2.3. 计算 X 和 Y 的期望和方差。
2.4. 计算 X 和 Y 的协方差和相关系数。



附录 A 复数

1.1 复数与方程

定理 1.1.1. 代数基本定理
次数大于零的复系数整式至少有一个复数根。

证明： 设 P 是次数大于零的整式：

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n.

其中 a0, a1, · · · , an 是复数，an 6= 0。我们要证明：有复数 z0 ∈ C，使得
P (z0) = 0。

对整式 P 取模：

|P (x)| = |a0 + a1x+ · · ·+ anx
n|.

根据三角形边长的关系，我们知道：

|P (x)| ⩾ |an||x|n − |a0| − |a1||x| − · · · − |an−1||x|n−1.

因此，当 |x| 趋于正无穷时，|P (x)| 趋于正无穷。因此，根据整式函数的连
续性，x 7→ |P (x)| 在定义域内取到最小值À。

À这个结论将在后面的学习中学到。本书不作证明。

157
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设 z0 是取最小值的点。我们希望证明：|P (z0)| = 0。

通过平移的方法，我们可以假设 z0 = 0。于是 P (z0) = a0。我们考虑以
z0 为圆心的单位圆：

S1 = {ω ∈ C | |ω| = 1}

按 z0 定义，我们有这样的关系：

∀ r > 0, ω ∈ S1, |P (rω)|2 − |P (z0)|2 ⩾ 0.

设 k 是 a1, a2, · · · , an 等系数中不等于零的系数里下标最小的，那么
1 ⩽ k < n。我们可以将 P 表示成：

P (x) = a0 + xkQ(x).

其中 Q 是次数为 n− k 的整式。按定义，Q(0) = ak 6= 0。

于是上面的不等关系变为：

0 ⩽ |a0 + rkωkQ(rω)|2 − |a0|2

= 2rk<(a0ωkQ(rω)) + r2k|Q(rω)|2

k ⩾ 1，于是当 r 趋于 0 的时候，r2k 是 rk 的高阶无穷小。因此为了上式总
成立，需要有

∀ r > 0, ω ∈ S1, <(a0ωkQ(rω)) ⩾ 0.

令 r 趋于 0，就有

∀ ω ∈ S1, <(ωka0Q(0)) ⩾ 0.

记 α = a0Q(0)。α ∈ C是定值。前面不等式说明，当 ω 在单位圆 S1 上
取值时，ωkα 的实部总大于等于零。我们尝试用 S1 上的不同 ω 代入上面
不等式，得到 α 的限制条件。
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从平面向量的角度来看，ωkα 的实部就是 ωk 和 α 的点积。它的实部
大于等于零，就是说 ωk 和 α 张成的角度不超过直角。比如，ωk 指向北，α

就要指向东北或西北，不能指向东南或西南。

然而，ω 沿着 S1 转动的时候，ωk 可以指向任意方向，这就对 α 的方
向提出了严格的要求。

将 ω = 1代入，这时 ωk = 1，于是 ωkα的实部就是 α的实部：<(α) ⩾ 0。

再令 ω 为 ωk = −1 的解，于是：<(α) ⩽ 0。

综上可知 α 的实部为零。

类似地，令 ω为 ωk = ±ı的解，将其代入，就得到 =(α) ⩾ 0，=(α) ⩽ 0。
于是，可知 α 的虚部为零。

这说明 α = 0。而 α = a0Q(0)，但按定义 Q(0) 6= 0，所以 a0 = 0，也
就是说 a0 = 0。换句话说：

P (z0) = P (0) = a0 = 0.

这样，我们就证明了 P 有复数根。

最后说明以上的 ω 总存在。首先，我们可以简单地用极坐标来推得这
些解。比如 ωk = −1 的一个解是

(
1, π

k

)
。

为了更明确地给出这些解，我们可以记 k = 2jm，其中 j 是自然数，m

是奇数。我们知道 z2 = a+ bı的解可以经过开方和四则运算得到。因此，重
复 j 次，可以求出 z2

j
= ±ı 的解，记为 ȷ+ 和 ȷ−。于是

ȷk+ =
(
ȷ2

j

+

)m
= ım, ȷk− =

(
ȷ2

j

+

)m
= (−ı)m = −ım.

m 是奇数，这说明两者 ım 和 −ım 一个是 ı，一个是 −ı，于是 ȷ+ 和 ȷ− 分
别是 ωk = ±ı 的解。

□
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从代数基本定理出发，立刻可以得到以下结论：

定理 1.1.2. 整式有根定理
一元复系数整式所有的根都在复数域里。n 次复系数整式 P 可以写成：

P (x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn).

其中 a, z1, z2, · · · , zn 是复数，a 6= 0。

证明： 使用归纳法。命题 P(n)：次数为 n的一元复系数整式的所有根都在
复数域里，n 次复系数整式 P 可以写成：

P (x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn).

其中 a, z1, z2, · · · , zn 是复数，a 6= 0。

命题 P(0)、P(1) 显然成立À。假设命题对小于 n 的正整数成立，下面
证明命题 P(n) 成立。

设有次数为 n 的一元复系数整式 P，根据代数基本定理，它在复数域
里至少有一个根，记为 zn。则通过带余除法可知：

P (x) = (x− zn)Q(x).

其中 Q 是次数为 n− 1 的复系数整式。因此根据归纳假设，Q 的所有根都
在复数域里，Q 可以写成：

Q(x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn−1)

其中 a, z1, z2, · · · , zn−1 是复数，a 6= 0。因此，

P (x) = (x− zn)Q(x)

= a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn−1)(x− zn).

À常数整式没有根，即根的集合是空集，因此在“根的集合是复数域子集”的意义上来
说是成立的。或者说，“只要有根，就在复数域里”。
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其中 a, z1, z2, · · · , zn 是复数，a 6= 0。于是命题 P(n) 成立。

综上所述，任何一元复系数整式所有的根都在复数域里。n次复系数整
式 P 可以写成：

P (x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn).

其中 a, z1, z2, · · · , zn 是复数，a 6= 0。

□

既然复系数整式所有的根都在复数域里，实系数整式的系数都是实数，
也是复数，因此实系数整式所有的根也都在复数域里。同样，有理系数、整
系数的整式，所有的根也都在复数域里。可以说，复数域里可以找到所有整
式方程的根。所有的代数数都在复数域里。因此，我们说复数域是代数封闭
的。

不过，复数里并不是只有代数数。很多复数不是任何整式方程的根。换
句话说，对于整式方程来说，复数域“太大了”。如果复数 z 不是任何整式
方程的根，就说它是超越数。数学家已经证明，圆周率 π 和自然指数的底
e 都是超越数。

有了整式有根定理，我们可以更进一步研究整式方程。

设 P 是一元 n 次实系数整式方程。如果 n 是奇数，那么通过分析实函
数 x 7→ P (x) 的性质，可以证明它至少有一个实数根。

考虑整式函数：

P : x 7→ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

实数 x 趋于正负无穷时，xn 是其他项的高阶无穷大。因此，x 足够大时，
P (x) 的正负由 anx

n 这一项决定。

n 是奇数时，xn 的正负随着 x 的正负变化，因此 anx
n 要么在负无穷

处趋于负无穷，在正无穷处趋于正无穷；要么反过来，在负无穷处趋于负无
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穷，在正无穷处趋于正无穷。对任何一种情况，都可以找到 a < 0 < b，使
得 P (a)和 P (b)异号。这说明 P 在区间 (a; b)上有根。我们可以把 P 写成：

P (x) = (x− xn)Q(x).

其中 xn 是 P 的根，Q 是偶数次的整式。

实系数整式 P 的次数 n 是偶数时，不一定有实数根。但根据整式有根
定理，它有复数根，可以写成：

P (x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn).

其中 a, z1, z2, · · · , zn 是复数，a 6= 0。

a 就是 P 的最高次项，因此是实数。考虑任意实数 x，P (x) 也是实数，
因此等于它的共轭。取共轭，可以发现：

a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn) = P (x) = P (x).

其中实数的共轭等于自身，于是

P (x) = a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn)

= a(x− z1)(x− z2) · · · (x− zn).

这说明 P 的根的共轭仍然是它的根。

定理 1.1.3. 虚根成对定理 如果复数 z 是实系数整式 P 的根，那么它的共
轭 z 也是 P 的根。

虚根成对定理说明，偶数次实系数整式 P 的根要么是实数，要么是成
对出现的，每对根互为共轭À。

À详细证明留作习题 2。
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如果 P 的根 zi 不是实数，那么二次式 (x − zi)(x − zi) 是 P 的因式。
将其展开，可以得到：

(x− zi)(x− zi) = x2 − (zi + zi) + zi · zi
= x2 − 2<(zi)x+ |zi|2

设 P 的根中有 m 对共轭的实数，其余的 n− 2m 个根是实数根。那么
P 可以写成：

P (x) = aR(x)I(x).

其中 R(x) 是 n− 2m 次整式，可以写成一次式的乘积：

R(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−2m),

其中 x1, x2, · · · , xn−2m 是实数。I(x) 是 2m 次整式，可以写成实系数二次
式的乘积：

I(x) = (x2 − 2<(z1)x+ |z1|2) · · · (x2 − 2<(zm)x+ |zm|2)

综上所述，任何一元实系数整式 P 总可以写成实系数一次式和无实数
根的实系数二次式的乘积。

P (x) = a
n−2m∏
i=1

(x− xi)
m∏
i=1

(x2 − bix+ ci).

习题 1.1.1.
1. 直观地说明代数基本定理的证明思路。
2. 设 P 是次数大于零的实系数整式。
2.1. 说明 P 的根的共轭仍然是它的根。
2.2. 设 z 是 P 的根，且 z 不是实数，证明：

P (x) = (x− z)(x− z)Q(x),
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其中 Q 是实系数整式。
2.3. 用归纳法证明：偶数次实系数整式 P 的根要么是实数，要么是成

对出现的，每对根互为共轭。
3. 设 n 为正整数，考虑多项式：

Pn(x) = xn + xn−1 + · · ·+ x+ 1.

3.1. 求多项式 Pn 的所有根。
3.2. 设 k 是正整数，求

∑n−1
i=0 cos

(
2kiπ
n

)
的值。

4. 设 a 为实数，考虑多项式 Pa(x) = x3 − 3x+ a。
4.1. 画出 Pa 的曲线，用 a 表示它的极大值、极小值点。a 变化时，曲

线如何变化？
4.2. a 取什么值的时候，Pa 有重根？在此情况下，求出它所有的根。
5. 设 n 为正整数。给定 n+ 1 个两两不同的实数 x0, x1, · · · , xn，以及

n+ 1 个实数 y0, y1, · · · , yn。
5.1. 考虑多项式：

Li(x) =
∏
k ̸=i

(x− xi)

(xk − xi)
.

Li 是以除 xi 以外的 n 个数作为根的多项式。考虑多项式：

P (x) =
n∑

i=0

yiLi(x).

证明：对任意 0 ⩽ i ⩽ n，P (xi) = yi。我们称这样的多项式 P 为插值多项
式。P 刚好穿过 n+ 1 个指定的点：(x0, y0)、(x1, y1)，……(xn, yn)。

5.2. 证明：上一问中，次数不超过 n 的插值多项式 P 是唯一的。
5.3. 证明 (Li)0⩽i⩽n 是 Rn[x] 的基底。
5.4. 设有复系数整式 P。如果对任意有理数 x，P (x) 都是有理数，证

明：P 的系数都是有理数。
6. 整式 P 满足：P (0) = 0，且 P (x2 + 1) = P (x)2 + 1。
6.1. 求数列 {un}n∈N，使得 P (un) = un 总成立。
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6.2. 求所有满足条件的整式 PÀ。
7. 考虑整式序列 {Tn}n∈N：T0 = 1，T1 = x，且：

∀n ∈ N, Tn+2(x) = 2xTn+1(x)− Tn(x).

7.1. 写出 T2 和 T3 的具体形式。
7.2. 证明：Tn 是 n 次整式，最高次项系数为 2n−1。
7.3. 证明：对任意实数 θ，任意自然数 n，

Tn(cos θ) = cos (nθ).

我们称 Tn 为 n 次余弦多项式。
7.4. 证明：Tn 的所有根在区间 (−1; 1) 上，且两两不同。
7.5. 证明：对任意自然数 n，可以找到整式 Un，使得：

∀θ ∈ R, Un(cos θ) sin θ = sin ((n+ 1)θ).

并说明 Un 和 Tn 的关系。我们称 Un 为 n 次正弦多项式。
7.6. 证明：

∀n ∈ N, x ∈ R, (1− x2)∂2Tn(x)− x∂Tn(x) + n2Tn(x) = 0.

8. 设 n 为正整数，P 为 n 次整式，最高次项系数为 a。
8.1. 求余弦多项式 Tn 在区间 [−1; 1] 上绝对值的最大值，以及相应的

极值点。
8.2. 记 b 为集合 {|P (x)| | x ∈ [−1; 1]} 的上确界。证明：b ⩾ |a|

2n−1
Á。

8.3. 以上结论说明了余弦多项式的什么特性？你认为这种特性可以有
什么用途？

À提示：考虑整式 Q(x) = P (x)− x。
Á提示：考虑 Q(x) = 2n−1P (x)− aTn(x) 在使 Tn 绝对值最大的点的值。
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1.2 复数与不等式

我们学习过有理数和实数的不等式。有理数和实数的基本不等关系之
一是“负负得正”，即两个负数的积是正数。从这一点出发可以得到很多不
等式。比如重要的不等式：任何数的平方大于等于零。

对复数来说，这个不等式不再成立。因此，依赖这个不等式的很多不等
式，在复数范围内也要重新考虑。其中包括内积不等式：

∀a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn ∈ R,

(
n∑

i=1

a2i

)
·

(
n∑

i=1

b2i

)
⩾
(

n∑
i=1

aibi

)2

.

回顾内积不等式的证明，我们发现，内积不等式也建立在“平方不小于
零”上。对于多元有序数组 (a1, a2, · · · , an) 和 (b1, b2, · · · , bn)，

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b
2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

= (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(aibj − ajbi)
2

⩾ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2

复数是否也有这样的不等式呢？

对于复数来说，上式中形如 (aibj−ajbi)
2 的平方项不再大于等于零，因

此以上方法对复数无效。但我们知道，复数的模长不小于零。因此：

0 ⩽ |x− y|2 = |x|2 + |y|2 − xy − xy.
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于是给定复数组 (a1, a2, · · · , an) 和 (b1, b2, · · · , bn)，可以得到不等式：

∀t ∈ C, 0 ⩽
n∑

i=1

|ai − tbi|2

=
n∑

i=1

|ai|2 +
n∑

i=1

|tbi|2 −
n∑

i=1

ai · tbi −
n∑

i=1

ai · tbi

=
n∑

i=1

|ai|2 + |t|2
n∑

i=1

|bi|2 − t
n∑

i=1

aibi − t
n∑

i=1

aibi

记：
n∑

i=1

|ai|2 = A,
n∑

i=1

|bi|2 = B,
n∑

i=1

aibi = Q,

那么上式可以写为：

∀t ∈ C, A+B|t|2 − tQ− tQ ⩾ 0.

注意到 A,B 都是非负实数。如果 B 6= 0，那么令

t =
Q

B
.

分母 B 是实数，所以 t 的共轭就是分子的共轭：

t =
Q

B
,

于是：

0 ⩽ A+B|t|2 − tQ− tQ = A+B · |Q|
2

B2
−Q · Q

B
−Q · Q

B
= A− |Q|

2

B
.

这说明：
A · B ⩾ |Q|2.

即： (
n∑

i=1

|ai|2
)
·

(
n∑

i=1

|bi|2
)

⩾
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣
2

.
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如果 B = 0，说明所有 bi 都是 0，上式仍然成立。

这就是复数的内积不等式。等号成立当且仅当 ai − tbi 总是 0，即：

∀1 ⩽ i ⩽ n, ai =

bi

n∑
j=1

ajbj

n∑
j=1

|bj|2
.

或所有 bi 都是 0。

思考 1.2.1.

1. 证明中为什么会想到考察
n∑

i=1

|ai − tbi|2？

2. 复数的内积不等式和实数的内积不等式有什么相同点，有什么不同
点？等号成立的条件有什么不同？

3. 复数的内积不等式是否也对应某种内积？它对应的角度是怎样的？
在什么空间里？

4. 无穷多个实数或复数是否也有内积不等式？它是什么样的？你能证
明吗？


